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Aufgabe 67 (3+2+4 Punkte). Sei P ein Polygon im R2 mit Eckpunkten

(r0, d0) = (0, 0), (r1, d1), . . . , (rn, dn) ∈ N× R,

dessen Anstiege eine absteigende Kette rationaler Zahlen λ1 > . . . > λn bilden.

(a) Sei n = 4, sowie (r1, . . . , r4) = (1, 3, 5, 7) und (d1, . . . , d4) = (1, 2, 52 ,−
3
2).

Berechnen Sie λ1, . . . , λ4 und malen Sie ein Bild von P.
(b) Zeigen Sie, dass die Eckpunkte von P rational sind, indem Sie berechnen:

dk =
k∑

i=1

λi · (ri − ri−1).

(c) Bilden die Zahlen d1
r1
, . . . , dnrn ∈ Q ebenfalls eine absteigende Kette? Was ist

ihre geometrische Bedeutung? Tragen Sie sie in Ihr Bild aus (a) ein.

Aufgabe 68 (3 Punkte). Es seien x, z ∈ R mit x < z. Zeigen Sie, dass es
unendlich viele rationale Zahlen y ∈ Q mit x < y < z gibt.

Aufgabe 69 (3+3 Punkte). Es sei R/Z die Menge der Äquivalenzklassen
bezüglich der folgenden Relation auf den reellen Zahlen.

x ∼ y ⇔ x− y ∈ Z.

Die Äquivalenzklasse von x ∈ R bezeichnen wir mit (x+ Z).

(a) Entscheiden Sie jeweils für die folgenden Funktionen f : R → R, ob die
induzierte Abbildung R/Z → R/Z, (x+Z) 7→ (f(x)+Z), wohldefiniert ist.

• f : R → R, x 7→ x+ 1,
• f : R → R, x 7→ 2x,
• f : R → R, x 7→ x2,
• f : R → R, x 7→ 1

x2+1
,

• f : R → R, x 7→ sin(x),
• f : R → R, x 7→ cos(2πx).

(b) Definiert die Addition reeller Zahlen auf R/Z eine Gruppenstruktur? Bildet
diese zusammen mit der Multiplikation die Struktur eines Ringes?
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Aufgabe 70 (2+2 Punkte).

(a) Es sei f(X) = X4 + a3X
3 + a2X

2 + a1X + a0 ein normiertes Polynom mit
reellen Koeffizienten a3, a2, a1, a0 ∈ R. Sei a0 < 0. Zeigen Sie, dass es reelle
Zahlen b, c, d1, d0 ∈ R gibt mit

f(X) = (X − b)(X − c)(X2 + d1X + d0).

Hinweis: Sie dürfen Ihr Wissen über stetige Funktionen aus der Analysis
verwenden.

(b) Finden Sie eine Darstellung wie in (a) des Polynoms

f(X) = X4 + 2X3 −X2 + 4X − 6.
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