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Aufgabe 25 (4 Punkte). Seien M, N und P Mengen. Zeigen Sie, dass es Bi-

jektionen

(a) f: M x N— N x M und
(b) g: (M xN)x P — Mx (N xP)

gibt. Welches Rechengesetze fiir Kardinalzahlen kann man daraus folgern?

Lésung. (a) Wir definieren
f:MxN— N x M, (a,b)— (b,a).

Wir zeigen, dass f bijektiv ist.
e f ist injektiv: Seien z,2’ € M x N mit f(z) = f(2). Seien a,a’ € M
und b,0’ € N mit x = (a,b) und 2’ = (¢/,V’). Dann gilt (b,a) = f(x) =
f(@") = (V/,d’). Aus der Eigenschaft von geordneten Paaren folgt dann
b="V und a = d’. Also gilt auch z = (a,b) = (d’, V') = 2/
o f ist surjektiv: Seiy € N x M. Seien b € N und a € M mit y = (b, a).
Dann ist z = (a,b) € M x N und f(z) = (b,a) = y.
Die daraus resultierende Rechenregel ist p-v = v - p fiir alle Kardinalzahlen
@ und v (Kommutativitédt der Multiplikation).
(b) Wir definieren

g: M x (N xP)— (MxN)xP,(a,(bc))— ((a,b),c).

Wir weisen nach, dass g bijektiv ist.

e g ist injektiv: Seien x, 2’ € (M x N) x P. Dann gibt es a,a’ € M,b,b’ €
N und ¢, € P mit 2 = ((a,b),¢) und 2/ = ((d/,¥'),'). Dann gilt
(a,(b,c)) = f(z) = f(z) = (d/,(V/,)). Aus der Eigenschaft von ge-
ordneten Paaren folgt a = a’ und (b, ¢) = (V/, ') und weiter b = " und

¢ = . Somit ist
r = ((a,b),c) = ((a,V),c) =2
e g ist surjektiv: Sei y € M x (N x P). Dann gibt es a € M,b € N und
¢ € P mit y = (a,(b,c)). Dann ist x = ((a,b),c) € (M x N) x P und
f(@) = (a, (b,c)) = y.
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Aufgabe 26 (6 Punkte). Beweisen Sie, dass
(a) die Multiplikation

(b) die Exponentiation

von Kardinalzahlen wohldefiniert ist.

Hinweis fiir (b): Betrachten Sie fiir Mengen M, N, M’ , N' und Bijektionen f :
M — M'" und g : N — N’ die Funktion

h:MN—>MIN/,Si—)fOSOg71.

Losung. (a) Seien M, M’', N, N’ Mengen mit [M| = |M'| = pund |[N| = |N'| =
v und seien f: M — M’ und g : N — N’ Bijektionen. Wir miissen zeigen,
dass |M x N| = |[M' x N’|, d.h. dass die Definition unabhéning von der
Wahl der Mengen M, N ist. Wir definieren die Funktion

h:MxN— M x N (a,b)— (f(a),g(h)).

Wir zeigen, dass h bijektiv ist.

e h ist injektiv: Seien a € M,b € N und h((a,b)) = h((a/,')). Dann
gilt (f(a),g(b)) = (f(a'),g(b)). Aus der Eigenschaft geordneter Paare
folgt f(a) = f(a’) und g(b) = g(V'). Da f und g injektiv sind, folgt
a=a und b=10.

e h ist surjektiv: Sei (¢,d) € M’ x N'. Da f und g surjektiv sind, gibt es
a € M und b € N mit ¢ = f(a) und d = g(b). Dann folgt

h((a,b)) = (f(a),g(b)) = (¢, d).

(b) Seien M, N,M’', N’ Mengen mit |M| = |M'| und |N| = |[N'|. Wir zeigen
|MY| = |M’N/|. Seien f : M — M’ und g : N — N’ Bijektionen. Wir

definieren
he MY = MN' s — h(s):=fosog .

Wir zeigen, dass h bijektiv ist.
e h ist injektiv: Seien 5,5’ € MY mit h(s) = h(s). Sei b € N. Dann gilt

F(s(0) = f(s(g™ (9(b)))) = h(s)(g(b)) = h(s')(g(b)) = f(5'(b))-

Da f injektiv ist, folgt s(b) = s'(b). Da b beliebig war, folgt s = s'.
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e h ist surjektiv: Seit: N’ — M’ eine Funktion. Wir miissen eine Funk-
tion s : N — M finden mit h(s) = t. Es gilt:

h(s)=t<= fosog ' =t
s flofosogTt = flot

< sogt=flot

1

> s0glog=[flotog

—s=flotog.

Wir wihlen also s = f~! ot og. Dann gilt h(s) = ¢ und somit ist h

surjektiv.

Aufgabe 27 (6 Punkte). Seien u,rv und 7 Kardinalzahlen. Beweisen Sie die

Rechenregeln

(a) ()™ =u""
(b) p ™ = - .

Lésung. (a) Seien M, N und P Mengen mit |M| = u,|N| = v und |P| = 7.

Wir miissen beweisen, dass |(M)?| = |[MY*F|. Wir definieren
F(MY)F = MY s f(s),

wobei f(s)(b,c) := s(c)(b). Wir zeigen, dass f bijektiv ist.

e f ist injektiv: Seien s,s' € (M™)F mit f(s) = f(s'). Wir miissen
zeigen, dass s = s'. Sei also ¢ € P beliebig. Es geniigt zu zeigen, dass
s(c) = §'(c). Sei nun b € N beliebig. Um zu zeigen, dass s(c) = s'(c),
reicht es zu beweisen, dass s(c)(b) = s'(c¢)(b). Es gilt aber s(c)(b) =
f(s)(b,e) = f(s')(b,c) = §'(c)(b). Also gilt s(¢c) = s'(¢) und, da ¢
beliebig war, auch s = s'.

o f ist surjektiv: Sei t € MN*P. Wir definieren s : P — M"Y durch
s(c)(b) := t(b,c), d.h. s ist die Funktion, die jedem ¢ € P die Funk-
tion s(c) zuordnet, die wiederum jedem b € N den Wert ¢(b,c) € M
zuordnet. Wir zeigen, dass f(s) = ¢. Sei also (b,¢) € N x P. Dann gilt
f(s)(b,c) = s(c)(b) = t(b, c) wie gewiinscht. Da (b, ¢) beliebig war, gilt
f(s) =t.

(b) Seien M, N und P Mengen mit |M| = p,|N| = v und |P| = 7, wobei M und
N disjunkt sind. Wir zeigen, dass |MYYF| = |MY x MF|. Wir betrachten



die Funktion
g: MNP 5 MY x MY s (s [n,s |p).

Wir zeigen, dass g bijektiv ist.

e g ist injektiv: Seien s,s’ € MNYP mit g(s) = g(s'). Aus den Eigen-
schaften des geordneten Paars folgen s [y=s' [y und s [p= ' |p. Sei
be NUP. Falls b € N, so folgt s(b) = s [n (b) = [n (b) = §'(b).
Falls b € P, so folgt s(b) = s [p (b) = & [p (b) = §'(b). In beiden
Fillen gilt s(b) = s'(b) und, da b beliebig war, folgt s = s'.

e g ist surjektiv: Sei (s1,s2) € MY x MF. Wir definieren s € M~VYP
durch

si(b) beN

s2(b) be P.
Die Funktion s ist wohldefiniert, da N und P disjunkt sind. Offensicht-
lich gilt s | N = s; und s | P = s2 und somit g(s) = (s1, s2). Damit

haben wir gezeigt, dass g surjektiv ist.

Aufgabe 28 (2 Punkte). Fiir endliche Kardinalzahlen p # 0 gilt immer p+p #
p. Betrachten Sie die Mengen

G:={2n|neN}
U:={2n+1|neN}
und zeigen Sie, dass dies im Unendlichen falsch ist.

Losung. Es gilt f : N —- G,n— 2nund g : N — U,n — 2n + 1 sind bijektiv.
Daraus folgt |G| = |N| = |U|. Weiterhin gilt, dass G und U disjunkt sind. Somit
erhalten wir |GUU| = |G| + |U| = IN| + |N|. Andrerseits gilt aber GUU = N,
also |[N| = |GUU| = |N| + |N|.

Bemerkung: Die Kardinalitdt von N wird als Xy := |N| bezeichnet; ¥y ist die
kleinste unendliche Kardinalzahl und aus der Aufgabe folgt o+ RXg = Rg. Georg
Cantor hat bewiesen, dass es unterschiedlich grosse unendliche Kardinalzahlen
gibt.



