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Aufgabe 49 (5 Punkte).

(a) Beweisen Sie die geometrische Summenformel: Fiir jede Zahl ¢ € R\ {1}
und fiir jedes n € N mit n > 1 gilt

n
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(b) Verwenden Sie (a) um zu zeigen, dass, falls 27 — 1 eine Primzahl ist (fiir
p € N), bereits p eine Primzahl ist (2P —1 ist dann eine sogenannte Mersenne-

Primzahl). Gilt auch die Umkehrung? Begriinden Sie Thre Antwort.

Hinweis: Betrachten Sie dazu die ersten finf solchen Zahlen und verwenden
Sie das Sieb des Erasthotenes.

Lésung. (a) Sei g € R\ {1}. Wir beweisen die Aussage per Induktion iiber n.
o Induktionsanfang: Fir n =1 gilt >.%_,¢* =1= g

1—q -
o Induktionsvoraussetzung: Sei > 3—; ¢ = % fiir ein beliebiges fest
gewdhltes n > 1.
Induktionsschluss: Es gilt
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wie gewiinscht.
(b) Wir machen einen Kontrapositionsbeweis: Wir nehmen also an, dass p = a-b

(a,b > 1) keine Primzahl ist und folgern, dass auch 2P — 1 keine Primzahl



ist. Es gilt
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Da a,b > 1, gilt auch 35-4(2%)F > 1 und 2% — 1 > 1, also ist 2P — 1 keine
Primzahl.

Wir betrachten 27 — 1 fiir p € {2,3,5,7,11}:

e 22 — 1 = 3 ist offensichtlich eine Primzahl.

e 23 — 1 =7 ist ebenfalls eine Primzahl.

e 2° — 1 = 31, ist auch eine Primzahl, da keine der Zahlen 2,3 und 5
Teiler von 31 sind.

e 27 — 1 = 127, ist eine Primzal, da keine der Zahlen 2,3,5,7 und 11
Teiler von 127 sind.

e 211 _ 1 = 2047 ist keine Primzahl: Wir testen alle Primzahlen <
[v/2047] = 45 und stellen fest, dass 23 ein Teiler von 2047 ist. Somit
ist 2047 keine Primzahl und insbesondere ist die Umkehrung falsch.

Aufgabe 50 (4 Punkte). Uberpriifen Sie, welche der Gruppenaxiome in den
folgenden Beispielen erfiillt sind: Finden Sie dazu jeweils ein passendes neutrales
Element e (falls es existiert) und iiberpriifen Sie jeweils auch, ob die Operation
kommutativ ist.

(a) (N,kgV,e)

(b) (Z,0,e), wobei x oy :=x + 2y

(c¢) (R,®,e), wobei x ©y =z +y + zy.

Liosung. (a) e Assoziativitat: Seien k,n,m € N. Seien k1 = kgV(kgV(k,n), m))
und k2 = kgV(k,kgV(n,m)). Es gilt kgV(k,n) | k1 und m | k;, also
auch k | k1 und n | k1. Somit folgt kgV(n,m) | k1. Somit folgt ks | k1.
Analog zeigt man k; | ko. Also gilt k; = ko.

e neutrales Element: Das neutrale Element ist 1, denn kgV(n,1) =n =
kgV(1,n).

o Inverses Element: Es gibt kein n € N mit kgV(2,n) = 1. Also existiert
im Allgemeinen kein inverses Element.

o Kommutativitat: Es gilt offensichtlich kgV(n, m) = kgV(m,n).
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(b) e Assoziativitit: Seien x,y,z € Z. Es gilt

(xoy)oz=(r+2y)oz=x+2y+ 22
zo(yoz)=x+2yoz)=a+2(y+22) =x+2y+4z.
Fiir z # 0 gilt also (x oy) 0oz # x o (y o 2), also ist o nicht assoziativ.
e Neutrales Element: Angenommen e € Z ist ein neutrales Element. Dann
gilt
r+2e=zoe=xr=coxr=e+2r

fiir alle x € Z. Dann gilt aber x = e fiir jedes x € Z, ein Widerspruch.
Also gibt es kein neutrales Element.
o Inverses Element: Existiert nicht, da es kein neutrales Element gibt.

o Kommutativitit: Es gilt
lo0=1#2=001,
also ist o nicht kommutativ.
(c) Assoziativitdt: Seien x,y,z € R. Dann gilt
(xOy)Oz=(z+y+zy) Oz
=@x+y+zy)+z+(x+y+ay)z
=r+ytztay+xrz+yz+ryz
=x+ (y+z+yz)+z(y+z+yz)
=10 (YO 2),
also ist ® assoziativ.
(d) Neutrales Element: Es gilt
zO0=2=00uz,

also ist 0 ein neutrales Element.

(e) Inverses Element: Fiir x # —1 gilt

iU@?J:0<:>$-i-y—|—ar:y=O(z)y(l—i—x):gy:(:»y:_l_i_x7

_x
14+x

(f) Kommutativitdt: Es gilt

also ist — ein zu x inverses Element; und —1 hat kein Inverses.

rQYy=zrt+ytary=y+r+yr=youx,

also ist ® kommutativ.
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Es handelt sich also in keinem Fall um eine Gruppe. Bei (c¢) wiirde es um eine

abelsche Gruppe handeln, falls man R\ {—1} statt R betrachten wiirde.

Aufgabe 51 (4 Punkte). Sei (G, *,¢e) eine Gruppe mit und sei z € G ein fest

gewidhltes Element. Wir definieren eine weitere Verkniipfung auf G durch

a®b:=axxx*b.

a) Finden Sie ein Element ¢’ € G, sodass (G, ®,€’) eine Gruppe ist.
(a)
(b) Zeigen Sie, dass (G, ®, ') genau dann abelsch ist, wenn (G, *, e) abelsch ist.

Losung. (a) e Assoziativitdt: Seien a,b,c € G. Dann gilt

(a@b)Oc=(axxxb)xxxc=axxx(bxx*xc)=a® (bOc)

wegen der Assoziativitdt von .

e Neutrales Element: Das neutrale Element ist gegeben durch ¢/ = x71:

Fiir a € G gilt

a@m_lza*x*m_lza

x_1®a:x_1*a¢*a:a.

e Inverses: Wir behaupten, dass das Inverse von a € G durch b:= 27!

a~'x 27! gegeben ist.

aOb=axrxx txa txa !

—axa lxx!

=z L

Analog zeigt man b® a = 1.

(b) Wir miissen zwei Richtungen beweisen.



“=" Sel (G, ®,€) abelsch und seien a,b € G. Es gilt

axb=axzxx Lxb
=a® (27t xDb)
=z txb)Oa
=z lxbxzxa
=z lsxbxzxexa
=((z7txb)®e) xa
=(e® (7 *b)) xa
—exzxz lxbxa
=bxa,

also ist auch (G, x, e) abelsch.
“<” Sei (G, *,e) abelsch und seien a,b € G. Dann gilt

a®Ob=axxzxb

=bxx*a

=b®a
und somit ist auch (G, ®, ") abelsch.

Aufgabe 52 (2 Punkte). Sei (G,*,e) eine Gruppe mit der Eigenschaft, dass
a?® = e fiir alle a € G.? Zeigen Sie, dass (G, *, ¢) abelsch ist.

Lésung. Seien a,b € G. Es gilt

axb=axexb
=ax*(axb)?xb
=ax(axbxaxb)xb
=(axa)xbxax(bxb)
=a’xbxax*b
=exbxaxe

=bxa.

a” =axa
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Aufgabe 53 (3 Punkte). Sei G = {a,b,e} eine Menge mit 3 verschiedenen
Elementen. Zeigen Sie, dass es genau eine Moglichkeit gibt, eine Operation auf

G zu definieren, sodass e das neutrale Element ist. Ist G abelsch?

Lésung. Wir betrachten die Verkniipfungstabelle:

x|e a b
ele a b
ala
b|b

Es fehlen noch die Eintrage a * a,a *b,b* a und b*b. Da a ein Inverses besitzt,
gilt entweder a xe = e oder a*xa = e oder a*b = e; a * e ist aber unmdaglich, da

sonst @ = a * e = e gelten wiirde.

e 1. Fall: a *xa = e. Dann gilt a x b # e, denn sonst wire axa =e =ax*b
und mit der Kiirzungsregel a = b. Andrerseits gilt auch a * b # b, denn
sonst wire a x b = b = e * b und somit mit der Kiirzungsregel a = e.
Dann muss aber axb = a gelten und somit mit der Kiirzungsregel b = e,
ein Widerspruch.

e 2. Fall: a x b = e. Dies fiihrt zu keinem Widerspruch.

— Dann folgt a * a = b, denn a * a = a wiirde mit der Kiirzungsregel
a = e implizieren, und a*a = e wiirde mit der Kiirzungsregel a = b
implizieren.

— Es gilt b+ a = e (mit demselben Argument wie fiir a x b = e und

ebenso b* b = a.

Die vollstdndige Verkniipfungstabelle sieht also wie folgt aus:

Es ist leicht zu iiberpriifen, dass dies eine Gruppe definiert:

e Assoziativitat ist offensichtlich erfiillt.
e ¢ ist das neutrale Element.

e ¢ und b haben ein Inverses, denn axb=>bx*a = e.

Die Gruppe ist abelsch, da die Verkniipfungstabelle symmetrisch ist.



