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Aufgabe 46. Es sei S eine erststufige Sprache und es sei F; die kleinste Klasse
von S-Formeln, die alle atomaren Formeln enthélt und unter Konjunktionen und
V-Quantifikation abgeschlossen ist.
(1) (4 Punkte) Zeigen Sie, dass fiir zwei S-Strukturen A und B eine eindeutig
bestimmte S-Struktur A x B mit folgenden Eigenschaften existiert.
(a) Das kartesische Produkt |A| x |B| der Trigermengen von A und B ist
die Triagermenge von A x B.

(b) Ist ¢ eine Formel in Fi mit free(y) C {vo,...,vn_1}, so gilt
AXB ': @[(»To,yo)» ) (xn—hyn—l)]
— AElxo,...,xn_1] und B E ©lyo,- -, Yn—1]

fiir alle zo,...,zn—1 € |A| und yo,...,Yn-1 € |B|.
Wir nennen die Struktur A x B das Produkt von A und B.
(2) (1 Punkt) Folgern Sie, dass das Produkt von zwei Gruppen eine Gruppe ist.

Aufgabe 47 (2 Punkte). Es sei Lr = {0,1,+,-} die Sprache der Ringtheorie.
Formen Sie die Formel
Ve Vyax+y=y < —Fyz-y=1]

in prinexe Normalform um.

Aufgabe 48. Beweisen Sie die folgenden abgeleiteten Regeln des Sequenzenkalkiils.
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Aufgabe 49 (2 Punkte). Es sei S eine erststufige Sprache, K eine Klasse von S-
Strukturen und ® eine Menge von S-Sétzen, die K axiomatisiert. Ist ¥ eine endliche
Menge von S-Sitzen, die K axiomatisiert, so existiert eine endliche Teilmenge von

®, die K axiomatisiert.



2

Aufgabe 50 (4 Punkte). Es sei N eine natiirliche Zahl. Konstruieren Sie einen
Korper K mit folgenden Eigenschaften.

(1) Jedes Polynom in K[X] vom Grad <N besitzt eine Nullstelle in K.

(2) K ist nicht algebraisch abgeschlossen.
(Tipp: Es sei Q ein algebraischer Abschluss von Q. Wihlen Sie eine geeignete Sur-
jektion b : N — N x N wund konstruieren Sie eine Sequenz ((K,,a,) | n € N) mit
den folgenden Eigenschaften:

(1) Ko =Q.

(2) an : N — KY ist eine Surjektion.

(3) Gilt b(n) = (mg,my1) mit mg < n, amy(m1) = (co,...,cn—1) und ist

{z0,...,xy_1} die Menge der Nullstellen des Polynoms
fX)=XN4en - XV 4o - X+ ep € K [X]

in Q, so gilt Kni1 = Kyn(zo,...,2n_1)-
Betrachten Sie K = J, e Kn und das irreduzible Polynom g(X) = X? —2 € Q[X]
fiir eine Primzahl p > N. Verwenden Sie die Multiplikativitit der Korpergrade

endlicher Kérpererweiterungen).

Aufgabe 51 (2 Punkte). Beweisen Sie, dass die Klasse der algebraisch abgeschlos-
senen Koérper nicht endlich axiomatisierbar ist. (Tipp: Verwenden Sie die Aufgaben
49 und 50).

Abgabe: Montag, 18. Juli 2016, in der Vorlesung.



