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Aufgabe 7 (4 Punkte). Es sei S die leere Sprache ohne Funktions- und Relations-

symbole und A eine S-Struktur. Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(1) Jede Bijektion f : |A| −→ |A| ist ein Automorphismus von A.

(2) Falls |A| unendlich ist, so sind die folgenden Aussagen für jede Substruktur

B von A äquivalent:

(a) |B| ist unendlich.

(b) B ist eine elementare Substruktur von A.

(Hinweis: Benutzen Sie Aufgabe 3.5 )

Aufgabe 8 (8 Punkte). Es sei S eine abzählbare, erststufige Sprache und Φ eine

Menge von S-Formeln.

(1) Es sei S+ die erststufige Sprache, die S um ein n-stelliges Funktionssymbol

fϕ für jede S-Formel ϕ mit n+ 1 freien Variablen erweitert, und

Φ+ = Φ ∪ {ψϕ | ϕ ist eine S-Formel mit freien Variablen},

wobei ψϕ die S+-Formel

∀x0 . . . ∀xn−1 [∃y ϕ(x0, . . . , xn−1, y)

−→ ϕ(x0, . . . , xn−1, fϕ(x0, . . . , xn−1))]

ist. Beweisen Sie, dass für jedes S-Modell M mit M |= Φ ein S+-Modell

M+ mit M+ |= Φ+ und M+ � ({∀} ∪ S ∪Var) = M existiert.

(2) Konstruieren Sie eine abzählbare, erststufige Sprache S∗, die S erweitert,

und eine Menge Φ∗ von S∗-Formeln mit Φ ⊆ Φ∗, so dass die folgenden

Aussagen gelten.

(a) Für jede S∗-Formel ϕ mit n + 1 freien Variablen existiert ein S∗-

Funktionssymbol f mit

Φ∗ |= ∀x0 . . . ∀xn−1 [∃y ϕ(x0, . . . , xn−1, y)

−→ ϕ(x0, . . . , xn−1, f(x0, . . . , xn−1))].

(b) Für jedes S-Modell M mit M |= Φ existiert ein S∗-Modell M∗ mit

M∗ |= Φ∗ und M∗ � ({∀} ∪ S ∪Var) = M.

In diesem Fall sagen wir, dass Φ∗ Skolemfunktionen besitzt.

(3) Es sei A eine S-Struktur und A eine abzählbare Teilmenge von |A|. Konstru-

ieren Sie eine elementare Substruktur von A, deren Trägermenge abzählbar

ist und A enthält.
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Aufgabe 9 (10 Punkte). Beweisen Sie die folgenden abgeleiteten Regeln des Se-

quenzenkalküls.

(1) ∨-Einführung:

Γ ϕ

Γ ϕ ∨ ψ
(2) ∨-Einführung:

Γ ψ

Γ ϕ ∨ ψ
(3) ∨-Elimination:

Γ ϕ ∨ ψ
Γ ϕ→ χ

Γ ψ → χ

Γ χ

(4) ∧-Einführung:

Γ ϕ

Γ ψ

Γ ϕ ∧ ψ
(5) ∧-Elimination:

Γ ϕ ∧ ψ
Γ ϕ

(6) ∧-Elimination:

Γ ϕ ∧ ψ
Γ ψ

(7) ∃-Elimination:

Γ ϕ t
x

Γ ∃xϕ
(8) ∃-Elimination:

Γ ∃xϕ
Γ ϕ y

x ψ

Γ ψ

, wobei y /∈ free(Γ ∪ {∃ϕ,ψ}).
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