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Definition 1. Sei S eine Sprache. Wir nennen S-Strukturen 2 und B elementar dquivalent,
wenn fir alle S-Sdtze ¢ gilt

A E @ gdw B = .
Aufgabe 1: (3 Punkte) Zeigen Sie

(a) Fiir jede S-Struktur 2 ist die Klasse der zu 2 elementar dquivalenten S-Strukturen
axiomatisierbar.

(b) Ist S abzéhlbar, so ist diese Klasse durch eine abzdhlbare Menge von S-Séitzen axioma-
tisierbar.

(c) Ist S abzéhlbar, so gibt es zu jeder unendlichen S-Struktur eine elementar dquivalente,
jedoch nicht isomorphe S-Struktur (verwenden Sie Aufgabe 4 von Blatt 8).

Definition 2. Sei S eine Sprache. ¢ € L° heifit termreduziert, wenn alle atomaren Teilaus-
driicke von ¢ eine der folgenden Gestalten haben:

Rxy...xp,, x=vy, fxi...x,=y oderc=y,
wobet R € S ein Relationssymbol, f € S ein Funktionssymbol, ¢ € S ein Konstantensymbol und
X1, .., Ty, x,y Variablensymbole sind.
Beispiel: Sind f,g,h € S einstellige Funktionssymbole, so ist Vx fgx = hy nicht termreduziert.

Aufgabe 2: (3 Punkte) Zeigen Sie, dass jedes ¢ € L° zu einem termreduzierten o* € L9
dquivalent ist.

Definition 3. Eine Sprache S heifst relational, wenn sie nur Relationssymbole enthdlt. Ist S
eine beliebige Sprache, so definieren wir die relationale Sprache S”, die aus allen Relations-
symbolen von S bestehen soll, fiir jedes Konstantensymbol ¢ € S ein neues einstelliges Relati-
onssymbol C' enthdlt, und fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f € S ein neues n + 1-stelliges
Relationssymbol F' enthilt.
Wir ordnen jeder S-Stuktur A eine S”-Struktur A" durch folgende Festlegungen zu:

o A=A,

e fiir jedes Relationssymbol P € S sei P = P,

o fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f € S gelte F* a; ...ana gdw f*(as,...,a,) = a,

e fiir jedes Konstantensymbol c € S gelte C* a gdw ™ = a.

Aufgabe 3: (3 Punkte) Zeigen Sie:
(a) Zu jedem v € L gibt es ein " € L%, so dass fiir jede Variablenbelegung 3 gilt:

(A, 8) E v gdw (A, 8) Eo"
(b) Zu jedem 9 € L gibt es ein ¢ € L, so dass fiir jede Variablenbelegung /3 gilt:

(2, 8) | ¢ gdw (A7, B) = 9.
Hinweis: Nach Aufgabe 2 geniigt es in (a) termreduzierte ¢ € L® zu betrachten.

Aufgabe 4: (3 Punkte) Sei S eine relationale Sprache und sei ¢ € Lj von der Form
Jxg ... 32, Yyo ... Yy, ¥ mit quantorenfreiem . Zeigen Sie:
e Ist ¢ konsistent, so gibt es ein Modell von ¢ mit hochstens n + 1 Elementen (verwenden
Sie Blatt 4, Aufgabe 1b).
e Ist R € S ein zweistelliges Relationssymbol, so ist der Satz Va dy Rxy nicht zu einem
{R}-Satz obiger Form #quivalent.



