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Gegeben sei eine erststufige Sprache S und eine S-Struktur 2. Eine Erweiterung von 2
durch Belegung von Variablen ist ein S-Modell 9t mit 9 | ({V} U S) = 2A.

Aufgabe 5 (6 Punkte). Es sei Sar = {+,-,0,1} die Sprache der Arithmetik und 9 eine
Erweiterung der Standardstruktur der natiirlichen Zahlen durch Belegung von Variablen
(d.h. 9 ist ein Sar-Modell mit M(V) = N, M(+) = +n, M() = -n, M(0) = Oy und
M(1) = 1n). Wir betrachten die folgenden Aussagen.

(1) ,,9M(vo) > M(v1)”.

(2) ,,M(vo) tedlt M(v1)”.

(3) ,,M(vo), M(v1) und M(v2) sind paarweise teilerfremd”.
(4) ,,9(

(5) 5, M(

(6) ,, Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge” .

vo) ist eine Primzahl”.

i

77£)J,t
M(vo) ist ein Gegenbeispiel zur Goldbach-Vermutung”.

k)

Formalisieren Sie diese Aussagen durch S 4,-Formeln, i.e. geben Sie S4,-Formeln ¢1,..., s

an, so dass ,,M(¢;) = 17 der Aussage (i) entspricht.

Gegeben seien S-Strukturen 20 und 9. Wir sagen, dass 2 eine S-Substruktur von ‘B ist,
falls die folgenden Aussagen gelten.

(1) A(V) € B(Y).

(2) A(f) =B(f) | A(V)" fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f in S.

(3) A(R) = B(R)NAY)" fiir jedes n-stellige Relationssymbol R in S.
Im Folgenden sei 2 eine S-Substruktur von B. Ist 91 eine Erweiterung von 20 durch
Belegung von Variablen, so bezeichnet 9® die Funktion F' : {V}USU Var — V mit
FI({ViuS)=SBund F | Var=M| Var.

Aufgabe 6 (4 Punkte). Zeigen Sie, dass 9N® eine Erweiterung von B durch Belegung
von Variablen ist und M(¢) = M®(¢) fiir jeden S-Term ¢ gilt.

Wir sagen, dass eine S-Formel ¢ absolut zwischen 2 und B ist, falls M(p) = M® () fiir
jede Erweiterung 1 von 2 durch Belegung von Variablen gilt.

Aufgabe 7. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
(1) (3 Punkte) Die Mengen der zwischen 2 und 9B absoluten Formeln ist abgeschlossen

unter Negation, Konjunktion und Disjunktion.
(2) (3 Punkte) Jede quantorenfreie Formel ist absolut zwischen 2 und 8.
(3) (6 Punkte) Die folgenden Aussagen sind #quivalent.
(a) A ist eine elementare Substruktur von B (d.h. jede S-Formel ist absolut
zwischen 2 und 9B).
(b) Ist ¢ eine S-Formel und 9 eine Erweiterung von 20 durch Belegung von
Variablen, so impliziert 9™ (Jzp) = 1 bereits M(Izg) = 1.



Abgabe: Montag, den 28. April 2014, vor der Vorlesung.



