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Aufgabe 23 (4 Punkte). Essei Sa, = {0,1,+,-} die erststufige Sprache der Arith-
metik. Setze
¢ = vy Vg = V7 - Va.
Konstruieren Sie eine S4,-Struktur 2f mit den folgenden Eigenschaften.
(1) In A und in der Standardstruktur der natiirlichen Zahlen gelten die gleichen
Sar-Sitze (d.h. S4.-Formeln ohne freie Variablen).
(2) Es existiert ein a € 2]\ {0*} mit der Eigenschaft, dass die Menge

{b e [A[ | 2= wifa, b}

unendlich ist.

(Tipp: Erweitern Sie die Sprache um abzihlbar viele neue Konstantensymbole und

verwenden Sie entweder den Kompaktheitssatz oder eine Ultraproduktkonstruktion)

Aufgabe 24 (4 Punkte). Es sei Sk die Sprache der Kérpertheorie und ¢ eine Sk-
Formel, die in jedem unendlichen Korper gilt. Beweisen Sie, dass es eine natiirliche

Zahl N gibt, so dass ¢ in jedem endlichen Korper mit mindestens N Elementen gilt.

Aufgabe 25 (4 Punkte). Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
(1) Ist I eine unendliche Menge, so ist die Menge der koendlichen Teilmengen
von [ (d.h. die Menge der X C I mit I\ X endlich) ein Filter auf I. Dieser
Filter ist kein Ultrafilter.
(2) Ist F ein Filter auf einer Menge I, so existiert ein Ultrafilter U auf I mit
F CU. (Tipp: Verwenden Sie das Zorn’sche Lemma und Aufgabe 21)

Aufgabe 26 (6 Punkte). Beweisen Sie den Kompaktheitssatz mit Hilfe einer Ul-
traproduktkonstruktion.

(Tipp: Betrachten Sie fir eine endlich konsistente Formelmenge ® (d.h. jede end-
liche Teilmenge von ® ist konsistent) die Menge I aller endlichen Teilmengen von

®. Zeigen Sie, dass die Menge
F={XCI|JoelVrellocCr—>71€X]|}

ein Filter auf I ist. Verwenden Sie dann die Aufgaben 16, 22 und 25)
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