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Aufgabe 15 (4 Punkte). Es sei Sgap = {X} eine erststufige Sprache mit einem

zweistelligen Relationssymbol und I'gjs die Menge der folgenden S js-Formeln.
(a) Vo z < z.
(b) Ve VyVz [(z 2yAy=<z) — z =z
(o) VeVy Iz [z <2z A y=2z]

Zeigen Sie (ohne Verwendung des Vollstandigkeitssatzes), dass

Tey F VaVyVzIw [z 2w A y=w A z=3 w

gilt.

Aufgabe 16. Gegeben sei eine erststufige Sprache S, eine nicht-leere Menge I und
ein Filter F auf I.

(1) (1 Punkte) Beweisen Sie, dass

() - ()

F
fiir jede Sequenz (M; | i € I) von S-Modellen und jedes g € [, [9] gilt.
Wir bezeichnen die Menge aller S-Formeln ¢, die die Aquivalenz

[[MiEe < {icT|MpteF
o

fiir jede Sequenz (IM; | i € I) von S-Modellen erfiillen, mit L.

(2) (4 Punkte) Beweisen Sie, dass L alle atomaren Formeln enthélt und unter

Konjunktion und 3-Quantifikation abgeschlossen ist.

Aufgabe 17. Es sei S eine abzéhlbare, erststufige Sprache und ® eine Menge von

S-Formeln.

(1) (2 Punkte) Es sei ST die erststufige Sprache, die S um ein n-stelliges Funk-
tionssymbol f, fiir jede S-Formel ¢ mit n + 1 freien Variablen erweitert,

und
O =D U {9, | ¢ ist eine S-Formel mit freien Variablen},
wobei 1, die ST-Formel
VYag ... Y1 [Fy e(xo,. .. Tn_1,Yy)
— (o, Tn-1, fo(To,. ., Tn-1))]

ist. Beweisen Sie, dass fiir jedes S-Modell 9t mit 9 = @ ein ST-Modell
M mit M = &F und MT | ({V} U S U Var) = M existiert.



(2) (3 Punkte) Konstruieren Sie eine abzdhlbare, erststufige Sprache S*, die
S erweitert, und eine Menge ®* von S*-Formeln mit ® C ®*, so dass die
folgenden Aussagen gelten.

(a) Fiir jede S*-Formel ¢ mit n + 1 freien Variablen existiert ein S*-

Funktionssymbol f mit
" =Vag ... Vae,—1 [Ty o(xo,. . s Tn1,Y)
— @(T0, -+ Tn—1, f(T0y -+, Tn-1))]-
(b) Fiir jedes S-Modell 9t mit 9 | P existiert ein S*-Modell * mit
M* = @* und M* [ ({V} U S U Var) =M.

In diesem Fall sagen wir, dass ®* Skolemfunktionen besitzt.

Aufgabe 18 (4 Punkte). Es sei S eine abzihlbare, erststufige Sprache, 2 eine S-
Struktur und A eine abzihlbare Teilmenge von |A|. Konstruieren Sie eine elementare
Substruktur von 2, deren Trigermenge abzihlbar ist und A enthélt.

(Tipp: Verwenden Sie die Aufgaben 7 & 17 und betrachten Sie die kleinste Ober-

menge von A, die unter Skolemfunktionen abgeschlossen ist).
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