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Ubungen zur Mengenlehre

1. Zeigen Sie: Ist U ein freier, s-vollstandiger Ultrafilter, so gilt |z| > & fur
alle x € U.

2. Sei X eine Menge, F' C P(X). Zeigen Sie: Genau dann ist F' ein k-
vollsténdiger Ultrafilter, wenn die Abbildung pup : PB(X) — {0, 1} mit ' (1) =
F auf X ein k-additives Maf} ist.

3. Es sei [Q]<“ die Menge aller endlichen Teilmengen der rationalen Zahlen.
Zux € Rsei C, :={a € [Q]<¥: |{q € a:q < x}| ist ungerade} die Menge
aller Elemente von [Q]<, die eine ungerade Anzahl von Elementen unterhalb
von x enthalten. Zeigen Sie:
a) © # y impliziert C, # C,,.

b) Fiir {z1,..., 2.} CR, m < nist (i, Cry N jcn([QSY = Cy) # 0.

4. a) Folgern Sie aus Aufgabe 3: Es existieren 2% viele Mengen (A, : i < 2%0)
mit A; C w fiir i < 2% so, dass fiir alle endlichen Folgen 0 < i1 < ... < i), <
.. <ip < 2% der Schnitt 4;, N...NA4;, N(w—A4;,,,)N..N (w—A;,) nicht
leer ist.

b) Zeigen Sie mithilfe von a), dass es auf w genau 22°°) verschiedene Ultra-
filter gibt.



Zusatzaufgabe fiir Interessierte: (Das Banach-Tarski-Paradoxon 2)
Sei K die Einheitssphére. Fiir feste Winkel a, ( definieren wir: Ist P ein
Punkt auf K, so bezeichnen «(x) und f(x) die Bilder von z unter der Dre-
hung um « um die z-Achse bzw. um  um die y-Achse im positiven Drehsinn,
entsprechend a~!(x), 37!(z) die Bilder bei negativem Drehsinn. Sei W die
Menge aller endlichen, vollstindig gekiirzten Worter iiber {«, 3,at, 371}
zusammen mit dem leeren Wort 0. Ist w € W, so sei w(z) das Bild von z
unter der Hintereinanderausiihrung der Drehungen gemafl w. Ist 7" C W, so
heit Tz := {y € K : 3w € T(w(x) = y)} der T-Orbit von z. Fiir X C K,
w e W sei auBerdem wX = {wox:z e X}.
Wir benutzen folgenden Fakt ohne Beweis: o und 3 kénnen so gewahlt wer-
den, dass fiir nichtleere, vollstindig gekiirzte Worter wy, ws und alle x € K
aus wi(x) = wy(x) schon w; = wy folgt.
Seien o und [ nun gew#hlt wie beschrieben. Zeigen Sie:
a) Zu x € K existieren paarweise disjunkte Mengen Xj,..., X; C Wz und
wy,...,wy € W, so dass | J;c.cy Xi = Wa = w1 X7 Uwy Xy = w3 X3 UwyXy,
wobei wy X, N weXs = w3 X3 Nws X, = (). Folgern Sie: Jeder W-Orbit ist
zerlegungsiquivalent zu zwei disjunkten Kopien seiner selbst. (Tipp: Teil 3
der Zusatzaufgabe vom letzten Zettel.)

(6 Punkte)

b) Fiir z,y € K ist entweder Wz = Wy oder Wx N Wy = 0.
(2 Punkte) Jede Aufgabe wird mit 8 Punkten bewertet.
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