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1 Definitionen

Definition 1.1 (Kardinalitit eines Alphabets). Sei S = (R, F, C) Symbolmenge eines
Alphabets, wobei R die Menge der Relationssymbole, F die Menge der Funktionssym-
bole, C die Menge der Konstanten ist. Dann ist |S| := |[R U F U C| die Kardinalitdit des
Alphabets.

Definition 1.2 (S-Struktur). Eine S-Struktur ist ein Paar W = (A,a) mit folgenden
Eigenschaften:

1. A ist eine nichtleere Menge (Trigermenge)
2. aist eine auf S definierte Abbildung (Interpretationsfunktion), so dass gilt:

(a) Istraus S ein n-stelliges Relationssymbol, dann ist a(r) = ! eine n-stellige
Relation iiber A.

(b) Ist f aus S ein n-stelliges Funktionssymbol, dann ist a(f) = f* eine n-
stellige Funktion iiber A.

(c) Ist c aus S ein Konstantensymbol, dann ist a(c) = c* ein Element aus A.

Definition 1.3 (elementare Aquivalenz). Seien N = (A, a) und B = (B, b) S-Strukturen.
W ist elementar dquivalent zu B falls fiir jeden S-Satz ¢ gilt:

AEpeBEy
Sind zwei Strukturen W und B dquivalent, so schreiben wir A = B

Definition 1.4 (Elementare Einbettung). Seien A = (A, a) und B = (B, b) S-Strukturen.
Eine Abbildung m : A — B heifit elementare Einbettung, falls fiir jede Formel (S-
Ausdruck) o(x; . .. x,) und beliebige a; .. .a, € A gilt:

pld ': 90[611 .- -an] 3 |: ()D[ﬂ(al)- ~~7T(an)]

Definition 1.5 (Substruktur). Seien A = (A,a) und B = (B, b) S-Strukturen. A heifit
Substruktur von B, falls gilt:

1. ACB
2. Istr € S ein n-stelliges Relationssymbol, so gilt r* = r® N A",

3. Ist f € § ein n-stelliges Funktionssymbol, so gilt f* = f2 | A". Insbesondere
ist A unter f* abgeschlossen.



4. Ist c € S ein Konstantensymbol, so gilt ¢* = ¢®.

Ist W Substruktur von B, so schreiben wir A < B.

Definition 1.6 (Elementare Substruktur). Seien U = (A, a) und B = (B, b) S-Strukturen
mit A < B. W ist elementare Substruktur von B, wenn fiir jede Formel ¢(x ... x,) und
fiirallea; ...a, € A gilt:

BEoyla...a,] @ NEla;y...a,)
. Ist W elementare Substruktur von B so schreiben wir A < B.

Bemerkung. Ist A < B, so ist A < B genau dann wenn id : A — B elementare
Einbettung ist.
A<B=>A=B

Beispiel 1. (Q, <9) < (R, <®), also insbesondere (Q, <) = (R, <F)

Beispiel 2. Sei G = (2n|n € N}. Dann ist (G, <) = (N, <) und
(G, <) < (N, <), aber (G, <) £ (N, <M. Die Identitit ist eine Einbettung, jedoch
keine elementare Einbettung.

Beispiel 3. Sei Tr die Theorie der Korper. Q und R sind Modelle dieser Theorie. Q < R
aber Q £ R.

2 Konstruktion elementarer Substrukturen

Lemma 1 (Tarski). Seien A = (A, a) und B = (B, b) S-Strukturen mit A < B. Dann gilt:
A < B & fiir jede Formel ¢(x,x;...x,)und alle a; ...a, € A mit B E Axyla; ...a,] eina €
A existiert mit A E ¥la,a; ... a,).

Beweis. = Diese Implikation ist klar, da gilt: Sei ¥(x, x; ... x,) Formel, a; ...a, € A,
so dass B = Axyla; ...a,]. Da WA < B, folgt A = Ixyla; . .. a,], also existiert
eina € A mitd E yla,a;...a,).

& Wir zeigen iiber den Aufbau der Formeln, dass fiir alle Formeln ¢ tiber S 8 | ¢ &
A p gilt.

1. Istp atomar, so gilt BEp © A E ¢, da W < B.
2. Sei ¢ = -, die Behauptung gelte bereits fiir ¢. Dann gilt: B F ¢ © B
g ©nicht B g ©nichtAEp & AE-p o AE Y.
3. Die Behauptung gelte fiir ¢ und . Dann gilt: B E (¢ AyY) © B E
pundBEYy o UEeundAEY © AE (0 AY).
4. Angenommen die Bahauptung sei bereits fiir ¢[x, x; ... x,] gezeigt. Dann
gilt:
= BEdxp=>esgibteinac Amit A E ¢la,a;...a,] © AL Axpla; ...a,] ]}
< A E Axyla; ... a,] = es existiert ein
a € AmitU E ¢la,a;...a,] = esexistierteina € BmitB
vla,ay...a,] = B = xyla; ...a,].



Lemma 2. Sei S = (C, F, R) Symbolmenge eines Alphabets. Sei B = (B, b) S-Struktur,
M C B, k € Card mit k > max{No, |S|, |M|}, sowie k < |B|. Dann existiert eine Sub-
struktur A = (A, a) von B, mit |A| = k, und M C A.

Beweis. Damit A < B gilt, muss A C B gelten. Sei also zunichst A € B beliebig.
Damit U < B ist, muss gelten:

l.reR=>r"=r¥naAr

2. feF= fl=f8 A

3.ceC=>c"=c®
Zweiteres ist genau dann moglich, wenn fiir alle f € S f® unter A abgeschlossen ist.
Wir werden im Folgenden konstruktiv zeigen, dass es eine solche Menge A gibt, fiir
die auBerdem gilt, dass M C A und |A| = «.
Wihle hierfiir zunichst ein M’ € B mit M € M’ und [M’| = « beliebig. Definiere nun
induktiv:

Ag = M’ U{c®|c € S istein Konstantensymbol}

Apy1 =AU {f%(bl ...bplf €8 ist k-stelliges Funktionssymbol, a; ...a; € A}

Definiere nun A := U, A,
Beh. A erfiillt die oben genannten Eigenschaften.

Bew. 1. (a) Zeige mit Induktion tiber n, dass |A,| = «:
|Ag| = M’ U {c®|c € S ist ein Konstantensymbol }| < |[M’| + |{c®|c € §
ist ein Konstantensymbol }| = k + |C| = « (da|C| < |S| < kund « > N
laut Voraussetzung). Aus |[M’| = « folgt |Ag| = «.

A1l = 14, N {f3(Dy ... bp)If €S ist k-stelliges Funktionssymbol,
bi...by € Ayl < AL + I{f21...bYIf € § ist k-stelliges Funkti-
onssymbol, by ...b; € A}l < k+|F| = xk (da |B, = k = Ny nach
Induktionsvoraussetzung/Voraussetzung und |F| < |S| < « nach Vor-
aussetzung).
(b) Daraus folgt nun, dass x < |A| < |w|-|B,| = 8o -k = x und somit [A| = «.
2. Nach Konstruktion ist f2(b; ...b,) € A fiir alle k-stelligen Funktionssym-
bole f € S und alle b, ...b, € A.

3. Ag CA = M C Uund A enthlt alle Konstanten von 3B.
Somit erfiillt A die gewiinschten Eigenschaften und ist Trigermenne einer S-

Struktur
A mit A < B.

]

Satz (Satz von Lowenheim-Skolem, abwirts). Sei S=(C, F, R) Symbolmeng eines Al-
phabets, B = (B, b) eine S-Struktur, M C B, k € Card mit x > max{Ry, |S|, |M|} und
|k < |B|. Dann existiert eine Substruktur W = (A, a) von B mit M C A und |B| = «.

Beweis. Nach Lemma 1 geniigt es zu zeigen:
Es existiert eine S-Struktur A = (A,a), A < B, M C A und |A| = «, so dass fiir alle
Formeln ¢(x,y; ...y,)undalleq; ...a, € AmitB E Axy[a; ...a,] ein b’ € B existiert,



sodass A = ¢[b',a; ...a,].

Hierfiir erweitern wir zunéchst die Symbolmenge S unseres Alphabets, indem wir fiir
jede Formel ¢(x,y; ...y,) ein n-stelliges Funktionssymbol f, zu S hinzufiigen. Die so
entstandene Symbolmenge bezeichnen wir mit S”.

Nun miissen wir neben der Symbolmenge S auch die S-Struktur B = (B, b) zu einer
S’-Struktur erweitern. Hierfiir werden die neu eingefiihrten Funktionssymbole f, wie
folgt auf B interpretiert:

Fiira; ...a, € B sei ff einb’ € Bmit B | ¢[b’,a; ...a,], falls ein solches b’ existiert.
Existiert kein solches b’, so sei ff ein beliebiges b’ € B.

Die so eingefiihrten Funktionen ff heissen Skolemfunktionen fiir die Struktur B.

Sei B’ also die S’-Struktur, die aus B durch Erweiterung um die Skolemfunktionen
entsteht.

Fiir eine beliebige Symbolmenge S gibt es hochstens max(Ny, |S|) Formeln iiber S.
Daraus folgt sofort, dass S’ hochstens die Machtigkeit max(Ny, |S|) hat.

Nach Lemma 2 hat B’ eine Substruktur 2" = (A, a) mit M C A und |A| = k. Definiere
nun A=A | S.

Beh. A < B

Bew. Aus W < B’ folgt, dass auch A < B.
Seinun ¢(x,y; ...y,) Formel iiber S. Seinen d; ...a, € Amit B | Axp[a; ...a,].
Zu zeigen bleibt nun noch, dass A = Axy[a; .. .a,]:
Da A Trigermenge einer Substruktur von 9B’ ist, ist B abgeschlossen unter den
Funktionen f. Also ist b’ := fY(a;...a,) € A. Nach der Wahl f gilt, dass
AElb,a;...a,] und A = Axpla; ... a,]

Also gilt A < B. O

Es gibt auch noch einen weiteren Satz iiber elementare Substrukturen von Léweinheim-Jj
Skolem, der hier der Vollstindigkeit halber aufgefiihrt, jedoch nicht bewiesen wird.

Satz (Satz von Lowenheim-Skolem, aufwirts). Sei A = (A, a) eine unendliche S-
Struktur, k Kardinalzahl, k > max(Ro, |Al, |S|). Dann gibt es eine S-Struktur B = (B, b)
mit |B| = k., so dass W < B.

3 Elementare Ketten und elementare Substrukturen

Definition 3.1. Sei S Symbolmenge eines Alphabets und (I, <) eine lineare Ordnung.
Fiir jedes i € I sei N; = (A;,a;) eine S-Struktur. Eine solche Familie (U;);e; von S-
Strukturen heisst elementare Kette, falls fiir alle i, j € I miti < j, W; < U; gilt.

Wir definieren nun eine S-Strunktur U = (A, a) wie folgt:

1. A := UjgA, sei die Trigermenge.

2. Fiir jedes n-stellige Relationssymbol r € S sei r* := Uepr™.

3. Fiir jedes n-stellige Funktionssymbol f € S und alle a; . ..a, € Awdhle eini € I
mitay ...a, € A; und setze f%(al e ly) = fgI"(al ...dp).

A

4. Fiir jedes Konstantensymbol r € § sei ™ := ¢ fiir ein beliebiges i € I.

Fiir A schreibt man auch U;e/ ;.



Satz. Sei (U,);c; eine elementare Kette. Dann ist A := Ui, N; eine S-Struktur und fiir
jedesie I gilt A; < .

Beweis. 1. Es ist klar, dass U eine S-Struktur ist.

2. Beh. Fiiralle j € I gilt: &; < A.

Bew. Sein j € J. Es ist klar, dass U; C U;e/A;.
Sei r € § ein n-stelliges Relationssymbol, a; ...a, € A;. Aus der Definiti-
on von U folgt, dass ri(a; ...a,) = r™(a; ...a,) N A = ay...a,).
Sei f € § ein n-stelliges Funktionssymbol, a; ...a, € A;.In der Definition
von A wurde ein i € I gewihlt, so dass a; ...a, € A; und f‘2I =q% gesetzt.
Isti < j,so gilt; < A;und somit f(a; ... a)=f"(a; ...a,)=fY(a; ...a,) ]
Isti > j,so giltA; < A; und somit f(ay ...a)=fYai ...a,)=f"ai ...a,)}]
Sei ¢ € S ein Konstantensymbol. In der Definition von U wurde ein i € 1
beliebig gewihlt und ¢ = % gesetzt. Ist i < j, so gilt A; < A ; und somit
A=l =% Tsti> J» so gilt A; < A; und somit =% =X
Also gilt %; < U.

3. Nun zeigen wir, dass auch A; < U gilt:

Sei hierfiir j € I und ¢(x,y;...y,) Formel iiber S. Seien by...b, € A; mit
A = Axp[b; ...b,].Dann existiert ein i € I, so dass es ein a € A; gibt, so dass
A | ¢la,b;...b,]. Hierbei kann 0.B.d.A i > j gewidhlt werden. Es gilt dann
A; | Axeplb, ...b,]. Dai > j, gilt auch A; < A; und somit A; | Axp[b; ... by].
Somit sind die Voraussetzungen fiir Lemma 1 erfiillt und es gilt tats“achlich %; <
A

O

4 Anwendungen elementarer Substrukturen

Im Folgenden sei S die Sprache, die ein 2-stelliges Relationssymbol € enthilt.

Definition 4.1. Sei ® € Card. Dann sei Hg = {x||TC(x) < ©}.

Bemerkung. Im folgenden sei Hg die S-Struktur . Ist © reguldir und iiberabzdhlbar, so
gilt (Hg,€) E ZFC™.

Bemerkung. Ist x C He mit |x| < ©, dann ist x € Hg.

Lemma 3. Seien ® und u tiberabzdihlbar, reguldre Kardinalzahlen, x unendliche Kar-
dinalzahl mit k < u < O. Des Weiteren sei X C Hg mit |X| < u. Fiir alle ¢ < « sei
Yg C Hg mit |Yf| < U

Dann gibt es eine elementare Kette (,),<., so dass < Myln < & >€ Mgy, X € M,,
Y: € Mgy und |M;| = u fiir alle ¢ < k. Auflerdem ist Mz = | J{M,n < €}

Beweis. Der Beweis dieses Lemmas erfolgt rekursiv:

Es gilt: max 8, |S|,|X| < g sowieuy < ® = pu € Hg = u < |Hg|. Wir wenden den
Satz von Lowenheim-Skolem an und erhalten eine Struktur 9ty < Hg mit X C i, und
|Mo| = p.

Im Nachfolgerschritt von & zu ¢ + 1 beachte man zunichst, dass M C Hg. Da <
Myln < é >C Hopund | < Mpln < & > | < 0, gilt < M,ln < é >€ Hg. Somit folgt
Mg U Y U{< Myln < € >} € Hg. Aucserdem gilt u < [M; U Y U{< Mylnp < & >}| <



|Mg| + |Yel + 1 = p. Also konnen wir den Satz von Lowenheim-Skolem anwenden und
erhalten ein M, < He mit M U Yy U {< Myln < & >} € Mgy und (M| = p

Ist & < k Limes, so ist | [ J{M|n < &} < u. Zu zeigen bleibt, dass die eine elementare
Substruktur von Hg ist. Es ist offensichlich, dass es sich bei obigem Limes um eine
Substruktur von Hg handelt. Sei nun ¢(x; ...x,] eine Formel mit (J{M,|n < &} E
@lm; ...m,]. Dann gibt es ein 7 < &, so dass m; ...m, € M,. Aus dem Satz liber den
Limer einer elementaren Kette wissen wir, dass I, < J{M,|n < &}, also insbesondere
UlMyln < & & olmy...m, & M, E ¢lm;...m,]. Da M, < He, gilt auch M,
olmy ...m,]1 © H/rhera E @lmy ... m,]. Die Behauptung ist somit gezeigt. O

Wir wollen folgendes Lemma beweisen:

Lemma 4. Sei A eine unendliche Menge, 1 ein Ideal iiber A, A < 2 reguliire Kardi-
nalzahl. Dann hat jede beziiglich <; aufsteigende Folge von Ordinalzahlfunktionen von
A eine exakte obere Schranke.

Sei F =< f,la < A > eine beziiglich <; aufsteigende Folge. Der Beweis dieses

Lemmas erfolgt mit Hilfe einer elementaren Substruktur von Hg, welche wie folgt
konstruiert wird:
Zunichst wihlen wir eine iiberabzéhlbare, regulire Kardinalzahl @, die grofl genug ist,
so dass {I} U {F} C Hg und |4] < 2" < ©. Definiere nun Ye :={f : |A] — M¢}. Nach
dem vorangegangenen Lemma existiert eine elementare Kette (M,), <4 mit < M,ln <
E>€ Mgy, 1 € My, F € My, IM,)| = 2IA|lund {f : |A] — Mg} € Mg,,. Wir bilden den
Limes dieser Kette und erhalten eine Struktur Wt < He mit I € M, F € M, |M| = 2'A|
und M'A| < M.



