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Sei A eine unendliche Menge und sei I ein Ideal auf A.
Definition 1 Fir Ordinalzahlfunktionen f und g auf A seien

f=rge{acA: f(a) #g(A)} el
f<rge{acA: fla)>gla)}el,
f<rgef{facA: fla)>gla)} el

Bemerkung 1 Die Relationen <; und <; sind partielle Ordnungen (von Aqui-
valenzklassen).

Wenn I das michstationdre Ideal auf einer reguldren tiberabzdihlbaren Kardinal-
zahl K ist, dann ist der Rang einer Ordinalzahlfunktion f auf k die (Galvin-
Hajnal-) Norm || f]|.

Definition 2 Sei S eine Menge von Ordinalzahlfunktionen auf A. Dann ist g
eine obere Schranke von S, wenn f <y g fir alle f € S. g ist kleinste obere
Schranke von S, wenn g obere Schranke ist und g <p h fiir alle oberen Schranken
h gilt.

Lemma 1 Sei x reguldre tberabzihlbare Kardinalzahl und Ing das Ideal der
nichtstationdiren Mengen. Dann gibt es Ordinalzahlfunktionen f,, n < k% auf
K, so dass gilt:

(i) fola) =0 fiir alle a < K
(i) fn+1(04) = fn(Oé) + 1 fiir alle a < K

(tii) fiir n Limesordinalzahl ist f, die kleinste obere Schranke von {fe : & < n}
m S[NS

Die Funktionen sind eindeutig bis auf =1, , und fir jede stationdre Menge S C k
ist || fylls = .

Beweis. Sei (£, : v < cf 1)) eine Folge mit Limes 7.

Falls cf n < & sei fy(a) = sup{fe, (o) : v < cf n}.

Falls cf n = & sei f,(a) = sup{fe, (a) : v < a} fiur jede Limesordinalzahl «,
genannt der diagonale Limes von fe¢, £ <.

O

Definition 3 Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge, A C P. Dann ist A
konfinal in (P, <), wenn fir alle p € P ein a € A existiert, so dass p < a.
Die Konfinalitit von (P, <) ist die minimale Grifie einer konfinalen Menge.
Die wahre Konfinalitét von (P, <) ist die kleinste Kardinalitat einer konfinalen
Kette, sofern sie existiert.



Sei wieder A eine unendliche Menge, I ein Ideal auf A und {7, : a € A} eine
Menge von Ordinalzahlen.

Definition 4 Ein Scale in [],. 4 V. ist eine <;-wachsende transfinite Folge
(fa : e < X) von Funktionen in [],c 4 Va, die konfinal sind in [[,c 4 va mit der
partiellen Ordnung <j.

Bemerkung 2 Wenn es in [[,c 4 Va €in A-Scale, ein Scale der Linge A, gibt
mit X regulire Kardinalzahl, dann hat es die wahre Konfinalitat \ und ist
A-gerichtet.

Definition 5 Sei (P, <) eine partiell geordnete Menge. Dann ist g eine exakte
obere Schranke der Teilmenge S, wenn S konfinal ist in der Menge {f € P :

f<g}

Theorem 1 (Shelah) Sei k eine starke Limeskardinalzahl mit Konfinalitit w.
FEs existiert eine wachsende Folge (A, : n < w) von reguliren Kardinalzahlen
mit Limes k, so dass die wahre Konfinalitit von [] An, modulo dem Ideal
der endlichen Mengen, gleich ist mit kT.

n<w

Beweis. Sei I das Ideal der endlichen Mengen. Wir konstruieren die A,’s und
ein xT-Scale in [, ., An in der partiellen Ordnung <;.

Zunéchst wihlen wir eine beliebige wachsende Folge (k, : n < w) von re-
guliren Kardinalzahlen mit Limes x. Da jede Teilmenge von [, _. sy der
Grofe  eine obere Schranke in (], ., fn,<r) besitzt, konnen wir induktiv
eine <j-wachsende xk-Folge F = (f¢ : £ < xT) von Funktionen in []
konstruieren.

n<w Kn

Lemma 2 FEs gibt eine Funktion g : w — k, die eine obere Schranke von F in
<1 und zusditzlich <p-minimal unter solchen oberen Schranken ist.

Beweis. Sei gg = (K, : 1 < w). Wir wollen eine maximal transfinite <;-fallende
Folge (g,), von oberen Schranken von F' konstruieren. Es geniigt dann zu zei-
gen, dass die Liange der Folge (g,), keine Limesordinalzahl ist, denn dann ist
die letzte Funktion <;-minimal.

Sei also ¥ eine Limesordinalzahl und sei (g, : v < 9) eine <;-fallende Folge von
oberen Schranken von F'. Wir wollen eine Funktion g finden, so dass g > f
fiir alle £ < k™ und g <j g, fiir alle v < 9.

Zuniichst zeigen wir die Behauptung |[J| < 2%°: Wir nehmen an, dass 9] >
(2%)* und withlen die Partition G : [J]? — w, wie folgt definiert (fiir o < 3):

G(w, B) = das kleinste n, so dass go(n) > gg(n)

Nach dem Satz von Erdos-Rado existiert eine unendliche Menge von Ordinal-
zahlen ap < ay < ..., so dass fiir manche n, go, (1) > g, () > ga, (n) > ..., also
Widerspruch.

Sei nun A = J,_, ran(g,) und sei S = A“. Mit |[J] < 2% folgt |S| < [9¥] <
2Mo-Ro — 980,
Fiir jedes g € S, so dass g keine obere Schranke von F'ist, sei §, so dass fe, €1 g.
Da | S| < 2%0, existiert ein < kT grofer als alle &y. Sei nun



g(n) = das kleinste v € A, so dass v > f,(n).

Die Funktion g ist eine obere Schranke von F': Angenommen nicht, also f¢, 1 g.
Es gilt aber fe, <; f,; <71 g, also Widerspruch. '

Zuletzt muss nur noch gezeigt werden, dass g < g, fiir alle v < . Wenn v < 9,
dann g, (n) > fy(n) fiir alle bis auf endlich viele n und da g, (n) € A gilt g, > g.

O

Weiter im Beweis des Theorems von Shelah. Sei g die Funktion gegeben
durch das vorherige Lemma. Wir behaupten, dass g eine exakte obere Schranke
von F ist: Angenommen nicht, dann sei f <; g mit f £ f¢ fiir alle {. Fir
jedes & < kT, sei A¢ die unendliche Menge aller n, fiir die f(n) > fe(n). Da
280 < i existiert eine unendliche Menge A, so dass fiir kT -viele £ f(n) > fe(n)
fiir alle n € A gilt. Es folgt, dass fj4 >1 fea fiir alle £ < xT und damit ist die
Funktion ¢’ = f|a U gjw—a) <1 g eine obere Schranke von F, aber g’ # g, also
Widerspruch.

Falls g schon eine wachsende Folge ist mit Limes « und jedes g(n) eine regulire
Kardinalzahl ist, setze A\, = g(n) und wir sind fertig. Im allgemeinen jedoch
sind alle bis auf endlich viele g(n) Limesordinalzahlen. O.B.d.A. seien alle g(n)
Limesordinalzahlen. Fiir jedes n sei Y, eine abgeschlossene unbeschréinkte Teil-
menge von ¢g(n), mit der Kardinalitit einer regulire Kardinalzahl ~,, ist. Es
muss gelten sup,, v, = &, da sonst |[], ¥,| < & und somit beschrankt ist durch
ein fe.

Also sei (A, 1 n < w) = (yk, : n < w) eine wachsende Teilfolge von (y,),.

Fiir jedes f € F, sei hy die Funktion definiert durch:

hy(n) = das kleinste a € Yy, , so dass a > f(knp).

und sei H = {hy : f € F}. Fiir jedes f € [],, Yy existiert dann ein h € H, so
dass f <j h. Also |H| = ™, da jede kleinere Menge von Funktionen beschrinkt
ist durch ein fe.

Also kénnen wir in H eine <;-wachsende transfinfite Folge (he : £ < xT) finden,
so dass es fiir jedes f € [], Y, ein & gibt mit f <; he. Ubertragen wir nun
[, Y. auf [T, A, erhalten wir eine Folge (he : £ < k™) mit den gewiinschten
Eigenschaften.
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