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Theorem 1 (Galvin-Hajnal [1975]). Sei X, eine singuldre, starke Limes-Kardinalzahl
mit iiberabzihlbarer Konfinalitit. Dann gilt 2% < X, fiir v = (2|a‘)+.

Lemma 2 (24.2). Angenommen es gilt N\' < N, fiir alle o < w;. Sei F eine fast
disjunkte Familie von Funktionen

FCHAa

a<wiy
sodass |Aq| < Ny, fir alle « < wy. Dann gilt |F| < X, fir v = (2Nl)+.
Zunichst fiihren wir folgende Relation zwischen Funktionen ¢ : w; — w; ein.

Definition 3. Sei S C wy. Es gilt
Y <s¢

genau dann, wenn die Menge
{aeS:v(a) = p(a)}

nicht-stationdr ist. Fiir S = w; schreiben wir kurz ¢ < ¢. Da die nicht-stationdren
Teilmengen von w; ein Ideal bilden, gilt fiir alle S,7T C w;

Y <sur p — Y <s e AP < .
Lemma 4. Ist S C wy stationdr so ist die Relation <g wohlfundiert.

Beweis. Wir behandeln zunichst den Fall S = w;. Angenommen es existiert eine
unendlich absteigende Folge von Funktionen

Yo > P11 > P2 > ...

Demnach ist fiir alle n € N die Menge

Ap ={a €wr i ppii(a) > pn(a)}

nicht-stationdr. Da das nicht-stationére Ideal auf w; dual zum closed-unbounded Filter
auf wy ist, ist fiir alle n € N die Menge

Bn =W — ATL
= {a € W1 Ppt (04) < ‘Pn(a)}

closed-unbounded. Da der closed-unbounded Filter o-vollstindig ist, ist auch der Schnitt
der B,, closed-unbounded und daher nichtleer. Somit existiert ein o € wy mit

wo(a) > p1(a) > @a(a) > ...

Dies ist aber ein Widerspruch zum Fundierungsaxiom.
Ist S # wy existiert immer noch ein solches «, da der Schnitt der stationdren Menge
S und der closed-unbounded Menge (., B, per Definition nichtleer ist. O



Definition 5. Ist S C w; stationér kdnnen wir per wohlfundierter Rekursion die Norm
von ¢ definieren durch

lells = sup {[[¢llg +1: 9 <s ¢} .

Fiir S = w; schreiben wir kurz [|¢||. Es ist ||¢||g = 0 genau dann, wenn ¢ <g-minimal
ist. Dies ist wiederum genau dann der Fall, wenn ¢ auf einer stationdren Teilmenge
von S verschwindet. Aus ¢ <g ¢ folgt ||7||¢ < ||¢ls-

Bemerkung 6. Ist S C wy stationdr und ¥ (a) < ¢(a) fiir alle o € S dann gilt ||| <
lells-
Beweis.
Vx i {aeS:x(a) Zd(@)} D{ae S :x(a) = p(a)}
= Vx:ix<s¢¥—x<s¢
— exte ¥ Cexteg @
— lls < llels -

O

Bemerkung 7. Sind S C T C w; stationdr dann gilt ||¢|, < [|¢|/s. Insbesondere gilt
lell < llells-

Beweis per wohlfundierter Induktion. Aus ¥ <r ¢ folgt ¥ <g ¢. Angenommen die
Aussage ist fiir alle ¥ <g ¢ wahr. Dann gilt

el = sup {[¢lly +1: 9 <r ¢}
<sup{[[Yllp +1:¢ <s ¢}
<sup {[[¢lls +1:¢ <s ¢}
= llells -

Lemma 8. Sind S,T C wy stationdr so gilt ||| g r = min{[|¢||g, lollr}-

Beweis. Die Abschitzung ||¢|| g r < min{|¢|g,|l¢lly} folgt aus der letzten Bemer-
kung. Sei ¢ ein kleinstes Element mit ||¢|| ¢, < min {||¢| g, |l¢|lr}- Dann gilt

lellsur = sup {I¥llsur +1: ¢ <sur ¢}
= sup {min {[|[¢)[|g, [¢[l7} +1: ¢ <sur ¢}
< min {[|¢l|g [lellr} -

Folglich existiert ein ©g <g ¢ und ein Y7 <7 ¢ mit

el sur <min{[lslls + 1, [[¢¥rlly + 13-



Wir definieren die Funktion

Ps(a) aeS\T
Ysur(a) = ¢ max {Yg(a),vr(a)} a€SNT.
Yr(a) acT\S

Per Definition gilt ¥s(a) < ¥sur(a) fir alle o € S. Aufgrund von Bemerkung 6 gilt
demnach |15l < ||tsur|s. Analog zeigt man |[¢r||, < |[¢surlp. Offenbar gilt

{a e S :¢Ysur(a) > pla)} C{ae S :yYs(a) > pla)}U{ae T Yr(a) > pla)}.

Die obige Menge ist als Teilmenge einer nicht-stationdren Menge ebenfalls nicht-
stationédr. Demnach gilt ¥sur <g ¢ und analog kénnen wir ¢gur <1 ¢ zeigen. Also
gilt Ysur <sur ¢ und es folgt

lllsur = sup {min {5 6llo} +1: % <sur o}
> min {|[¢Ysurllg, |[¥surllp} +1
> min {|[¢s|g + 1, Y7y + 1}
> [lellsur -

Bemerkung 9. Ist S stationir und X nicht-stationdr so gilt ||¢||g,x = [¢] -

Beweis. Wie man sich leicht iiberlegt gilt ¢ <sux ¢ «— ¥ <g ¢ oder anders aus-
gedriickt ext., , ¢ = ext< . Per wohlfundierter Induktion folgt sofort ||¢[l¢ x =

lllls-
Definition 10. Fiir jede Funktion ¢ : w; — wy sei I, das Ideal aller nicht-stationéren

Mengen auf w; nebst aller stationdren Mengen S C w; mit ||| < [|¢]|g. Das Kom-
plement von I, in P(w;) ist demnach die Menge aller stationéren Teilmengen S C wy

mit (o] = [[o]l -

Beweis. Per Definition ist wq nicht in I, enthalten. Lemma 8 und Bemerkung 9 stellen
sicher, dass I, abgeschlossen unter Vereinigungen ist. Bemerkung 7 garantiert, dass
jede Teilmenge eines Elementes von I, wieder in I, liegt. O

Lemma 11. Sei

S = {a < wy : p(a) ist Nachfolger-Ordinalzahl}
L ={a < w; : p(a)ist Limes-Ordinalzahl} .

Dann gilt
||| ist Limes-Ordinalzahl «— L ¢ I,

bzw.
llel| ist Nachfolger-Ordinalzahl «—— S ¢ I,.



Beweis. (i) Angenommen es gilt S ¢ I,. Folglich ist S stationdr und es gilt |¢| =

llollg- Sei nun ¢_(a) = p(a) — 1 fiir alle @ € S. Per Definition gilt p_ <g ¢
und demnach |l¢_|lg < [|¢|lg. Wir wollen zeigen, dass [[¢_|g +1 = ||¢[/g gilt.
Es geniigt zu zeigen, dass aus ¢ <g ¢ stets [|[¢[|g < |[¢—| ¢ folgt. Offensichtlich
gilt

{aeS:Yla) > pla) -1} D{ae S:¢Y(a) > ¢(a)}
und somit folgt aus ¢ <g p_ stets ¥ <g ¢. Daher konnen wir uns auf den Fall
¥ <g pund i £s ¢_ beschrinken. Demnach ist die Menge {a € S : ¢(a) > ¢(a)}
nicht-stationdr im Gegensatz zu

{a€S:(a) > pla) — 1} = fa € S: ¥(a) = pla) — 1}U{a € S : t(a) = p(a)}

X:=

Folglich ist die Menge {a € S : ¥(a) = p(a) — 1} stationéir. Wir definieren S’ =
{a €5 : ¢Y(a) < p(a) — 1}. Offensichtlich ist S’ stationdr und es gilt S = S'UX.
Unter Verwendung von Bemerkung 6,7 und 9 folgt

[¥lls < ¥l
< lle-lls
= lle-lls-

Angenommen es gilt L ¢ I,. Folglich ist L stationdr und es gilt ||¢| = [|¢]|-
Wir wollen zeigen, dass [|¢||, Limes-Ordinalzahl ist. Dies ist der Fall genau
dann, wenn fiir alle ¢ <p, ¢ ein ¢/ <, ¢ existiert mit ||¢|, < [[¢'[|,. Sei dazu
Py(a) = Y(a) + 1 fiir alle o« € L. Per Definition gilt ¢ <r ¢4 und demnach
¥l < |Y+|l,- Laut Voraussetzung ist die Menge {a € L : ¢(«) > ()} nicht-
stationdr und fiir alle o € L ist ¢(«) Limes-Ordinalzahl. Also gilt

{ael:yla) 2 p(a)} ={aeL:P(a)+1=p(a)}

und demnach ist ¥4 <, ¢.
O

Lemma 12 (8.16). Angenommen es gilt R\ < R, fiir alle « < w;. Sei F eine fast
disjunkte Familie von Funktionen

Fc [ Aa

a<wi

sodass die Menge

{a <wy: |Aa] <Ny}

stationdr ist. Dann gilt |F| <X, .



Lemma 13 (24.3). Angenommen es gilt XXt < R, fiir alle @ < wy. Sei ¢ : w1 — w1
und F' eine fast disjunkte Familie von Funktionen

FcHAa

a<wi

sodass |Aq| < Noyya) fiir alle « < wyi. Dann gilt |F| <Ry, 4q-

Um Lemma 2 aus Lemma 13 herzuleiten, sei ¢ mit [Aq| < Roqyq) fiir alle o < wy.
Ist ¥ die Linge der wohlfundierten Relation ¢ < v gilt zweifelslos [] < 2% und
demnach ¥ < (2N1)+. Dabher gilt w1 + ||| < (2N1)+ fiir alle . Hieraus folgt Lemma

2.

Beweis. Wir beweisen Lemma 13 per Induktion nach |||

(i)

(i)

(iii)

Es gilt ||¢|| = 0 genau dann, wenn ¢ auf einer stationdren Teilmenge von w;
verschwindet. Folglich ist die Menge {o < wy : [Ay]| < R4} stationédr und die Be-
hauptung folgt aus Lemma 12.

Sei ||¢| eine Limes-Ordinalzahl und ||¢|| > 0. Folglich ist die Menge aller o mit
() = 0 nicht-stationér. Demnach folgt unter Verwendung von Lemma 11, dass
die Menge

S ={a<w:p(a) >0 ist Limes-Ordinalzahl}

nicht in /,, liegt. Laut Voraussetzung gilt [Aq| < Ry yq) fiir alle a < wy. Folglich
diirfen wir annehmen, dass A, fiir alle o < w; eine Teilmenge von N, 44 ist.
Daher gilt f(a) < Royyq) fiir alle f € F. Ist f € F gegeben existiert fiir
jedes @ € S ein § < ¢(a) mit f(a) < watp und wir definieren ¥ (o) = 8. Fiir
a ¢ S sei Y(a) = p(a). Offensichtlich gilt ¢ <g ¢ und wegen S ¢ I, folgt
0] < |[Yllg < ll¢llg = ll¢ll- Demnach ist f € F,, wobei

Fy = {f €EF: fla) < Wata) fiir alle a}.

Da jedes f € F in solch einem F); enthalten ist gilt

F=UJ{F 19l < lell}-

Laut Induktionsvoraussetzung gilt |Fy| < Ry, 4jp < Noy 4y fiir alle [¢]] <
l¢ll- Da die Anzahl der Funktionen 1 : w; — wq gerade 2% ist und 2% < R,
gilt erhalten wir ‘F‘ < NUJIJ’,”LPH.

Sei ||¢|| = v + 1 ein Nachfolger-Ordinalzahl und
So = {a < w; : p(a) ist Nachfolger-Ordinalzahl} .

Laut Lemma 11 gilt Sy ¢ I,. Wieder diirfen wir annehmen, dass A, fiir alle
a < wp eine Teilmenge von R, ) ist. Daher gilt f(a) < R,yy4q) fiir alle
f € F. Wir zeigen zunéchst, dass fiir alle f € F' die Menge

Fy={geF:35C Sy, S¢I, (YacS8) gla)< fla)



die Kardinalitdt 8, 1 besitzt. Fiir S C Sp und S ¢ I, definieren wir die Menge

Frs={g€F:(VaeS)g(a) < f(a)}.

Sei nun ¢ : w; — wy definiert durch ¥ (a) = p(a) —1 fiir alle & € S und Y(o) =
@(or) sonst. Wegen S & I, gilt ||| < [[v]lg < |l¢llg = [l¢l| = v+1. Wie im Beweis
von Lemma 11 folgt [|1)| ¢ + 1 = ||¢|| g und daher gilt |[¢| <~. Nun gilt F g C
Ha<w1 B, mit |B,| < Notya) fiir alle a < wy. Laut Induktionsvoraussetzung
gilt demnach |Fyg| < R, 4,. Da die Anzahl der Teilmengen von Sy kleiner als
2% st und 2% < N, gilt erhalten wir [Fy| < 2% - R, 1, = Ry, 4. Um den
Beweis zu vollenden konstruieren wir eine Folge

(fe : £ <)

sodass ¥ < N, y+1 und

F=J{F ¢ <9}

Zu gegebenen f,,v < ¢ sei fe € F (falls es existiert) derartig, dass fe ¢ Fy, fiir
alle v < €. Demnach gilt:

V<& fe & Fy,
S W3S SCSASET, ANVa(ae S — fe(a) < fulw))
S W <EVS:SZ Sy vSel,VIa(ae SA fe(a) > fu(a)).

Daher ist die Menge {o € Sp : fe(a) < f,(a)} ein Element von I,,. Folglich ist die
Menge {a € Sy : fe(a) > fu(a)} kein Element von I, da andernfalls entgegen
der Voraussetzung Sy in I, liegen wiirde. Also gilt f, € Fy, fiir alle v < &.
Nun ist |Ff§‘ <Ry, 4y und Fy, D {f, 1 v <} Somit ist § < R, 1411, falls fe
existiert. Daher hat unsere Folge die Linge ¥ < R, 1441. Also gilt

F=|J{F:¢<0}

und somit [F| <Ny, 4qq1.



