Messbare Kardinalzahlen und GCH

1 Ultrapotenzen und elementare Einbettungen

Sei stets k Kardinalzahl und U ein Ultrafilter auf .

Definition 1.1. Fir f, g: kK — V wird definiert:
f="ge{ven| f(z) = glx)}eU
ferge{rer]| fz)eglx)} eU
[fl:=={g9 | f="gAVh (h="f — rank g <rank h)}
Weiter sei Ult = Ulty (V') die Klasse aller [f] mit f 1k — V.

Erinnerung 1.2. Se: C eine Klasse, C # (). Wihle ein y € C von minimalem Rang c.
Dann gilt:

P#C:={zxeC|rankz=a}={recC|VzeCrank z <rank 2} C Vo1 = C eV

Proposition 1.3. Es sind (V,€) und (Ult, €*) elementar dquivalent, d.h. fir o Satz gilt
o« (Ult E o). Sei ¢y : kK — V die konstante Funktion: Vo < k (cq(x) := a). Durch
Va € V (ju(a) := [cq]) wird eine elementare Einbettung jy : V' — Ult definiert, d.h. fir
jede Formel p(ay, ..., an) gilt v(ay,...,an) < [Ult E o(ju(ar), ..., ju(an))].

Beweis. Lo$ liefert fir o Satz: (Ult Eo) e {rz<k|o}ecU{r<k|o}=r<Eo.
Weiter ergibt sich: (Ult = ¢lju(a)]) © {z < k| plea(x)]} €U & {z < k| plal} =k &
plal. O

Lemma 1.4. Falls U o-vollstindig, so ist (Ult,€*) stark fundiert.

Beweis. (1) Fir f € Ult gilt stets ext(f) ={[g] : g €* f} € V.
Wahle namlich g €* f beliebig und definiere A : kK — V durch:

= { g6 Bt <1
Dann ist h =* g nach Defintion, also [h] € ext(f). Weiter ergibt sich:
vank = rank {(z,h(r)) |« < 5} = sup {rank {{z}, {z, h(x)}} +1)
< sup {rank {{z},{z, f(2)}} + 1} =rank {(z, f(2)) | * < K} = rank f
= 3[h] € ext(f) (vank h < rank f) (%)

Sei nun rank f =: «. Definiere N := Vo1 N{g: kK — V | g € f} € V. Sei weiter
F:N —V; g [g]. Wegen (x) ist dann F': N — ext(f) surjektiv, also ext(f) = F(N)
und ext(f) € V wie gewiinscht.



(2) Jede nichtleere Menge X C Ult besitzt ein €*-minimales Element, d.h. es existiert
keine unendliche Folge:

fO 9*f1 % ... fk % ...

Angenommen doch. Sei dann Vn < w (X, := {x < k| fu(z) € fu_1(x)}). Es ist Vn <
w (X, € U) und damit (), ., X,, € U. Wahle ein z € [, X,. Dann gilt:

fo(x)s filz) 22 fr(x)>---

Dies ist ein Widerspruch, denn { f,(z) | n < w} € V beséBle kein €-minimales Element. [

nw

Korollar 1.5. Das Kollabierungstheorem von Mostowski liefert: Fiir U o-vollstindig exi-
stiert eine transitive Klasse M und ein Isomorphismus m : Ult — M mit f €* g &

m([f]) € =(lg))-

Wir identifizieren ab jetzt Ult = M und erhalten die elementare Einbettung j = jy : V —
M.

Proposition 1.6. FEs gelten folgende Eigenschaften von j:V — M:
(1) J(XNY) =34(X)ni(Y); J(UX) =Ui(X); j(0) = 0; j({X}) = {5(X)}
(2) @ €O0rd — j(a) € Ord; a < B — j(a) < j(B), also Ya € Ord (a < j(a))
(3) Va € Ord: j(a+1) =jaU{a})=j(a)Uji{a}) =j(a) U {j(@)}=j(a)+1
(4) Sei U k-vollstindig. Fir alle A < K gilt dann: j(A) = A.
Beweis.  (4) Wir nutzen vollsténdige Induktion iiber .
Induktionsanfang: j(() = (.

Induktionsschritt: Sei A < k, sodass fiir alle < A gilt: j(p) = p. Wir miissen zeigen,
dass auch j(\) = X\ erfiillt ist. Die Ungleichung A < j(\) ist klar. Umgekehrt gilt:

] < O] = {o <k | f@) <A eUDTp< A ({2 <k fl@) = p} €U)

=3 <A (fI=le=n) — [f1<A
Der letzte Schritt ergibt sich nach Induktionsannahme; () folgt aus:

V<A ({z<r|fl@)=p}¢U)— | J{z <r|f(z)=p} ¢ U (rVollstandigkeit)
P

—{r <k flz) <A} U
O

Korollar 1.7. M ist ein inneres Modell von V', d.h. M ist eine transitive Klasse, welche
ZF erfillt und alle Ordinalzahlen enthdlt.

Proposition 1.8. Die folgenden Formeln sind absolut, d.h. p(x1, ..., z,) < oM (z1, ... 2,):
(1) X ={u,v}; X =0; X CY; X ist transitiv; X ist Ordinalzahl; X ist Limesordinal-
zahl

(2) Z=XxY;Z=dom X; Z=ran X
(3) f ist Relation / Funktion; Y = f(X)
Weiter gilt:
4) PMX)=PX)NM; V¥ =VonM; XM <YM = |X|<|Y]|
(5) X ist (Limes-)Kardinalzahl = X ist (Limes-)Kardinalzahl in M

6) |a| < |aM; o ist regulir / schwach unerreichbar = o ist reguldr / schwach uner-
reichbar in M



2 Innere Modelle und messbare Kardinalzahlen

Definition 2.1. FEine Kardinalzahl k heifst messbar, falls k 1tiberabzdhlbar ist und ein
k-vollstindiger, nichtprinzipaler Ultrafilter auf x existiert.

Fiir k messbar heifst D C P(k) normales Ma8 auf k, falls D ein k-vollstindiger, nicht-
prinzipaler Ultrafilter ist, welcher zusdtzlich abgeschlossen ist unter Diagonalschnitt:

(Vi <k X; € D) = DiexX; € D mit Ao Xi = {A < r | Xe [ Xi}
<A

Satz 2.2. Jede messbare Kardinalzahl ist stark unerreichbar.

Beuweis. e _x messbar — k regulir“: Sei K = UZ-<V X; mit v < k und Vi < v (X; < K).
Dann sind alle X; Vereinigung von < k Atomen, also Vi < v (X; € U) und k ¢ U
nach k-Vollstédndigkeit, ein Widerspruch.

e _x messbar — k starker Limes“: Angenommen du < &k (2>‘ > k). Dann existiert
S C{f: X — {0;1}} mit |S| = k. Sei U ein k-vollsténdiger, nichtprinzipaler
Ultrafilter auf x. Fiir jedes @ < k sei X, := {f € S| f(a) = €4} mit €4 € {0;1},
sodass X, € U. Dann ist X := (), Xa € U; jedoch |X| < 1, denn fiir f € X,
a < A muss gelten: f(a) = €,.

a<A
]

Lemma 2.3. FEin k-vollstindiger Ultrafilter U auf k ist genau dann normal, wenn gilt:
Jede regressive Funktion auf einem S € U ist auf einem T € U, T C S konstant.

Beweis. ,,=“: Sei U normal, f regressiv auf einem S € U. Angenommen, fiir alle v < &
ist {a < k| f(a) =~} ¢ U. Hieraus folgt:

Vy <k (Cy:={a<k]|fla)#7}) eU=A.C,eU
Fir o € A,<.C, ist jedoch f(a) # v fiir alle v < a, im Widerspruch zu f regressiv.

»<=“: Angenommen, jede regressive Funktion auf einem S € U ist fast iiberall konstant,
U jedoch nicht normal. Wihle fiir i < K Mengen X; € U mit A;,X; € U. Dann
ist So := kK — Aj«xX; € U. Fiir jedes o € Sy wihle { < o mit o ¢ X¢ und setze
f(a) := & (benutze das Auswahlaxiom). Sei S C Sy in U mit f konstant auf S. Dann
gilt:

Jy<kVaeS (fla)=7)=Iy<kVaeS (a¢gX,)=Iy<rSNX,=10

Dies ist ein Widerspruch zu S € U, X, € U.
O

Satz 2.4. Seik messbar und U ein nichiprinzipaler k-vollstindiger Ultrafilter auf k mit der
elementaren Einbettung j : V — Ult. Dann gilt k < j(k). Insbesondere ist j nichttrivial.

Beweis. Sei d : kK — k die Diagonalfunktion auf x mit Yo < k (d(«) = «). Dann ist d(«)
Ordinalzahl fiir alle a < &, also gilt [d] Ordinalzahl in Ult. Fiir v < x hat die Teilmenge
(v+ 1) C k als Vereinigung von < x Atomen Maf 0. So ist d(«) > « fiir fast alle a < &,
also [d] > ~. Hieraus folgt [d] > k. Jedoch ist offenbar [d] < j(k) und zusammen ergibt
sich k < j(k). O

Anmerkung 2.5. Man kann umgekehrt zeigen: Falls eine nichttriviale elementare Ein-
bettung j : V. — M existiert, so gibt es eine messbare Kardinalzahl; denn fir k minimal
beziiglich j(k) > k ist D :={X C k| k € j(X)} ein normales Map.

Insbesondere gibt es fiir k messbar stets ein normales Maf§ auf k.



Lemma 2.6. Sei D ein nichtprinzipaler k-vollstindiger Ultrafilter auf x. Sei d die Dia-
gonalfunktion auf k. Dann sind dquivalent:

(i) D ist normal.
(ii) In der Ultrapotenz Ultp(V') ist k = [d].
(iii) Fiir X C k ist X € D dquivalent zu K € jp(X).

Beweis. (i) = (ii)“: [f] € [d] = f ist auf einem S € D regressiv 2 3revu dy <
k(aeT — fla) =) = [f] = jp(y) = v = [f] € k. Umgekehrt gilt: v < k =
v =jp(y) = [¢,] € [d]. Zusammen ergibt sich xk = [d].

(i) = (iii)“: Sel k = [d]. Fir X C k gilt dann: X € D & {a <k | d(a) € X} € D &
[d] € jp(X) < & € jp(X).

,(iil) = (1)“: Nach Voraussetzung ist D = {X C k| k € jp(X)} ein MaB. Lemma 2.3 soll
angewendet werden. Betrachte dazu f regressiv auf einem X € D, d.h. Vz € X(f(z) < x),
woraus sich Vz € jp(X) (jpf(x) < x) ergibt. Wegen X € D ist k € jp(X), also v :=
Jpf(k) < k. Sei nun A := {z < k| f(z) = ~}. Dann gilt:

jn(A) ={x <jp(k) | jpf(x) = jp(v)} ={z <jp(x) | jpf(x) =~}
=krejp(A)=AeD.

Damit ist f fast iiberall konstant. O
Lemma 2.7. Sei j : V — Ult eine elementare Finbettung und x minimal beziiglich k <
j(k). Dann ist PM (k) = P(k).
Beweis. e Vz €V, (rank j(z) < rank x).

Denn: o o

rank @ = o < @ € Voy1 \ Va < J(2) € Vo) \ Vi
o jlz) e VM A\ VMda a,a + 1 < K]
Hieraus folgt j(z) € Vay1, also rank j(z) < a.

o Vz eV, (z=jz)).

Angenommen, x € V, mit j(x) # x und rank x sei diesbeziiglich minimal. Aus
y € j(x) folgt dann rank y < rank j(x) < rank z, also y = j(y) € j(z) und damit
y € x. Umgekehrt liefert y € x, dass y = j(y) € j(x) gelten muss. Zusammen ergibt
sich: x = j(z).

o Vx C V. (j(z)NV, =x)
»2% Wegen z C V,, folgt aus y € =, dass y = j(y) € j(x) gilt, sowie y € V.
ZChryej@) NV —y=jy) €j(x) ~y e

M
o Vip1 = V/{—I—l‘

Wegen VH]\J{I = Vi1 N M ist zu zeigen: x € Vi1 — x € M. Fiir jedes x € Vj1q ist
x C Vg, also x =V, Nj(x). Wegen j(x) € M geniigt es, zu zeigen: V,, € M. Da &
Limes, ist Vi = U,<p Va- Fiir a < xist V,, € Vg1 C Vi, also j(V,) = V, und damit
V4 € M. Nach den Axiomen Vereinigung und Ersetzung bedeutet das: V, € M.

Zusammen ergibt sich fiir jede Teilmenge s von x: Wegen s C Vj; ist s € V,; 11, also s € M.
Damit ist P (k) = P(k). O



Lemma 2.8. Sei U ein nichtprinzipaler, k-vollstindiger Ultrafilter auf k, M = Ulty (V)
und j die kanonische elementare Einbettung.

(i)
(i)
(iif) 2
(iv)

(v)

M* C M, d.h. jede Folge {(a; | i < k) von Elementen aus M ist selbst in M enthalten.
UégM
< @)Y < (k) < (29)*

Ist X Limes mit cf X = K, so gilt j(A) > limg<yj(); fiir cf X # Kk ist j(A) =
limy <y j ().

Ist A > Kk starker Limes mit cf X\ # K, so gilt j(\) = \.

Beweis. (i) Sei (a; | ¢ < k) solch eine Folge mit [g;] := a; € M fiir i < k. Sei kK = [h].

Wir konstruieren F' mit [F] = (a; | i < k). Sei F(a) = (gi() | © < h(a)) fiir
a < K. So ist fir a < k stets F(a) eine Funktion mit dom F(«) = h(a), d.h.
[F] ist eine Funktion mit dom [F] = [h], also eine k-Folge. Sei nun A < k. Wegen
JA) = XA < Kk = [h] gilt fiir fast alle a < k: A < h(a). Fiir fast alle a < £ ist damit
(F(a))(ex(@) = (F(a))(\) = gr(a), dh. [FI(A) = [F] ([cx]) = [g]; das Mte Glied
von [F] ist genau ay, wie gewiinscht.

Angenommen, U € M. Mit Hilfe von (i) rechnet man nach, dass " € M. Fiir jedes

fertist[fl={g er”|[{a<nr]|fle)=ygl@)} el NVh({a <k|fla)=
h(a)} € U — rank h > rank g)} € M nach Aussonderung. Somit:

Vier" (fIfN)eM)=F:=|J{(fIf)}eM

ferr

Wegen im F = {[f] | f € "} = j(k) ist F : k¥ — j(k) eine surjektive Funktion in
M. So ist |&*|M > |j(k)|M. Wir zeigen nun, dass j(k) starker Limes ist in M; dies
liefert den gewiinschten Widerspruch. Da x messbar, ist x starker Limes:

VA< k (20 < k)= VA< (k) (2 <j(k)M
So ist j(k) starker Limes in M.

= [P(k)] = |PM (k)| < |PM()|M = (2F)M. (Es wurde Lemma 2.7 angewendet.)
Weiter gilt (2°)M < j(k), da x < j(x) und j(k) unerreichbar in M. Schlieflich ist
J(m) < (25)* wegen [j(x)] < n* = 2%,

Sei A Limes mit cf A = k, A = limy<y A\o. Die Ungleichung j(A) > lima<, j(Aa) ist
klar, denn Voo < k (j(A\) > j(Aa)). Fiir die andere Richtung betrachte f : kK — V mit
fla) = A fiir alle a < k. Fiir jedes § < k ist f(a) > Ag fiir fast alle o < &, also
[f] > 7(Ag). Jedoch ist [f] < j(A). Aus j(A) = limack j(Aa) wiirde nun folgen:

[f] < lim §0) =36 < ([f] < j(A)

Dies ist ein Widerspruch.

Sei jetzt v = cf A # K, A = limg<y Ao. Wieder ist die Ungleichung j(\) > lima<y j(Aa)
klar.

1. Fall: v =cf A > k.
Sei [f] < j(A), d.h. f: k — A. Dann ist im f in X beschrinkt. Das heifit:

v <A (f(z) <vfiralle z < k) = [f] <j(v)



Wiéhle § < v mit v € Ag. Dann ist [f] < j(Ag) und es folgt j(A) < limyey j(Aa).

2. Fall: y =cf A < k.

Sei [f] < j(X). Zu zeigen: [f] < j(Ag) fiir ein 5 < . Aus j(Ag) < [f] fiir alle 5 <
wiirde folgen:

VB < (Xp={fa<n| < f(@})el)= (| XU
B<y

Dabei ist (5., Xg = {

a< k| < fla)firalle < v} ={a<k]| X< fla)}
Hieraus ergibt sich j(\) < [f],

ein Widerspruch.

(v) Fir alle v < A gilt: [j(a)] < a < A (da A starker Limes) = j(\) = limy<) j(a) <
A=) =\

U

3 Messbare Kardinalzahlen und Kardinalzahlarithmetik

Lemma 3.1. Sei x messbar. Falls 25 > k', so hat {a < k | 2* > o™} Maf 1 fiir jedes
normale Maf auf k. Insbesondere gilt: Ist 2% = o fiir alle o < K, so folgt 2% = k™.

Beweis. Sei D ein normales Mafl auf x [verwende 2.5], M = Ultp(V). Sei {a < k| 2% =
a™} € U. Nach Lemma 2.6 folgt hieraus « € j({a < k | a™ = 2°}) = {a < j(k) |
()M = (29)M}. Somit

M (28 = k")
Wegen PM(k) = P(k) gilt: kT < 28 < (289)M = (kT)M. Umgekehrt ist (v7)M < s+
gesichert, da k™ in M ebenfalls Kardinalzahl ist und offenbar gréfier als k. Zusammen
heiBt das: (k)M = k. Wegen (2% = k7)™ muss damit auch 2% = k¥ gelten. O

Lemma 3.2. Sei k messbar, D ein normales Mafl auf k und j : V. — M die elementare
Einbettung. Ist X > Kk starker Limes mit cf X = k, so gilt 2* < j(\).

Beweis. Wir wollen zeigen:

®)
M50

2)\ (2 A" (i) ()\n)M < ()\](K))
(1) 2* = X°f A da X starker Limes.
(2) Nach Lemma 2.8 (i) ist jede Funktion f:x — X in M enthalten.

(3) Es gilt A < j(A) nach Lemma 2.8 (iv): Wegen cf A = k ist j(A) > limg<y j(a) >
limy,<) a =\ Aus M E (j()\) starker Limes) und j(x) < j(A) folgt so die Unglei-
chung.

O]



