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In diesem Vortrag wird fiir jede iiberabzihlbare Kardinalzahl A bewiesen, dass 2* = \*
impliziert {,+. Damit sind fiir solche 2* = A* und <,+ #quivalent. Dies ist das wichtigste
Resultat aus Shelah’s 922. Artikel. Diese Darstellung orientiert sich mafigeblich an dem
Vortrag von Assaf Rinot auf dem Young Set Theory Workshop unter dem Titel ,, Diamond

on successor cardinals®. Seine Présentation basiert auf einem Vortrag von Péter Komjath.

ERINNERUNG. Sei k eine Kardinalzahl und S C k stationdr in x. Dann ist g erfiillt

genau dann, wenn es eine Folge (S5 | 6 € S') von Mengen S5 C § gibt, so dass fiir jedes
X C A" die Menge {0 € S| XN = Ss } stationdr in AT ist.

Offenbar folgt aus (g auch g fir jedes S" O S.

Ebenfalls leicht nachzuvollzichen ist: {y+ impliziert 2* = A ™.
Sei dazu Y C A beliebig. Dann ist {0 < AT | S5 = Y N §} stationdr und damit unbe-
schrinkt in AT, womit ein 6* > A mit S;« = Y N§* = Y existiert. Es gibt also hochstens

AT viele Teilmengen von .

THEOREM (Shelah). Sei A eine Kardinalzahl mit 2* = A*. Dann ist (g fiir jedes stationére
S C{d< AT | cf(d) # cf(N) } erfiillt.

Beweis. Seien A und S wie oben. Dann ist die Behauptung fiir abzédhlbares A trivialerweise
erfiillt. Sei also im Folgenden A {iberabzéhlbar. Ohne Einschriankung ist S N A = @ und
S enthélt nur Limesordinalzahlen.

Setze  := cf()\). Fiir jedes § € S sei { A | i < k } eine aufsteigende Kette von Elementen
aus [0]<* mit § = |,

Abbildung f : A — § sowie eine konfinale Folge (v, | @ < k) in A betrachtet und

A?. Diese erhiilt man beispielsweise, indem man eine surjektive

A? == U, flva] setzt. AuBerdem konnen wir fiir alle § € S ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass sup(A$) = 4.
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Bezeichne fiir X C I x Y und ¢ € I die Projektion {y € Y | (i,y) € X } auf die i-te
Komponente mit (X);.

LEMMA 1. Sei { X5 | 3 < AT} eine Aufzihlung von [k x (A x AT)]=*. Dann gibt es ein
i < K, so dass fiir alle Z C X\ x AT die Menge

Siz ={des | sup{ozEAf|EIﬁGAf(Zﬂ(/\Xa):(Xg)i)}:5 }
stationér in AT ist.

Beweis. Angenommen nicht, so wihle fiir jedes i < k ein Z; € A X A" und eine club
Menge D; C At mit S; z,N D; = @. Betrachte

FiXT = X, a e min{ B <A | U, () x (Z0(Axa)) = Xs}

Esist D:={d0e,..Di| Va<d(f(a) <d)} eine club Menge. Wire dem nicht so,

erhielten wir fiir die wohldefinierte und regressive Abbildung

1<K

h:(NicaDi)\D — A, 6 — min{a <] f(a) >0}

auf einer stationdren Menge nach dem Satz von Fodor eine stationdre — insbesondere
unbeschrénkte — Menge T' C ((),.,, D;) \ D und ein v < A%, so dass fiir alle 0 € T gilt
h(d) = v. Aber dann wére f(v) > AT, was nicht mdoglich ist.

Offenbar ist fiir jedes § € DN S

A)={aeA)|IB<Vj<r (Z;N(Axa)=(Xs);)}
Sei nun 6 € D NS fest gewdhlt. Setze fiir alle ¢ < K
Bli={acA)|IpcAVi<r (Z;n(Axa)=(Xp);)}

Da A} = U, B?, sup(A}) = 8, cf(d) # x und die B; aufsteigend sind, existiert ein i < x
mit sup(B?) = §. Insbesondere sup{ o € A2 | 33 € A2 (Z;N (A x a) = (Xp);) } =9,
also 0 € S; z,. Widerspruch, da ¢ € D;. O

KOROLLAR 2. Es existieren eine Aufzihlung { X5 | 3 < AT} von [A x AT]=* und eine
Folge (A’ | § € S) in [6]<*, so dass fiir alle Z C A x A die Menge

Sy={0d€eS | supfacA’ | IBcA(Zn(Axa)=X)}=0 }
stationdr in AT ist.
Beweis. Wiihle ein i < k wie in Lemma 1 und setze Xj := (Xj3); und A% := A?. O

Wiihle entsprechend (A° | § € S) und { X5 | 3 < At } mit dieser Eigenschaft.
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Definiere rekursiv eine Folge (Ye | £ < A) von Teilmengen von A™ und eine C-absteigende
Folge ( E¢ | £ < A) von club Mengen in A*.

Setze Yy = Fyg = AT
Seien fiir v < A Folgen (Y | € <) und (E¢ | £ < ) bereits definiert, so
definiere fiir alle 6 € S

VO = {(a,B) € A x AT | W€ < (Yena = (Xp)e) }.

Offenbar ist unabhéngig von der Wahl von Y, immer VW‘S ) Vf ', erfiillt.
Wenn es ein Y, € A" und eine club Menge E, C ﬂ£ -, L gibt, so dass fiir
jedes 0 € B, NS gilt

sup{ a < ¢ | Elﬁ<5((oz,ﬁ)€\/j)}:§ impliziert Vj;téVjH

so setze die Rekursion fort.

BEHAUPTUNG 3. Die Rekursion terminiert fiir ein v* < A.

Beweis. Angenommen nicht, so seien (Ye | £ < \) und ( E¢ | £ < A) das Ergebnis. Setze

E =Ny Beund Z == {J,_, {&} x Yz
Fiir jedes 0 € EN Sz und alle v < A ist nach Definition von Vj, Z und Sy

sup{a<5]§|ﬁ<5((a,6)evj)}
= sup{ozEA6|35€A5V§</\<Yéﬂa:(Xﬁ)§)}
= sup{ac A’ | IBe A (ZNn(Axa)=Xg)} = &

Fiir jedes fest gewdhlte 6 € ENS; C ENS gilt Vf - VfH

ist (V2 | 7 < \) eine echt absteigende Folge von Teilmengen von A° x A’ aber dies
widerspricht | A% | < . O

fiir alle v < A. Dann

Sei also v* < X die Stelle, an der die Rekursion terminiert sowie (Ye | £ < 4*) und
(Ee | £ <) die entstandenen Folgen. Definiere E':= (.. E¢ und fiir jedes § € SN E

S5 = U{(Xp)ye | (e, ) € V2 }.

BEHAUPTUNG 4. Esist (S5 | 6 € ENS ) eine {png-Folge.

Beweis. Angenommen nicht, so existieren ein Y € A" und eine club Menge C' C E, so
dass Ss # YN fiir alle § € C' N S. Zeige, dass die Rekursion hétte fortgesetzt werden
konnen.
Setze dazu Y« :== Y, B = C und Z = . {{} X Y¢. Angenommen, es gibt ein
0 € E,» NS mit
sup{av <6 | AB <6 ((a,B) €VE)} =0
3



und Vf* = Vf* +1- Dann erhalten wir den Widerspruch

vns = U{Yna | (@B eVi,} = U{(Xa)
— U{(Xp) | (@B eVE} = S

Also ist fiir alle § € E,- NS mit sup{ow <8 | 33 <6 ((a, ) € VL) } = & wie gewiinscht
Vf* # Vf* +1- Ein Widerspruch, denn die Rekursion hétte fortgesetzt werden kénnen. [J

(aa ﬁ) S V'Y(S*Jrl }

Insgesamt erhalten wir durch triviale Wahl fir § € S\ (E N S) eine {g-Folge. U

Dass im obigen Theorem die Einschrankung auf stationire Mengen, deren Schnitt mit der
Menge {6 < AT | cf(0) # cf(\) } stationér ist, sowohl fiir reguléres als auch singuldres A

notwendig ist, belegen die folgenden beiden Resultate:

THEOREM (Shelah). Es ist 2% = 2% = N, konsistent mit dem Versagen von g fiir
S={0<wy| cf(6) =N }.

THEOREM (Magidor). Folgendes ist konsistent: Ausgehend von GCH und der Existenz
einer messbaren Kardinalzahl A, gilt in der Prikry-Erweiterung GCH und A" ist dort

der Nachfolger einer singuldren Kardinalzahl mit Konfinalitdt w. Weiterhin ist {g fiir
S ={d< k| cf(d) =Ny} nicht erfiillt.



