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1 Symmetrische Modelle

Im folgenden sei M ein Grundmodell und (P, <p,1p) p.o. set.

Lemma 1.1 (Symmetrie Lemma). Sei m ein Automorphismus auf P. Dann gibt es ein @ : MT — M
mit:

1. 7: MY« MF

2. (Vi € MP) rg(d) = rg(7(2))

3. (VG C P M-generisch) w|G] M -generisch

4. (Vi € MP) 7(3)™IC¢] = 3¢

5. M[G] = M[x[G]]

6. Fir alle alle €-Formeln ¢(vo, ..., vn_1) und o, ..., 2n_1 € MF gilt:

(Vpe P)plko(do,...,<n-1) < w(p) Ik (Tio,... , TEn_1)
Sei im folgenden G eine Gruppe von Automorphismen auf (P, <;, 1,).
Definition 1.2. Sei # € M*. Dann ist:
symg(#) = {m € G | n(é) = &}
Bemerkung 1.3. Sei 7 ein Automorphismus auf (P, <p,1p) und # € M, dann gilt:
symg(md) = 7 - symg(d) - "

Definition 1.4. Sei G eine Gruppe. Dann heifit eine Menge F von Untergruppen von G Filter gdw. Fiir
alle H, K € F gilt:

GeF (1.4.1)
HeFANHCK—-KeF (1.4.2)
HeFANKeF—-HNKeF (1.4.3)
T€GANHEF —»nHr '€ F (1.4.4)



Definition 1.5. Sei F ein Filter auf G. Sei & € M. & heiit symmetrisch gdw. symg (i) € F.
Die Klasse HS der erblich symmetrischen Namen (hereditarily symmetric names) ist durch Induktion
iiber den Rang von & definiert:

dom(&) C HS A & ist symmetrisch — & € HS
Bemerkung 1.6.
1. (Vx € M)z € HS

2. Sei i € MF ein symmetrischer Name und sei m € G, dann ist 7(4) symmetrisch. Damit ist (%) € HS
gdw. & € HS und 7 € G gilt.

Definition 1.7 (Symmetrisches Submodel). Sei M ein Grundmodel, (P, <p,1p) € M ein p.o. set, G eine
Gruppe von Automorphismen von (P, <p,1p) und F ein Filter auf G. Weiter sei G ein M-generischer
Filter. Dann ist ein symmetrisches Submodel Ng von M[G] durch:

Ng = {i%|i € HS}
definiert.
Lemma 1.8. M C Ng C M[G]
Lemma 1.9. Es gilt Trans(Ng).

2 Forcing
Definition 2.1. Fiir eine €-Formel ¢(vy,...,v,—1) und o, ..., Z,—1 € HS gilt:

plFus @(2o, ..., dn_1) gdw. (VG C P M- generisch) p € G — Ng | p(2§,...,25 )

»Yn—1

Nun kann man wie fiir |- verfahren. Die meisten Eigenschaften iibetragen sich auf diesen Fall (und
werden im Folgenden auch verwendet). Lediglich im “Quantorenfall” bedarf es einer Anpassung:

Lemma 2.2. Sei o(vg,...,v,—1) eine €-Formel. Weiter seien &1,...,%,—1 € HS, dann gilt:
p “_HS V’Uo(p(’l)o, .’1?.%"1 e 7.’i‘n,1) gdw. (V.’ITO (S HS)p “_HS (,0(.’1',‘0, il e ,i‘nfl)

Damit ist die Menge:
{(p7 j;.()? ... 7"1':7’7,71) |p H_HS @(i'07 L 7:'.67’1,71)}

fiir alle €-Formeln ¢(vp, ..., v,—1) in M definierbar.
Lemma 2.3. Sei o(vg,...,v,—1) eine €-Formel. Weiter seien &1, ...,4n,—1 € HS und es gebe ein G M-
generisch mit: Ng |= Vv, ¢(vo, 2§, ...,25 ), dann gibt es ein p € G mit p lFus Yv, ©(vo, @1, - -+, Tn_1)-

Damit ldsst sich ein symmetrisches Forcingtheorem beweisen:

Satz 2.4 (Symmetrisches Forcing Theorem). Fiir G generisch, p(vo, ..., vn—1) €in €-Formel und g, ..., Tpn_1 €
HS gilt:
NG ': (p(x(?a s 7x.7(5—1) gdw (Elp € G)p H_HS 90(5507 e ai'nfl)

Bemerkung 2.5. Da fiir alle Automorphismen 7 von (P, <p,1p) w(HS) = HS gilt, iibertrigt sich das
symmetrie Lemma 1.1 auf Ng und IFgs.

3 ZF in Ng

Satz 3.1. (Ng, €) ist ein transitives Model von ZF.

Bemerkung 3.2. Im Allgemeinen gilt in N nicht das Auswahl-Axiom und es gilt nicht G € Ng.



