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1 Klassen Forcing

Entgegen dem Titel werden wir in diesem Vortrag nicht generelles Klassen-
Forcing, sondern nur folgenden Spezialfall behandeln:

Theorem 1.1 (Easton) Sei M ein abzihlbar transitives Modell von ZFC+GCH.
Weiter sei F' eine iber M definierbare Funktion mit dom(f) C M wvon den re-
guldre Kardinalzahlen in die Menge der Kardinalzahlen mit folgenden FEigen-
schaften: ¥ requliren K, A:

1. F(k) >k
2. F(k) < F(A\) Ve < A
3. ¢fF(k) >k

Dann gibt es eine generische Erweiterung M[G] von M in der gilt: M und
M|G] haben dieselben Kardinalzahlen und Konfinalititen und fir alle regquliren
K gilt:

MIG] E 2" = F(k)

Im letzten Vortrag wurde dieser Satz fiir den Fall, dass F' nur auf einer
Menge definiert ist gezeigt. Ist range(F') = regulire Kardinalzahlen kann uns
normales Forcing, d.h. forcen mit einer Menge P € M nicht das gewiinschte
Ergebnis liefern. Dies folgt direkt aus Katrins Vortrag.

Somit miissen wir mit einer echten Klasse forcen.

Beweis: Zun#chst wollen wir einige allgemeine Aussagen iiber das Forcen mit
einer Klasse treffen. Sei also P C M eine in M definierbare Klasse und eine
Forcing Halbordnung.

Wir nennen G C P generisch iiber M wenn gilt:

i p<qundp € G impliziert ¢ € G
ii p,g € G impliziert Ir €e Gr <pAr <gq
iii Ist D eine Klasse in M und dicht in P, gilt DN G #

Ist M abzéahlbar existiert solch ein G, da es nur abzéhlbar viele Klassen in
M gibt.

Wir definieren M[G] = {#%|# € M}, analog zum normalen Forcing, wobei
&% = {§%3p € G(y,p) € i}.

Fir M[G] gilt:



1. M[G] ist transitiv.

2. Wir definieren rekursiv fiir alle x € M: & = {(y,1p)|ly € z} dann gilt
% =2 € M[G)].

3. M C M[G]

2 Forcing Theorem fiir M[G]:

1. M[G] E ¢(x1,...,2y) genau dann, wenn Jp € G p IF p(z1, ..., 2y)

2. Forc, = {(p,&1,...,&n) € M|plF (&1, ...,4,)} ist in M definierbar.

3 ZFC in M[C]
Wir wollen nun zeigen, dass M[G] ein Modell von ZFC ist.

M|G] ist transitiv und folglich gelten (Fx)MIE] (E2t)MIG] und (Fund)™IE],
(Inf)MIE folgt, da wM € M C M[G].
Fiir (Paar)MIC] geniigt es z.z. dass fiir alle a,b € M[G] gilt {a,b} € M[G]. Seien
a,b € M[G],a,b € M mit a% = a,b% = b. Setze ¢ = {(a,1), (b,1)} Dann ist
¢ = {a% b%} = {a,b} € M[G].

Bisher haben wir alle Aussagen fiir ein beliebiges P und G gezeigt. Die
restlichen Axiome folgen jedoch nicht ohne weiteres.

Sei also P die Klasse aller Funktionen p mit Werten in {0, 1} deren Definiti-
onsbereich aus Tripeln (k, a, 3) wobei & eine regulire Kardinalzahl sei, o < &,
B < F(r) und fiir jede regulire Kardinalzahl ~ gelte:

H(k,a, B) € dom(p) : k <y} <~

Weiterhin sei p < g genau dann wenn g C p.
Fiir jede regulire Kardinalzahl \ definieren wir wie im letzten Vortrag p=*,
p>* PS* und P>

Pt ={p=*:pe P}, P ={p"*:pe P}

und
pS)\ :p[{(H,OL,IB) S )‘}7 p>)\ :p[{(K,Ohﬂ) ‘k> /\}

Mit den bisherigen Definitionen gilt: fiir jede reguldre Kardinalzahl X ist
P = P>* x PSX P>* ist \-abgeschlossen, P=* ist eine Menge und erfiillt die
AT-chain condition.

Sei nun G ein M-generischer Filter tiber P. Fiir jede regulidre Kardinalzahl
A sei Gy = G N PSA generisch iiber P<* und G-y = G N P>,

Lemma 3.1 Es gilt G = Gy x Gsx, Gy ist generisch iiber P<* und G~ ist
generisch iber P>,

Lemma 3.2 Es gilt P = J P<?



Lemma 3.3 Flir alle v € M[G] gibt es ein regulires N\, mit © € MI[G),].
Insbesondere ist M[G] = Uy yeguiar MG

Lemma 3.4 Jede Funktion f: X\ — M in M[Gsy x G| ist in M[G=}]

Nach diesen Voriiberlegungen kénnen wir die restlichen Axiome zeigen.

(Vereinigung)™(Cl  Es geniigt z.z. Vo € M[G] ist Jx € M[G]. Sei x € M[G].
Dann gibt es A mit x € M[G,]. In M[G,] gilt jedoch ZFC. Insbesondere ist
Uz € M[G)] und somit, nach Lemma 3.3, ist |Jx € M[G].

(Auswahlaziom)™Gl  Wir zeigen, dass jede Menge zu einer Ordinalzahl bijek-
tiv ist. Sei x € M|G]. Dann existiert A mit x € M[G,] Da in M[G,] ZFC gilt
finden wir ein f, dass z bij. auf eine Ordinalzahl « in M[G)] abbildet. Dann ist
f € M|[G] und « bleibt eine Ordinalzahl in MI[G].

(Ersetzung)™I&1 Wir benutzen eine leicht abgeéinderte Version von Lemma
3.4. In M[G] definiere p(«,v) eine Funktion K : Ord — M|[G]. Es reicht z.z.
dass fiir alle reguléren Kardinalzahlen { K (a)|ae < A} eine Menge in M[G] ist.
Sei A eine reguldre Kardinalzahl. Wie in Lemma 3.4 definieren wir fiir jedes
a < X eine Klasse D, C P>

p € D, genau dann, wenn es eine maximale Antikette W C P<* und eine Fa-
milie {a'%)|q € W gibt, so dass fiir alle ¢ € W gilt: (p, q) IF (a, 4\

Wie in Lemma 3.4 kénnen wir zeigen, dass alle D,, offen dicht sind und, da
P>* X-abgeschlossen ist, (., Dq dicht ist. Daher gibt es ein p € G5y NP> so
dass p € D,, fiir alle « < A. In M wiéhlen wir nun fiir jedes o < A eine maximale
Antikette W, C P<* so dass (p,q) IF @(a,d,(fq)) fir alle ¢ € W,. Sei nun
S = {a{%|a < A\, q € W,}. Dann ist {K(a)|a < A} € {aC|a € S}. {aCla € S}
ist aber eine Menge in M[G]. Somit gibt es ein v so dass {a%|a € S} € MG,
und insbesondere ¢ = %~ fiir alle ¢ € S. Da OBdA )\ < ~ kénnen wir in
M[G,] auf G zugreifen. In M[G,] gilt das Aussonderungsaxiom und folglich

ist {a%|a=al%) € Sa<\qeWanGa}={K(a)a<A} € MG, C M[G].

(Aussonderung)™ (] Wie bereits in Mengenlehre I gezeigt wurde impliziert

das Ersetzungsschema das Aussonderungsschema.

(Potenzmenge)MIGl . Sei a € M[G], @ € M mit ¢“ = a. Sei A so gewiihlt,
dass a € M[G,]. Sei s = {y|y C dom(a) x P<*} und t = {(9,1p)|y € s}. Dann
ist P(a) N M[G] C t©.

Somit ist M[G] ein Modell von ZFC. Wir kénnen wie im letzten Vortrag
zeigen, dass M[G] und M dieselben Kardinalzahlen und Kofinalitéiten haben,
und dass 2 = F(k) fiir alle reguldren Kardinalzahlen x in M[G] gilt.



