Der Satz von Easton

Nachdem die Konsistenz von 2% = X fiir beliebige reguléire x sowie beliebige A mit
cof(A) > k bewiesen wurde, wollen wir die Beweiskonstruktion verallgemeinern, um
die gleichzeitige Konsistenz beliebig vieler solcher Aussagen zu zeigen. Dazu beweisen
wir den folgenden Satz:

Satz 3.0 (Easton):

Sei M Grundmodell von ZFC+GCH, E : {x € Card | k regulidr} — Card
,Faston-Indexfunktion®, d.h. E hat folgende Eigenschaften:

1. VE,bAe A (k< A= E(k) < E(N)
2. Vi € A cof(E(k)) > K
Dann existiert eine generische Erweiterung M[G] von M, so dass Kardinalzahlen und

Konfinalititen erhalten werden und in M[G] fiir alle reguldren xk E(x) = 27 gilt.

Wir zeigen in diesem Vortrag eine schwichere Form, bei der dom(F) eine Teilmenge
von {k € Card | K reguldr} ist. Die starke Version des Satzes wird Thema des
nachfolgenden Vortrags sein.

Lemma 3.1:

Sei P Forcing-Halbordnung. Dann ist P A-abgeschlossen gdw. fiir jedes 3 < AT jede
monoton fallende Folge (p, | & < 3) in P eine untere Schranke hat.
Dies wird benétigt zum Beweis von

Lemma 3.2:

Sei M ZFC-Modell, G x H M-generisch iiber P x @), wobei P \-abgeschlossen sei und
Q@ die AT-Antiketteneigenschaft habe.

1. Sei f: X — M € M[G x H]. Dann ist f € M[H].
2. Es gilt (2M)MIGxH] = (2A)MIH],
Beweisidee: Sei f G x H-Name von f. Setze fiir @ < A
D, := {pe€ P |3 Wmaximale Antikette in Q,{Xapq | g€ W}
VaeW  (p,q) |- f(@) = Xap.a}-

Man kann dann zeigen, dass D, offene dichte Menge ist und der Durchschnitt

D = N{D. | @ < A} dank der A-Abgeschlossenheit von P ebenfalls. Whle dann
p € DN G, maximale Antiketten W, und Familien {xq 4 | ¢ € Wo} der Definition
von D, entsprechend. Es existiert dann ein eindeutiges @, € H N W,.

M|G x H] = f(a) = Xa,p,q. definiert dann f in M[H].

Die zweite Behauptung folgt trivial aus der ersten.



Beweisskizze Easton

Konstruktion einer Forcing-Halbordnung und Herleitung ihrer kombinatorischen
Eigenschaften

P, sei die E(k) Teilmengen adjungierende Forcing-Halbordnung, P das Easton-Produkt
der Py, d.h.

P={pe HPK|V7€A:s(p)ﬂ’y<’y}.
kEA

Wir schreiben p = (px | px € px)- Mit p <p ¢ & VK px < ¢, ist P Forcing-
Halbordnung.

Sei P’ die Menge aller Funktionen p, deren Definitionsbereich aus Tripeln (x, «,v)
mit x € dom(FE), a < E(x) und v < £ besteht mit rng(p) C 2 und

Vy € A{(k,a,v) € dom(p) [ K <7} <.
Wir definieren auflerdem, von der P’-Definition ausgehend, fiir regulire A:
paa=p{(kav) [k <A}, paa=pl{(kav)|[r>A}

und P<y ={p<x [p€ P'}, Psx={p>xr|p€ P}
Es gilt dann P = P’ =2 P<y x Ps,, wir konnen also im Folgenden von Gleichheit
ausgehen.

Wir kénnen nun G P-generisch wahlen, die Projektion G ist dann P,-generisch. Es
folgt 2% > E(k) in M[G].

Es wird nun gezeigt, dass P<) die A*-c.c. hat (Lemma 15.4), und P~ ) A-abgeschlossen
ist, da fir C' = (p, | @ < 8 < A) monoton fallend | JC € Ps ist.

Erhaltung von Kardinalzahlen und Konfinalitdten

Es geniigt zu zeigen, dass eine in M regulire Kardinalzahl  in M |G| regulér bleibt. Die
Annahme, dass es A\ = (cof(x))MIE] < k gebe, wird mittels Lemma 3.2.1 zur Aussage
»k ist singuldr in M[G<,]“ reduziert und dort zum Widerspruch gefiihrt.

Daraus folgt M[G] | 2" = E(k).

Beweis von M[G] = 2" < E(k)

Nach Lemma 3.2.2 gilt (2%)MIG] = (25)M[G<x],

Man kann nun P<,, = F(k) zeigen. Zusammen mit der k-c.c. bedeutet das, dass man
analog zum Beweis der Erzwingung einer einzelnen Aussage ,2% = \“ iiber nice names
schlieflen kann.



