Klassen Forcing

Daniel Kiithlwein

16. Mai 2007

Inhaltsverzeichnis

1 Klassen Forcing

2 Forcing Theorem fiir MI[G]:
3 ZFC in M[G]

4 Anhang
4.1 Definitionen . . . . . . . . ..
4.2 Satzeund Lemmas . . . . . . . . . .. ...



1 Klassen Forcing

Entgegen dem Titel werden wir in diesem Vortrag nicht generelles Klassen-
Forcing, sondern nur folgenden Spezialfall behandeln:

Theorem 1.1 (Easton) Sei M ein abzihlbar transitives Modell von ZFC+GCH.
Weiter sei F eine iiber M definierbare Funktion mit dom(f) C M wvon den re-
guldre Kardinalzahlen in die Menge der Kardinalzahlen mit folgenden FEigen-
schaften: ¥ requldren K, \:

1. F(k) >k
2. F(x) < F(\) Yk < A
3. ¢fF(k) >k

Dann gibt es eine generische Erweiterung M[G] von M in der gilt: M und
M|G] haben dieselben Kardinalzahlen und Konfinalititen und fir alle reguliren
K gilt:

MIG] E 2% = F(k)

Im letzten Vortrag wurde dieser Satz fiir den Fall, dass F' nur auf einer
Menge definiert ist gezeigt. Ist range(F') = reguldre Kardinalzahlen kann uns
normales Forcing, d.h. forcen mit einer Menge P € M nicht das gewiinschte
Ergebnis liefern. Dies folgt direkt aus Katrins Vortrag:

Zur Erinnerung: Ein nice name fiir eine Menge © € M[G] ist ein Element 7 € M
der Form 7 = J{{n} x Az|m € dom(&)} wobei A, eine Antikette in P ist und
% =x.

Wir hatte gezeigt, dass jede Teilmenge k' C x in M|[G] durch einen nice name
7 € M représentiert wird. D.h. wir kénnen 2% in M[G] durch die Anzahl der
nice names beschrinken. (2%)MC¢] < (2%)M « |P|IPI. Fiir x groB genug kénnen
wir also durch Forcing mit einer Klasse die Kardinalitdt der Potenzmenge nicht
mehr nach Belieben verédndern.

Somit miissen wir mit einer echten Klasse forcen.

Beweis: Zunéchst wollen wir einige allgemeine Aussagen iiber das Forcen mit
einer Klasse treffen. Sei also P C M eine in M definierbare Klasse und eine
Forcing Halbordnung.

Wir nennen G C P generisch iiber M wenn gilt:

i p<qundp € G impliziert ¢ € G
ii p,g € G impliziert Ir e Gr <pAr <gq
iii Ist D eine Klasse in M und dicht in P, dann gilt DN G # ()

Ist M abzihlbar existiert solch ein G, da es nur abzihlbar viele Klassen in
M gibt. Dies gilt da jede Klasse von der Form {z|p(z, p)} wobei ¢ eine endliche
Formel der e Sprache ist und p'€ M. Da die abzéhlbare Vereinigung abzahlbarer
Mengen wieder abzéhlbar ist gibt es aber nur abzahlbar viele Formeln, abzéahlbar
viele Parameter und somit auch nur abzéhlbar viele Klassen. Sei < D, |n € w >
eine Aufzihlung aller dichten Klassen. Nun bilden wir eine Folge p; mit p; € D,



und p; < p; fiir alle i < j. Sei G = {p € P|In € w p > p,}. Dann ist G ein
Filter auf P: Seien p,q € G. Wihle n,m € w mit p > p,, ¢ > p,,. Dann sind
D59 2 Pmaz{pn.pm}- S€i D eine dichte Klasse in P. Dann D = D, fiir ein n € w
und p, € GND #0

Wir definieren M[G] = {#%|# € M} analog zum normalen Forcing wobei

&% = {y°3p € G(y,p) € i}
Fir M[G] gilt:

1. M[G] ist transitiv:
Sei u € z € M[G]. Dann existieren p € P, € M mit 2% =z, (y,p) € &
und ¢ = u. Dann ist u = ¢ € M[G).

2. Wir definieren rekursiv fir alle x € M: & = {(9,1p)|ly € z} dann gilt
7% =2 € M[G].

3. M C M[G]
Wir wollen nun das Forcing Theorem fiir M[G] beweisen:

2 Forcing Theorem fiir M[G]:

1. M[G] E ¢(z1, ..., zy) genau dann, wenn Jp € Gp IF p(x1, ..., x,)
2. Forc, ={(p,&1,....,&n) € M|p - @(&1, ..., &)} ist in M definierbar.
Zunichst einige Hilfsaussagen:

Lemma 2.1 1. plFy und g <p, dann gl ¢

2. plkp, o=, dann p -
3. Fiir jede regulire Kardinalzahl \ gilt: (x,p) € y,p € P dann pl- & €y

Beweis: Fiir die erste Aussage bemerken wir, dass fiir alle Filter G gilt: aus
q € G folgt p € G. Die zweite Aussage folgt aus den Definitionen und dass wir
aus ¢ — ¢ und M[G] = ¢ M|G] [= 9 schliessen konne. In der letzten Aussage
folgt aus den Definitionen 2% € ¢“ in M[G] fiir alle G' mit p € G.

Lemma 2.2 Fir ¢(0) und ¢(U) seien Forc, und Forcy definierbar in M.
Weiterhin gelte, dass aus M[G] |= o(&C) folgt: Es existiert ein q € G mit
qlF @(5) Dann gilt fiir alle & € M:

1. plk (@ AY) (&) genau dann, wenn p b (i) und p - (&)
2. plk —w(f) genau dann, wenn Vq < p gilt —q I+ cp@)

3. plEYu,p(vo, &1, ..., &) genau dann, wenn Vig € Mp Ik o(Zo, ..., )



Beweis:

1. Angenommen p - (p A ¥)(%). Da o A — ¢ und @ A — 1 folgt nach
Lemma 2.1 p I ¢(Z) und p IF ¢ ().

Umgekehrt gelte nun p Ik ¢() und p IF ¢(&). Sei G M-generisch mit
p € G. Nach Definition gilt M[G] = (%) und M[G] = ¢(&%). Somit
gilt auch M[G] = (¢ A )(&).

2. Sei p IF —w(j?) und ¢ < p. Sei G M-generisch mit ¢ € G. Da G ein
Filter ist folgt p € G. Nach Voraussetzung gilt M[G] |= —¢(i%). Also
~M[G] E (). Exgo —q I p(F).

Umgekehrt gelte Vg < p—q IF o(z). Sei G M-generisch mit p € G. An-
genommen M|[G] = (#%). Nach Voraussetzung existiert ein r € G mit
r |- @(&). Da G ein Filter ist gibt es ein ¢t € G mit ¢ < r und t < p.
Nach Lemma 2.1 gilt dann ¢ I o(&). Aber da t < p kénnen wir —t I ()
folgern. Widerspruch!

Somit gilt ~M[G] | (&), also M[G] = —¢(#%). Und, da G beliebig
war, p I —o(d).

3. Angenommen p I+ Yv,0(vg, &1, ..., &n). Seil &g € M, G M-generisch, p € G.

Dann gilt M[G] | Yv,0(v§, 2§, ..., £%). Insbesondere M [G] = o(i§, 2§, ...

ey iy

Also p IF ¢(&9, 41, ..., &n) und da &g beliebig war folgt die Aussage.
Gelte nun Vg € Mp IF p(o, ..., ). Sei G M-generisch mit p € G. Weiter
sei z € M[G], 79 € M mit &5 = 2. Dann ist M[G] = (2§ ,4F, ...,25). Da

yn /)

2 beliebig war folgt M[G] = Vzo(z,4¢, ..., 25) und somit p IF Vzp(z, 1, ..., @p).

ey gy

Mit den Ergebnissen von Lemma 2.2 kénnen wir nun auch Forcoay, Fore—,
und Forcyy, in M definieren.

Lemma 2.3 Seien Forc,, Forcy fdiber M definierbar. Weiter gelte fiir jede
generische Erweiterung M[G) und &g, ...,Zn—1 € M:

Falls M[G) |= p(i§,..2C) dann existiert ein p € G mit pIF p(ig, ..., dotx, 1)
Analog fiir ¢». Dann gilt 2.3 auch fir
1. p AP
2. =g
3. Yupp

Beweis: Im folgenden sei immer G' M-generisch.

1. Angenommen M[G] = (oA)(£9). Dann gilt M[G] = ¢(i%) und M[G]
w(fc). Nach Voraussetzung existieren p, g € G mit p I+ <p(£) und ¢ I+ w(;;)
Da G ein Filter ist gibt es r € G mit » < p und r < g. Nach Lemma 2.1

-, -,

gilt r Ik (&) und 7 IF (&) und mit Lemma 2.2 folgt 7 IF (¢ A ) (&)

2. Sei M[G] = —¢(&). Sei D = {p € PlpIF (&) V Vg < p—q IF (£). Da nach
Voraussetzung Forcy, in M definierbar ist, ist D eine Klasse in M.
Sei r € P. Dann entweder Vg < r—q |- (&) und r € D oder 3¢ < rq IF ().



Fiir solch ein q gilt dann ¢ € D. Folglich ist D dicht in P.

Da G generisch ist gibt es ein p € G N D. Wire p IF (&) dann wiirde
MIG] E (EG) folgen, im Widerspruch zu Annahme. Ergo Vg < p—q I- (f)
und mit Lemma 2.2 folgt die Aussage.

3. Gelte M[G] | Vv, (2§, ..95). Wir definieren D = {p € P|Vi, € Mp I~
O(Zgy ey ) VAT, € Mp IF (2o, ..., &n). Nach Voraussetzung ist D iiber
M definierbar und damit eine Klasse in M.

Sei r € P. Wenn Vi, € Mr IF ¢(ig,...,&,) ist » € D. Andernfalls gibt
es ein &, € M mit —r IF ¢(&o, ..., &, ). Folglich kénnen wir einen Filter H
mit r € H wihlen fiir den gilt: M[H] = —¢(2§, ...,#S). Mit dem soeben
Gezeigten finden wir ein s € H mit s |- —p(Zg, ..., &, ). Da H ein Filter ist
gibt es p € H mit p < r,s. Dann ist p IF —¢(dy, ..., ,) und somit p € D.
Somit ist D dicht in P. Da G generisch ist gibt es p € D N G. Ange-
nommen i, € Mp IF —¢(zq, ..., Z,) dann gilt fiir solch ein &,: M[G] E
—p(2§,...,#5), ein Widerspruch zu Voraussetzung.

Ergo gilt Vi,, € Mp IF (o, ..., £,) und mit Lemma 2.2 folgt das Verlang-
te.

Wenn wir nun wiissten, dass das Forcing Theorem fiir die Grundformeln
x € y und x = y gelten wiirde hétten wir es auch schon komplett gezeigt, da
sich jede Formel mit endlich vielen Schritten aus « € y, x = y und —¢, p A Y
und Vzp(z) aufbauen ldsst. Der Beweis hierfiir ist analog fiir den Fall, dass P
eine Menge ist und lésst sich z.B. im Burkhard Skript nachlesen.

3 ZFC in M[C]
Wir wollen nun zeigen, dass M[G] ein Modell von ZFC ist.

M|G] ist transitiv und nach Mengenlehre I gelten (Ex)MIE) (Ext)MIC] und
(Fund)MIC],
(Inf)MIC] folgt, da w™M € M C M|G].
Fiir (Paar)MIC] geniigt es z.z. dass fiir alle a,b € M|[G] gilt {a,b} € M[G]. Seien
a,b € M[G),a,b € M mit a® = a,b% = b. Setze ¢ = {(a,1),(b,1)} Dann ist
@ = {a%,b%} = {a,b} € M[G].

Bisher haben wir alle Aussagen fiir ein beliebiges P und G gezeigt. Die
restlichen Axiome folgen jedoch nicht ohne weiteres.

Sei also P die Klasse aller Funktionen p mit Werten in {0, 1} deren Definiti-
onsbereich aus Tripeln (k, a, 3) wobei k eine regulire Kardinalzahl sei, o < &,
0 < F(k) und fiir jede regulire Kardinalzahl ~ gelte:

H(k,a,B) € dom(p) : k <} <

Weiterhin sei p < g genau dann wenn ¢q C p.
Fiir jede regulire Kardinalzahl \ definieren wir wie im letzten Vortrag p=»*,
p~* PS* und P>

PA={p=*:pec P}, PP*={p>*:pc P}

und
pSA zpf{(m,a,ﬁ) HAAS )‘}7 p>>\ :p[{("{?avﬁ) PR )‘}



Mit den bisherigen Definitionen gilt: fiir jede reguldre Kardinalzahl X ist
P = P>* x PSX P>* ist \-abgeschlossen, P=* ist eine Menge und erfiillt die
A*t-chain condition. *

Sei nun G ein M-generischer Filter iiber P. Fiir jede reguldre Kardinalzahl
X sei Gy = G N P generisch iiber P<* und G+ = G N P>

Lemma 3.1 Es gilt G = Gy x Gy, Gy ist generisch diber P<* und G ist
generisch iber PSA,

Beweis: G C G X Gsy ist klar. Sei andererseits nun (p, ¢) € G) X G . Dann
existiert (p,p’) € G, (q,¢') € G und, da G generisch ist, auch ein r € G mit
r<(p,p),r <(q,¢). Somit gilt » < (p,q) und folglich ist (p,q) € G.

Bleibt z.z., dass G generisch iiber P=* ist. Einzig die Ausage iiber den Schnitt
mit dichten Mengen benétigt etwas Arbeit. Sei Dy dicht in P<*. Dann ist
Dy x P> dicht in P und weil G generisch in P ist, ist der Schnitt von G N Dy x
P>A £ (). Sei p € GN Dy x Gs. Dann ist p=* € G. Somit ist G\ generisch in
P=*. Der Beweis fiir G verliduft analog.

Lemma 3.2 Es gilt P = |JP=?

Beweis: |JP<* C P ist klar. Andererseits sei p € P. Dann gibt es eine
regulidre Kardinalzahl k so dass p[k = p. Ansonsten wire |J{x|3(k,a,B) €
dom(p)} = Ord. Widerspruch zu p ist Menge.

Lemma 3.3 Flir alle © € M[G] gibt es ein regulires N\, mit © € MI[G),].
Insbesondere ist M|G] = U, yeguiar MGl

Beweis: Seid € M ein Name fiir x € M[G]. Wir definieren A\; = min{k|x regular A
k > sup{a, B13(y,p) € & a = Ay B =min{y|p € PS7}}}. Dann gilt x € M[G,,]

und M[G] C Uy eguiar MGyl Sei andererseits a € M[G,] fiir eine regulére
Kardinalzahl A und @ € M ein Name fiir a. Dann ist b = a N dom{a} x P<*
ebenfalls ein Name fiir a und es gilt auerdem a = b = b& € M[G].

Somit M[G] = U)\ reguldr M[GA]

Lemma 3.4 Jede Funktion f: X — M in M[Gsx x Gy] ist in M[G=}]

Beweis Sei f ein Name fiir f. OBdA gelte fiir alle p € P: p I f ist Funktion A

dom(f) = M. Fiir jedes a < X sei D, C P> wie folgt definiert: p € D,
genau dann, wenn es eine maximale Antikette W C P<* und eine Familie

{al®) : q € W} gibt, so dass fiir alle ¢ € W gilt:

. q) IF (f)(@) = al)

Wir behaupten, dass jedes D, offen dicht in P>* ist.

Ist p € Dy und ¢ < p gilt fiir alle € W: (¢,7) I+ (f) (&) = dé‘f‘r). Somit ist
q € D, und D, ist offen.

Sei pg € P> beliebig. Wir suchen ein p € D, so dass p < pg. Mit dem Forcing
Theorem finden wir ein p; < pg, ¢ € PS* und ein a@; € A so dass (p1,q1) IF

lsiehe Lemma 4.1



f(&) = dy. Via Induktion iiber v < AT kontruieren wir py € P>, q, € P<* und
a, € Asodass pg > p1 > ... > py > ..., die ¢, paarweise inkompatibel sind und
dass (py,qy) IF f(’y) = dy. Falls {¢g¢ : £ < v} nicht maximal ist finden wir, da
P>* \-abgeschlossen ist, solche D~,qy und a,. Da P=* die \*-chain condition
hat gibt es ein § < A" so dass W = {g, : v < 3} eine maximale Antikette ist.
Dann finden wir ein p € P> das stérker als alle Dy, ¥ < B ist. Fiir dieses p gilt
dann nach Konstruktion p € D,,. Ergo ist D, offen dicht.
Na<x Da ist ebenfalls offen dicht:
Die Offenheit ist klar ersichtlich, fiir die ’dicht’ Eigenschaft w#hlen wir ein p €
P>*. Da alle D,, dicht sind finden wir eine absteigende Sequenz py > p; > ...
mit p, € D, und py < p fiir alle v < A. Da P>* \-abgeschlossen ist finden wir
ein py < p,Vy < A und py € D,Vy < A, da alle D, offen sind.
Somit existiert ein p € G N P> mit p € D, fiir alle a < A\.Wir wihlen (in
M) fiir jedes a < ) eine maximale Antikette W, C P<* und eine Familie
{al(fq) :q € W, so dass fiir jedes ¢ € W, gilt: (p,q) IF f(&) = aé?‘q). Fiir jedes «
betrachten wir nun die Klasse {r|3¢ € W, mit r < ¢} so ist diese dicht in P<*.
Da G generisch ist gibt es genau ein g € W, so dass ¢ € G». Somit gilt fiir alle
a <A

fla) = az(,i‘q) wobei g € W, NGy

Hiermit ist f jedoch schon in M[G)] definiert.
O

(Vereinigung)™(Cl  Es geniigt z.z. Vo € M[G] ist Jx € M[G]. Sei x € M[G].
Dann gibt es A mit © € M[G,]. In M[G,] gilt jedoch ZFC. Insbesondere ist
Uz € M[G)] und somit, nach Lemma 3.3, ist |Jx € M[G].

(Auswahlaziom)™G]  Wir zeigen, dass jede Menge zu einer Ordinalzahl bijek-
tiv ist. Sei € M[G]. Dann existiert A mit x € M[G,] Da in M[G,] ZFC gilt
finden wir ein f, dass = bij. auf eine Ordinalzahl « in M[G,] abbildet. Dann ist
f € M[G] und « bleibt eine Ordinalzahl in M|[G].

(Brsetzung)MIGl Wir benutzen eine leicht abgeéinderte Version von Lemma
3.4. In M[G] definiere p(«,v) eine Funktion K : Ord — M|[G]. Es reicht z.z.
dass fur alle reguldren Kardinalzahlen {K(c)|a < A} eine Menge in M[G] ist.
Mit dem Forcing Theorem finden wir ein p € P mit

plFVYa 3 v p(a,v)

Und alle ¢ < p forcen dies auch. Da alle dichten Klassen die Klasse aller ¢ < p
schneiden konnen wir OBdA annehmen, dass alle p € P das Obige forcen.

Sei A eine reguldre Kardinalzahl. Wie in Lemma 3.4 definieren wir fiir jedes
a < \ eine Klasse D, C P>*:

p € D, genau dann, wenn es eine maximale Antikette W C P<A
und eine Familie {d;?‘q) lg € W} gibt, so dass fiir alle ¢ € W gilt:

(p,a) IF p(a,aly)
Wie in Lemma 3.4 kénnen wir zeigen, dass alle D,, offen dicht sind und, da

P>* X-abgeschlossen ist, ), Da dicht ist. Daher gibt es ein p € G5\ N P>



so dass p € D, fiir alle a < A. In M wihlen wir nun fiir jedes @ < A eine
maximale Antikette W, C P=* so dass (p,q) IF ¢(a,al) fiir alle ¢ € W,.
Sei nun S = {d](f(ﬂa < A\ q € W,}. Dann ist {K(a)la < A} C {a%|a € S}.
{a%|a € S} ist aber eine Menge in M[G]. Somit gibt es ein v so dass S¢ € M[G,]
und insbesondere ¢ = %~ fiir alle @ € S. Da OBdA )\ < ~ kénnen wir in
M[G,] auf G zugreifen. In M[G,] gilt das Aussonderungsaxiom und folglich

ist {a%]a = al) € S;a < A\, g € WaNGa} = {K(a)la < A} € M[G,] € M[G).
(Aussonderung)™ [G] " Wie bereits in Mengenlehre I gezeigt wurde impliziert
das Ersetzungsschema das Aussonderungsschema: Betrachte einen Term A und
ein € M[G]. Dann gilt entweder ANz =0 und ANz € M[G] oder ANz # 0.
Wihle dann ein @ € ANz und definieren F : M[G] — M[G] : u — u, falls
u € ANx, u+— a sonst.

Dann ist ANz = Fz] € M[G] nach Ersetzung.

(Potenzmenge)™IGl . Sei a € M[G], @ € M mit a© = a. Sei s = {y|y C
dom(a) x P<*a} und t = {(,1p)|y € s}. Dann ist P(a) N M[G] C t¢:

Ist b € P(a) N M[G] dann b C a und b € M[G]. Sei.l') € M mit b = b. Fiir
v = {(&,p) € dom(a) x P<*pl- i € b} gilt §¢ = b = b¥: Fiir ein = € ¢ wiihle
ein (#,p) € y mit ¢ =z und p € G. Da p Ik & € b ist 2€

inb® = b. Umgekehrt sei x € bG C 4. Wihle (&,p) € @ mit ¢ = x und
p € G,. Fiir dieses p gilt dann p IF £ € ¢%. Dann ist aber (i, p) € § und somit
¢ e g¢.

Ergo ist b = und g € s. Nach der Definition von ¢ folgt b € .

Somit ist M[G] ein Modell von ZFC. Wir miissen noch zeigen, dass M[G]
und M dieselben Kardinalzahlen und Kofinalitidten haben, und dass 2% = F(k)
fiir alle reguliren Kardinalzahlen x in M[G] gilt.

Sei k also eine regulire Kardinalzahl in M. Wenn « keine regulére Kardinalzahl
in M[G] ist, dann gibt es eine Funktion f die ein in M regulires A <  kofinal
in x abbildet. Wir betrachten P als das Produkt P = P>* x P<*. Dann ist
G = GNP>* x Gy und M[G] = M|G N P>"][G,]. Nach Lemma 3.4 ist f
in M[G,] und & ist keine regulére Kardinalzahl in M[G,] im Widerspruch zu
Theorem 4.2, da P=* die k-chain-condition erfiillt und daher x regulir in M[G,]
ist.

Es bleibt zu zeigen, dass (2*) = F()) fiir alle reguléiren Kardinalzahlen A
gilt. Mit Lemma 3.4 folgt, dass jede Teilmenge von A in M[G] in M[G,] ist. Somit

ist (2>‘)M[G] = (QA)M[GA}. Wie wir schon in Nicolas’ Vortrag gesehen haben ist
|P<*| = F()\) und wie dort kann man iiber die A*-chain-condition (2>‘)M[Gﬂ <
F(r) folgern. Andererseits ist P so gewéhlt, dass es fiir jedes regulire k F (k)
Teilmengen hinzufiigt, also (2*)M[G\ > F()).

Ergo M[G] | 2* = F()). O

MI[G]

4 Anhang

4.1 Definitionen

Sei a € Card.



Definition 4.1 z ist konfinal in o genau dann, wenn x C o undVp € ady € x
mit B <y

Definition 4.2 conf(a) := min{ card(xz) | = ist konfinal in o } heisst die
Konfinalitdt von a.

Definition 4.3 « ist reguldr genau dann, wenn conf(a) = «

Definition 4.4 Seien P,, Halbordnungen. Wir nennen P das Easton Produkt
von P, wenn fir alle p € P: p € UycaP,; und wenn fir den Trdger von p,

s(p) = {x € A:p, # 0}, gilt:
fiir jede regulire Kardinalzahl v ist |s(p) Nvy| <~

Definition 4.5 Fine Halbordnung P erfillt die k-chain condition, falls jede
Antikette in P Kardinalitit kleiner k hat.

Definition 4.6 Fine Halbordnung P heisst k-abgeschlossen, falls fiir jedes
A < k jede absteigende Sequenz py > p1 > ... > po > ...(@ < A) eine untere
Schranke hat.

Definition 4.7 Sei P eine Halbordnung. W C P heisst Antikette, falls alle
Elemente von W inkompatibel sind, d.h. fir alle p,q € WHr € W so dass r < p
und r < p.

Definition 4.8 Sei P eine Halbordnung. Eine Menge D C P heisst dicht in
P, falls fiir jedes p € P ein q € D existiert mit ¢ < p.

Definition 4.9 Sei P eine Halbordnung. Eine Menge D C P heisst offen
dicht falls D dicht in P ist und aus p € D und q < p folgt, dass ¢ € D
15t.

4.2 Siatze und Lemmas

Lemma 4.1 Mit den bisherigen Definitionen gilt: fir jede reguldire Kardinalzahl
X ist P = P>* x P<A, P> st A\-abgeschlossen, P<* ist eine Menge und erfillt
die At -chain condition.

Beweis Wie schon im letzten Vortrag dargelegt ist P<* das Easton Produkt
von P, £ < A und somit eine Menge. Die anderen Aussagen wurden beide schon
im Beweis von 15.18 fiir Mengen gezeigt.

Theorem 4.1 Siehe Jech, Theorem 14.7

Theorem 4.2 Ist k eine requlire Kardinalzahl und erfillt P die k-chain-condition
dann ist k auch eine requlire Kardinalzahl in der generischen Erweiterung.

Beweis Siehe Jech, Theorem 15.3



