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A ∈ V ←→ ∃αA ⊆ Vα 89;:=<�>@?BA�C*DEC*?GF!HIDJ<5C*?BKML,NPO�<QC(R�ST>IUPU�C*?VDEC*:WNPOXC*?ZY 4 :[U�>@?\A�C*?;H 4 C*DPC*?^]_>@?BAa`bA�CPU,9cC*?�d�C*?Xef?X:=g@C*DJhU*e�ijU
V
OXC*Dk>@?al�:[O�DPCZHIDkA@:=?B>@S[Cbm�n�OXC�:[U*<"?X:WNPO�< 4 CPU�NPO�Dko@?apI<ql�rsH�O�:=?�d�CWd�C*?&tuCvA�C(9cC*?�d�CbU�NPOXHI?xwMC*:=SC*:=?/CPU(y�?uz{>@?�dIUPU*<}|XNPp�UZg@HI?

V
:[U*<ql~U*:WCPOXC&y 4�4 :=STA@e�?�d�� 8�(�X���B�=�������

V ���@�����{� Vα �@�f�q�k� �{�[���{��� �@��� ��� �k�P�����a�=��� �[�v�/� � �� [� �(¡}�2¢  £��� �P�2���@�a��¡q¤¥¢*�2¦Q�7� � � �
A ∈ V � � ��� �k� A ∈ Vα �q§ ���{�[� α ∈ On

�¥¨ �����{�c�a����©�� � � � � � �£��� �Eª«� ����� Vα � �� [� � A ⊆ Vα
�M¦Q�k��a¬ ���{@� � � � A ⊆ Vα � � �!� �k� A ∈ V � ���@���x®k¯�°
±I² � ³�´��
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Ê ËÍÌ!Î�Ï*Ð�Ñ�Ò*Ó,Ô�Õ_Ó,Ô Ö�Ó,×ÙØÚÎV×�ÛÜÑ�ÝVÒ{Ñ�Þ^Ï*ßjà ×sá
���@�~â����7�_�«�   �Iã �£� ¬ � �k�~ä{�!ä��@�  £�v��� �P� ��� � �������k���$å â&���k�s�@�   � �v�£� ä � � �[�{��æ ª@çè� �£� �  £��� �u�I¨ �[� ä ���£������{�[���£�������£� � ���,é çè� �£� �  £��� ä ��� �
ê ÉaÇ�ë-ì�í}îðï ?X<QC*D�ñ~òóU*:=?BA^A@:WC~zuHISôd�C*?BA�C*?�y�e2UPU�>�d�C*?õo2ö�e�:=gI>@S[C*?X<÷K3 : 6 ®v¯�ø�² 83 :=: 6úù CvA�Cjû(ö�e�:=gI>@S[C*?�ü�DPC*ST>@<»:WHI?ý>@eJz^C*:=?/C*Dj9þC*?�d�C�Oa>@<�C*:=?xg@HIS=SÿU*<Wo@?BA@:Td�CPU$],C��BDvoIU�C*?X<W>@?X<QC*?aU��«hU*<5C*i 83 :=:=: 6úù CvA�CPU��sDEH�A@e2pI<�?X:WNPO�<»hQS[CPC*DEC*D�9þC*?�d�C*? :[U*<�?X:WNPO�<�S[CPC*D 83 :=g 6�� e!tuCvA�C*Dj9cC*?�d�C d@: 4 <�CPU�C*:=?/C ¯�°�±	�jÉXÆ
¹�
Q°�¼�MÇ ¸��B¼ l&A@:WC�>@e2U,tuCvA�C*i ?X:WNPO�<»hQS[CPC*DPC*?cLsS[C*hi�C*?X<�A@:WCPU�C*Dj9cC*?�d�C^C*:=?þL�S[C*i�C*?X<&>@e2U*r�oIO�S <÷K

∀a ∃f (f : a → V ∧ ∀u ((u ∈ a ∧ u 6=
∅) −→ f(u) ∈ u)) 83 g 6�� �BÆ�¹����Iº
¼/°
¼�½B±u±�ÉaÇ�ë����B¼ ñ Â���� Â�¹���í ù CvA�C 9cC*?�d�C�STo��
<XU*:WNPOZrsH�O�S[HIDkA@?/C*?BK ∀a ∃r WO(a, r) 83 g�: 6úù CvA�C�9þC*?�d�C�:[U*<"ü�eõC*:=?/C*D��_DkA@:=?B>@Sôü�>IO�S�d@S[C*:WNPO�i!o�NPO�<}:Td2K

∀a ∃f ∃α f :α
bij.
−→ a 83 g�:=: 6�� Â �!� É"���B¼ ñ ���I¼�í$# ù CvA�CZ:=?BA@e2pI<}:=g�d�CPHIDvA@?/C*<QC�9cC*?�d�C�Oa>@<,C*:=?;i!>&%�:=i!>@S[CPU�L�S[C*i�C*?X<÷K

')(+*�,+-/. 01. 243658719;:6<>=	?4@�ACBDA BDAFEHG�I	BDJ)KML)NO@�PDQR=&STEHG	U�IWV�QYX�NZX)[Y\]X	^_L)^_`a?HQbKML)^�cR\dcRegfD?H^ihj^D\Fk�?HQYcR\l[gmn[oKML)Nqp@DPDQY=�r�E�G�U�Uts�NZ\F=�QgLn[R\FX�^u\F^�`a\]?_hWvaw/rx`aX�QR[/V�QYX)y>?�cRcRX�Qzy>{DQ}|~Ln[YfD?4NiLn[Y\]���4PD^�m�egf�c�[/L)^+`a?4Q/��L)�F?_hj^D\Fk�?HQYcR\l[���\]^
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∀a∀r ((PO(a, r) ∧ ∀ b∃c((b ⊆ a ∧ b
:[U*<

r
hWR�C*<»<5C

)→ c
:[U*<,H 4 C*DEC~��NPO�Dk>@?ap2C�g@HI?

b))
−→ ∃c (c ∈ a ∧ c

:[U*<
r
hQi!>&%�:=i!>@S

)) 8�(�X���B�=�����/� �,é ç�� �£� �  [�{� ä ���@� ¡ � ¢ � ¡ �[� ¢�� �a� ¡ �[�[� ¢�� �[� � � 0f�ÿ0��a�
å ¡ �£�[� ¢ ⇒ ¡ �T� ¢ æ ��� �{� a ∈ V

��¨ �[�� � �������þ� � ´,��� �a��� ��¬ ���/� � ��� ∅ /∈ a ���£  �u�/� �	�����[�{�v� g: a → V� � � �P� g(u) :≡ u
�q§ � u ∈ a �����@�P�ý¡ �[�£� ¢ � �k�t� u∈x g(u) 6= ∅

�o� ����� � f ∈ �
u∈x g(u) � �k� ���@�-�����â � � � � �[� �q§ � ¡ �£� ¢s¤ �{� �@� �[� ���

å ¡ �T� ¢ ⇒ ¡ � ¢ æ ��� ��� a ���[�a��µ �������&��� �P�2�4�  [�{���k�����2�a� ���k� �� � ���sµ\�{������� �x�&�@�P� ¡ �£� ¢ � ã � �7� �[�{� � f : a→ V¬ � � f(u) ∈ u
�q§ � �  [ [� u ∈ a �B��� ���[� ´  [� ¬ �{� � ������� a ��� ���k� �a �(� �[�����X� �k� ran(f) ���£��� µ\�����@�@��a�[� � ���a� �&´  £� ¬ ��� � ���@� a �[�V����� �@� �{�[��� ¬��~� �� �(� �k��� �u�

å ¡ �T� ¢ ⇒ ¡ ��� ¢ æ �x� ��� a ∈ V ¤ �{ [�£� ¤ �£� �a¦ ���{��� ¨ �£� �_ª@�  [��� ´  [� ¬ �{� � �
F (0) ∈ a � F (1) ∈ a\{F (0)} � F (2) ∈ a\{F (0), F (1)} � . . . � F (α) ∈ a\{F (β) | β < α} � ������ ��  � �����@� ¤ � ��� �[� a � � � ä\�«��� ��� �v�P���@�a�=�����@¤ �{��� � ��� �_ª«�  [�{� �q§ � α �a��� � �{� �v��� �� � � � � �a� ¬�a��� � �k� ä � �¿�@¤�¤ �v� �P�2� ��� � ��� � �q§ � �a��� a = {F (β) | β < α} ���[  �u��� ��� ¬��  b�@� � �{� � �[� � �c�����	��&�@�P� ¡ �£� ¢ � ã � �k� �[�{� � �{�[��� â&���k�s�@�   �q� �� � �£��� g �q§ � P(a) � �   � � g: P(a) → V

¬ � � g(u) ∈ u �q§ �
∅ 6= u ⊆ a

�¥¨ �£�b � �a�����-� �ÿ´b� g(∅) = a
� ����� ��¬ �{� �B� �	�����[�{�v���v�� � � � �T�\�{�[� F : On→ a ∪ {a}¬ � � F (α) = g(a \ {F (β) | β < α})

�
¡�� ¢

∃αF (α) = a
�

�(�X���B�=���,â �a������� ¬ ¬ ������� � �@�[  � F (α) 6= a
�q§ � �  [ £� α ∈ On

� ��� ��� ���[  � F (α) ∈ a\{F (β) | β <

α}
�q§ � �  [ £� α � �@�P�\� ���X��� � �[���^�@��� g �a� � �/� � F : On

inj.
−→ a

�f¨ �{����� ran(F ) ⊆ a � �k� ran(F ) ∈ V

� �@�P� ®v¯�°
± ² � � �a�c� � ���[  � F−1: ran(F )
surj.
−→On

�/â����  £� �Eä*� �{�v� ¬Ú� �� [� � On ∈ V
� �����{�®4���I±I² ����

On /∈ V ���[  � �����k��� ¤a�,� � �P� ���£� ¨ �£����� �v� � ���P��� ç �{� ¡4�I¢
� ��� α ¬ �£��� ¬ �   ¬ � � F (α) = a

�l����� ���;� �k� F � α ���£��� �X� �� � �£��� f :α→ a
�¥� �£� � ��� �7�,¤ � � �{ � �£���¨ ���@��� F (α) = a � �7�

a \ {F (β) | β < α}︸ ︷︷ ︸
=ran(f)

= ∅,

�   � � a = ran(f) �M� �ô��� � f � �k���k� � � �{ � �£��� �q§ � γ < β < α � �k� F (β) ∈ a \ {F (δ) | δ < β} � �   � ��k� � ä �£�� [  f(β) = F (β) 6= F (γ) = f(γ) �a� � �/� � f � �k� �[� � �� � �T� �
å ¡ ��� ¢ ⇒ ¡ � ¢ æ �D� �{� α ∈ On

� ��� f ∈ V ¬ � � f : a
bij.
−→α

� ��� ����� �k� {(x, y) | x ∈ a ∧ y ∈ a ∧ f(x) <
f(y)} �{�[��� ¨ � �  [�@�v��� � ��� r �«�a� a �
å ¡ � ¢ ⇒ ¡ �£� ¢ æ � � �{� a ∈ V �� ��� r ���[�a� ¨ � �  [���k��� � ��� �@�a� ⋃

a
��¨ �£�����	�X�a�[���k��� f �a��� � � � � � ��� f�«���}� ����� ¬ u ∈ a � �«� r � è £���[� �k� � ´  [� ¬ ��� ���@�a�k�sª@�   ��� � ��� ¬ �  ���� � ��� � �[��� �«¤ �{� � �����@�C� ��� r�{�[��� ¨ � �  £���v��� � �a���@��� ⋃

a � �k� �a� �k� � � � �P�
F :≡ {(u, y) | u ∈ a ∧ y ∈ u ∧ ∀x ((x ∈ u ∧ x 6= y)→ yrx)} ∪ {(u, ∅) | u ∈ a ∧ u = ∅}
¡ ?4¢£KL¤k	?4^�<¦¥oX�^�^�A S�J)`DL)^�^qL�^q`a?HQ¨§©^�`a\dL)^�Lzh^D\]k	?4Qgc�\][���\F^qªb�FXCX	NZ\]^D=�[RX	^�AC587 9;:«k�?HQR¬��?H^C[R�F\FegfC[8^D?4@�?4^ZwjQY@�?H\l[Y?4^�4PDQ�wj�F=�?H@DQgL_PD^�`�|®?4^�=�?4^��]?HfDQR?qL)P�egfuc�X	�Fegf�?O�4P�Qzw^�L)�F�ac�\dcMPD^�`u¯DPD^D�C[Y\]X	^�L)�dL)^�L��]�acR\FcHA�°WL�cW^�L	egf~\FfDN±@�?4^�L�^D^ap[R?i²�?HNqNiLt¢ PDQg`a?}{�@DQR\F=�?H^�cW?4Qgc�[YNiL)�dck	X�^u³i. 9�*C3�7�´«2Hµ1¶8y>X�QYNOPD�F\]?HQ�[WPD^�`�@�?H¢ \]?�c�?H^�P�^�`�?HQYc�[z�4¢TL)^D�H\]=�·	L�fDQR?c�¸�m)[R?HQ k�X�^�58719;:®¢ \F?H`a?HQR?H^C[Y`a?�eg�	[�A¹ L)�dc�X

α :≡
⋂
{β |F (β) = a} º�» P�Q ¼uL�fD��k�X	^

α
¢ \]Qg`u½�¾_¿qÀ}Á�ÂÄÃYÅaÆT@�?H^D¬)[Y\]=�[HA
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�{�[��� �q� �� � �£��� �  £�j¶�  �«�v� � F : a → V �a�	�X���£��� �u�]Ç~�
§ � u ∈ a ¬ � � u 6= ∅ �@�[  � F (u) ∈ u
�B¨ ���@���

dom(F ) ∈ V � �7� F ∈ V � �@�P�;0a�ÿ0�È � �   � �����£��� �X� �� � �£��� � �[� �q§ � ¡ �£� ¢s¤ �{� �@� �[� ���
å ¡ �T� ¢ ⇒ ¡ ���[� ¢ æ �s� �£�þµ\�����@� a � ���Z� � � �P� r �£��� �  � �T�Ä���{���v���a� �u�]É ¨ �£� � �� £ [��� �{�[��� r � ¶�� �k� � b«��� �7� � � �[���k�������a�[� �  £ [�"� � �v�~� ¤ �{�v��� �f�P� � � ��«��� �   � ´  [� ¬ �{� � �~��� �v�Xª   ���u¦Q�k� � � ��� c ∈ a �£�v���{�����{�[���� ¤ �{�v� �f�P� � � ��@�(����� b ¡=� �{����� ����� ¦ ��� �  � �£��� �Eª«� ���{�qÊ��k��� � ����� ã � �7� �[�{� � �{�[� � ��  �P� � � c ¢ � � � � �k� c
r
�Q¬ �Iã � ¬ �  £� � ´  £� ¬ ��� � ����� a ��� �k� � ª@¬  [� �P� x ∈ a � ��� crx � � ��� �k� x �{�[���,� ¤ ���k� ���P� � � �a@�&�@��� b� ����� �@�P��¨¿�«�  f�@��� b ���£  � x ∈ b �@¨ ���£  c � ¤ �{�v� ���P� � � �a@�b����� b � �7� �@�{�v��� ¤a� � � �P� xrc �«¦ � � ��� �E�@¬ ����@¤ �{� � �[� crx � ��� xrc � �s�@�$� �{�����ý���{� â � � � �HË�¬!¬ � � �k�[������� r �@�a� c = x

�q§�� � �u�"â   � �-� �7�
c �[�;������© �«� r �÷¬�� ã � ¬��  ��[� a �T�/� ���£����� r � ¶�� �k� �j�a������� �,§ � �k�P�è� ��� â � � @� ¬ ¬ ��� � �£���B�[���a� ¬� �£� ¬ � � ���{� r � ¶Z� �v� � ∅ �k�P� � � �{� � ���\� � ���V�[� � ���a� ¬��f�P� �v� �k� �����,¶(��� �7� � �  � �[��� ä{� ���{� ¤ �{�v��� �E�«��� �7� � � �[��� � �{� ¶�� �v� �s���[�a�s� � �v���
� ¤ ���v�{� r ���f�P� � � ��@�{� � �[� ä{� ��� �a¬ �{� � ��  � �����«� ¤ � � ���£� � ��� � �v� ä � �� ��� ¬ �£���[�{� � �2� � ��� � ä{� @�{�[���{�_� �P�2� ��� ´ � � ��� � ��� � ��� ¬ � � � �q§�� � �u�8� ��� ¬��  X��� � �{� � �[� � �j�@���C� ���@�P�¡ �£� ¢ � ã � �7� �£��� � �{�[��� â����7�_�«�   �q� �a � �[��� g �q§ � P(a) � �   � � g: P(a)→ a ∪ {a}

¬ � � g(u) ∈ u � �»�  [  �
∅ 6= u ⊆ a � � ��� ¡ � � ´b� ¢ g(∅) = a

�¥� ���X���£���v�Z�k�� � � � �£�V�{�[��� �X� �� � �[��� F : On→ a ∪ {a}
¬ � �

F (α) = g
(
{z | z ∈ a \ {F (β) | β < α} ∧ z � �7� � ¤ ���v� r �4�f�P� � � ��«���@��� {F (β) | β < α}}

)
.

� �[� � ��  ¤ �{� â �k� ��¬ ��� � �«�f�a�[� ä�� ¡�� ¢ �q§�� �v�{��� ä ���£�����/��� ��� � � α ∈ On ��� ¤a��¬ � � F (α) = a
�2¨ ª@�  £�

α
¬ �[�a� ¬ �   ¬ � � F (α) = a

�~¡»¦Q¬ÍÌ � � �{� � ���@� ¡ ��� ¢&�X�@¤ ��� � �[����� � � � ������� ��� �a�[� � � � ���\®v¯^ø!²¬!� �� £� �P� � �7�u�ÿ¢(��� ���-� �k� {F (β) | β < α} ���[�a� r � ¶�� �k� � b � ¦Q�7� � ª@¬  [� �P� γ < β < α � � � � �k� � �@�P�¶(��� �7� � �  � �[��� F (β) ���[�a�^� ¤ ���v� r ���f�P� � � ��@�����@� {F (δ) | δ < β} � �v� � ä �[�� £  �   � � F (γ)rF (β)
�â&���

F (α) = a
� �� £� �

{z|z ∈ a \ {F (β) | β < α} ∧ z � �k� � ¤ ���k� r ���f�P� � � ��@�Z����� {F (β) | β < α}} = ∅

� ���¿���£� � � ¬!�  [� ä �[�{� � �/� ��� b �  [ £� � ���£����� ¤ �{�v��� r ���f�P� � � ��@�{� �   �j´  [� ¬ �{� � �{� �v�Xª   �u��â   � � � �k� b� �£� ¤ �{� �@� �[� ���
å ¡ ���[� ¢ ⇒ ¡ �£� ¢ æ �]Î_� ��� x ∈ V ��� �{�

A :≡ {g | g: dom(g)→ V ∧ dom(g) ⊆ x

∧∀u(u ∈ dom(g)→ ((u 6= ∅ → g(u) ∈ u) ∧ (u = ∅ → g(u) = ∅)))}.

��� ���� �k� A ⊆ P(x × ({∅} ∪
⋃
x)) � �   � � A ∈ V

��� �[�\µ\�{����� A � �£�v� � � � �P� ⊆ �£��� �  � �£��@�����k����� � � ¦Q�k� b ⊆ A ���[�a� ⊆ � ¶Z� �v� �@� � �!� �7� ⋃
b ∈ A

� �a�;���£����� ¤ ���k� ⊆ �4���P� � � �a@� �@��� b ���&�@�P�ÏjÐzÑjÒ � ã � �7� �[�{� �,� � ¬ � � ���£� ⊆ �÷¬��Iã � ¬��  £� � f ∈ A �¥��� �a�\� �k� f : dom(f)→ V
¬ � � f(u) ∈ u

�q§ ��  [ [� u ∈ dom(f)
¬ � � u 6= ∅ � � ���¿� � ���[  � dom(f) ⊆ x

�
´�� ¤  [�{� ¤a� dom(f) = x
ä��¿ä ���£����� �¨ ª �v� x 6= dom(f) � � �V� ª@¤ ��� � u ∈ x \ dom(f)

��¦Q�7�
u = ∅

� � � �k� f ′ :≡ f ∪ {(u, ∅)} �£� A� ���õ���[�a�$� �P�2� � ´ � � ��� � �{� � ���^�@��� f �M� �k� u 6= ∅ � � �V� �7� ∅ 6= {f ∪ {(u, y)} | y ∈ u} ⊆ A
� ���� �{��� � f ′ ∈ {f ∪ {(u, y)} | y ∈ u} � �k� �{�[���Z� �P�è� � ´ � � �{� � �{� � �a�!�@��� f �£� A �¥� �£� �b� �[���{� �k� �v� �P�è��a��� ⊆ � µ �Iã � ¬��  £� �Eª«� �@��� f �Xâ   � �����[  � x = dom(f)

�
���@¬ � � � �7� ����� �a�I�Eä ���� £  �7�Pª ���a�[� ¤ � � �£� � �{� � ³�´��

Ó §©NÔ¯�L��]�
u ∈ a

PD^�`
u 6= ∅

\Fc�[
F (u)

`DL�c
r
pÕ�C�F?4\F^�c�[R?�s��F?4NZ?H^	[jk	X�^

u
AÖ kC=	��ADU�A]E�B× °?HQ¨y>X��F=�?H^�`a?jªb?4¢b?4\dc¨\dc�[�[��&¸D\dcYegf}y>{�Q�`a?4^ ¡ L�egf&¢b?4\dc8k�X�^Zs¨Øa\dc�[Y?4^D��L)P�cYcYL)=�?H^}N�A K/AC`a?Hco²�?4NZNiL�c�k�X�^t58719;:8A
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Ý Â � Â��D� °�¼�½¿ì�í¦Þ �~� �a �Z¡ ��� ¢ ��� �Z�a�«�vä � � ���v  �@��¤a� � �_� � � � � �{����µ\�{����� a ¬ � �qß �[  � �,�@���àÊ��v�a� �� �   ä��@�  [�{� ä{� å ä�ª@�  £����æ �è� �[� � � �7� �����ZáZ� � ��� �7� ���£� �q§ �����£�&© � �{���v�£�&�a����¶ � �v���£� �   ä��@�  £�������a�[� � �[�� ¬Ü§�¤ ���v� ª@�P���k� ��� ¶ �@� � � �� ¥�{� �Q� � � @�{ [� � �{�v���{� �X´ �[�a���^�{� �k� ����«���v�k�� � �{� Ì � � ��� � ��� ��¨ � �  [���k� �� � �a� �v�v�«�Eä � � � �@¤"Ï���Ñâ���ã Ð � ¬ä���@� �v� �aå�È��a�
æ ç Ñ~è"Ö�Ï�ÔVÑZÒ{Õ_Ñ Ý�Ò*Ó,Ô¿á
éqê4ë ìîí8ï�ðOñ òqó/ñTí8ô/õ�ñ ö�÷8ø�ñúù�ñ ö+ûüñ ò�ô/ñ ò6ê
¨ � ��� �X�@¤ ��� ä*� �{�jµ �������{� x � ��� y �@ [��� �P� �f�£�� £� ´  [� ¬ ��� � �aý ´ �[�a�-�����k� § � �=� �£���@�b�{� �7�E¬ �   ��@���!þtÿ Ò��jÐzÑÄ¡��������2¢�� ���{��� ¤ ���a� â � �Q� ��� �Z�«�a� ���[� � � � � � ����� �k� � � �[��µ �������{� x � ��� y �X�«¤ �{��@ [��� �P� ���[�{ [� ´  [� ¬ ��� � �@� � �{��� ¬�� �����{� ´  £� ¬ ��� � �{�����@� x efijp2CPO�D 4 >@D�C*:=?BA�C*ef<»:Td ���£� ´  £� ¬ ��� � ��@��� y ä{� ���k�������\ � ��� �B´ �[��� µ\�{����� x �X�I� å �����P���k� ��� �&� �����[�� £� ´  £� ¬ ��� � �Pæ � �[�Z���£��� µ\���a��� y �� ���a� ¬ � � � ����� ¬ ´  [� ¬ �{� � ���@� x ���[� ´  £� ¬ ��� � �@��� y ���{� � � �$ä�� ���v���a���x � ������� ����� � ä{� ����@��� �v�P� �£�����{����� ´  £� ¬ ��� � �{�G�@��� x �@���P� ���{� �v�P� �[���a����� ´  £� ¬ ��� � ���@��� y ä�� ��� � �£� � �{� � ���k����� �¨ �£�b���	�����[�{�v��� ��� �v�X�   ¤ �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼��Mí}î ¨ �£�b���	�����[�{�v���b�¡»�2¢

x
� �a� y � �[�a� ½B¹qÂ�¸}ÅIÆM��XÅ«ÆBÇ ¸»½ :≡ x ∼ y :≡ ∃f f : x

bij.
−→ y

�
¡q¤¥¢

x Æ�ÉaÇ�Æ�� ÅIÆ�±{Ç�Â�¼
±!º�¸»Â;Á��Å«ÆMÇ�¸»½��¥Â�¸qÇ6���B¼ y :≡ x � y :≡ ∃f f : x
inj.
−→ y

�
µ � � ä ���£� �  [�{� �P�2� ���[� � �@ [���{������� ´ �[�@��� �k�P�X�«�=� �{�\�@��� ∼ � ��� � �
� Â �!� É��Mí�Þúï ?X<QC*D�ñ�ò�d�C*S <5C*?cA@:WC zuHISôd�C*?BA�C*?�y�e2UPU�>�d�C*?BK3 > 6

∼
:[U*<bC*:=?/C&û(ö�ef:=gI>@S[C*?�ü�DEC*ST>@<»:WHI? >@eJz

V 835476
∀x, y (x ∼ y → (x � y ∧ y � x)) 83 N 6
�
:[U*<�DEC��(CH%�:=gIK

∀x x � x 83 A 6
�
:[U*<�<}Dk>@?aU*:=<»:=gIK

∀x, y, z ((x � y ∧ y � z)→ x � z) 83 C 6
∀x, y (x ⊆ y → x � y) 8¨ �£�
�{� �s� � � ���$�£� �E� � � �£�B��� �����@���P� ���[��� ¬ @� � � � �a������� ¡»¤¥¢ ���[  �u� þtÿ Ò��jÐWÑ�ª@�8� �{� � ���£���s��� ¬ �{� �H��k� �v� �P� ���a�������{� ¬$�f�E� ���a��� ��ãf���x�&��ÑjÒ
�����¥�©Ò�� ��¡ ��� �P� á Ë�¬ � �@� � �@�k�"ä�� ���[� � �{� � ��� �P¢�� � ª � �i�!��å��

" c�\F?4fD?$#&%('¦J�¸�A]E	EHG)�*,+.-0/ ¶d,21 - 9;: 243 - ¶$:®<4365�A73aAFE98;:68DJ�KML)�F�]?�<&UDAFE=3DA]E�G?>�BDJ » {DQY\Fegf�S�L)@iE98	G�BjvC[YP�`a\FPDN"`a?4Q1V�fD\F�]XCc�X	¸DfD\F?�J�wjQgegf�m)X	�]X	=�\F?PD^�`A@zPD^�c�[R=	?HcYegfD\degf	[Y?M\F^�V�\dcRLZPD^�`CBjX�N cRXn¢ \F?z`D?4Q|~L)[RfD?HNiLn[R\F�«\F^®|®{D^�egf�?4^�J�KML)�F�]?	J�ªb?4QY�]\F^�PD^�`EDW¬)[R[R\F^D=�?H^�rEHG�I�EtV�QRX	NqX�[R\FX�^ \]^FDW¬)[R[R\F^D=�?H^ @�?4\�G}¶ /;HI- 9�3 P�^�` +.-0/ ¶d, ³ /?- ¶$:¨rjEHG	I�U�KML)@D\F�F\l[gLn[R\FX�^£\F^ KML)�F�]?	r EHG	I�UJ<�EHG	I;:V�QR\FknLn[g`aX��H?4^C[HrxEHG	I;:q²�?H\l[Y?4Qz`a?4QMNiLn[Rf�?4NiLn[Y\FcYegfD?4^K@z�FL	cRcR?/`a?HcM?4Qgc�[R?4^�`a?4Pa[gcRegf�?4^�v&?HNZ\]^�L�QYcjy>{DQ�L¨?4Qgc�\degfD?4QYPD^D=Cc�pNZL)[RfD?HNiLn[R\F�Z\]^2DW¬)[R[R\F^D=�?H^�r�E�GDE	EL)PNM	?4QYX�Qg`a?4^C[Y�]\degfD?4Q¨V�QRX�y>?HcYc�X	Q¨y>{DQjvC[YL)[R\dc�[Y\]�Z\F^CDW¬�[�[R\F^D=	?4^�r�EHG�E98/°M\]QY?4�C[YX�Qo`D?Hck�X�^O\]fDN"=	?4=	QR{D^�`a?�[Y?4^/§©^�c�[R\][RPD[Yc1y>{DQ8NiLn[Rf�?4NiLn[Y\FcYegfD?bv&[YLn[Y\Fc�[R\F��r&EHG?3DE�X�Qg`a?H^	[Y�]\degfD?HQ V�QYX)y>?�cRcRX�Q y>{DQOL¨?4Qgc�\degfD?4QYPD^D=Cc�pNZL)[RfD?HNiLn[R\F�®PD^�`�NiLn[YfD?4NiLn[Y\FcYegfD?ZvC[YL)[R\dc�[Y\]��L�^�`a?HQWh^D\Fk�?4QgcR\l[gmn[PDW¬)[�[Y\]^�=�?4^ rxE�G�U	UQL\dc�\][R\F^D=�V�QYX)y>?�cRcRX�QWL)^�`D?4Q¥oX��FPDNO@D\dLnp©hj^�\]k	?4Qgc�\][Ym)[ ¡ ?4¢ ��X	QR��r¨E�G�U�BARMQg`a\]^�L)QY\]P�cMy>{DQ/ªb\FX�NZ?�[YQR\F?�AS1 - 9;:12�3 - ¶$: ^D\FNZN/[}cYegfDX�^uL)�dcPDW�&Nq^�Lnpc�\dL�c�[M\F^�KML)�F�]?qL)N±v&?4NZ\F^�L)Q�T* :;3�719�cj[Y?4\F��J;cR\]?HfD?}KML)PD¸D[�[R?4Ø&[HA ¡ L	egf�cR?4\F^D?4QW°\dcRcR?4QR[YL)[R\FX�^~k	?4QY�]?H=)[�1 - 9;:12�3 - ¶$:c�?H\]^�wQR@�?4\][YcR=�?H@D\F?�[zk�X�^~`D?4Qz|®?4^D=	?4^D�F?4f�QR?/f�\]^��4PDQW¸DQgL)�C[R\dcRegf�?4^~|~L)[RfD?HNZL)[R\F��A�s�QzPD^C[Y?4Qgc�P�egfC[ML�P�egf�L�PNM�?HQRNiLnp[RfD?HNZL)[R\dcRegf�?/¯DQgL)=�?H^ º §©Nî·	L�fDQR?ZE�G?3,5Z?H^	[g`a?Heg�C[j?HQ`a?4^AL¨?HQR?HQR@�PD^D=	cRNZ?Hegf�L�^D\dc�N}P�cT`a?4Qªb�FPa[R=	QRP�¸D¸�?H^®w/J�ª PD^�`IDA
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�{�[���{� Ì � � �{� � ���[� � ��������� ¬$�a�E� �����£� þtÿ Ò��jÐzÑ���� � ¬ �[� � �b�[� ß��  £ [�����@� �M´~�Q�s� �� £��� �P��ä �{� � �£� � � �� ���k��� ¬!¬j�CWZÑjÒ
���YX[Z]\Ñ.^`_
��Ñ��a� �{�[���{� Ì � � ��� � ���{� �v�a�P� �/���{� � ����� �P� � � �  [�{� �@�a�=� ��� �7�u�
ê ÉaÇ�ëb�Mí[¾ ® ê ÉaÇ�ëà�o�B¼ ø ÉX¼MÇ&���!c Ý Â��«¼�±{Ç�Â�¸»¼~² ï ?X<5C*D�ñ~òðd@:=S < ∀x, y ((x � y ∧ y � x) −→
x ∼ y) 8�(�X���B�=���;´�� ���{� § � �(ä�� ä ���£����� � � ��� ���[  �¡�� ¢

∀a, b, c ((a ⊆ b ∧ b ⊆ c ∧ a ∼ c) −→ b ∼ c).

� �[��� � � ���\� ª@¬  [� �P� f : x
inj.
−→ y

� ��� g: y inj.
−→x � � �!���£  � g ◦ f [x] ⊆ g[y] ⊆ x

� ��� x ∼ g ◦ f [x] ��s�@�Z� �{����� ¡4� ¢��@�a� x ∼ g[y]
�q§�� � ������� g �[� � �{ � �£�;� �k� � � �7� g: y bij.

−→ g[y] � �   � � y ∼ g[y]
��â&���

x ∼ g[y]
� ��� y ∼ g[y]

� �� £� � x ∼ y
�

�(�X���B�=� �@��� ¡4� ¢J��� �{� f : c
bij.
−→ a

� ��� d � �{�Z����� â�¤a�v�P�   �8� �@��� c \ b
� � � ��� f � �   � � d =⋃

n<ω f
n[c \ b] � � � ¤ ��� ���£� �¥� �� � �[�@����� � �@ [��� (f n | n < ω) �v�{ � � � �T�������X���[�{� � � �7� � � � �P� f 0 :≡

id � c
� ��� f n+1 :≡ f ◦ f n � � �£� � � â�¤a¤ �[ £� � ��� �a� ¨ ���@��� ran(f) ⊆ a ���[  �'

&

$

%

'

&

$

%

'
&

$
%��

��
� c

� b
� a

�
⋃
n<ω f [f n[c \ b]]

c \ b

¯^·�·"¸»¹}º�°�¼�½ed�À ëè°M� Ý Â;�$Â�¸»±u���M¼f�Mí£¾
¡
∗
¢

d = (c \ b) +
⋃

n<ω

f [f n[c \ b]]

︸ ︷︷ ︸
⊆a⊆b

� � g

� �	�X���£���k� g � � � �P�
g(u) :≡

{
f(u),

�»�  £  � u ∈ d
u,

�»�  [  � u ∈ c \ d �
)h)9i 9;: 243kjVl�m�9�n�o - 9�<43?>aAFE�E	A]E=865�E	J	|~L�^D^DfD?H\]N�<�EHBDA BDAFEHG	I?3DJ?@�L)QY�dc�QYPDfD?¤SovC[YP�`a\FPDN `a?4Qj|~L)[RfD?HNiLn[R\F�_PD^�`�`D?4QV�f&�&cR\F�®\]^6Kj?H\F`a?H�]@�?4QY=�J�P�A LDA�@�?4\[po.qo�´_¶>0srO3�3�7tG - 2�2 - <43?3aA 5�AFE98�E�E�JI@¬	^D\]=Cc�@�?4QY=,<!5�A 8DAFE98!:J5�Ja|®{�^�egfD?4^�S�JOuq.Vv2�3	*,wyx�7 HI- 9�3�³i¶$9Vl�mqm 7�z;z�<�EJ3aA UDAFE98?365�J!@¬	^D\F=	cR@�?HQR=6<�EJ:aA]E�IDAFE98?8?:&J)ªb?4QY�F\]^�SoPD^�`~³Z* 9 /2+ 9 - ¶{m - 9;9|w 71:}1z.�:Vv2 - : <43?>aA 8DAFEJ:nG�E�JS@MX�QY@�L	egf!<�3(8DAFE�E�AFE98	B�IaJ�ªbX�^D^�S�rTE98	B?3�V�QYX�NZX)[Y\]X	^�J8`DL)^D^ ¢o?H\l[Y?4QY?�vC[YP�`a\F?4^ \]^~@¬	^D\]=Cc�@�?4QY=~@D\dcE98�B(5�rxKL)@�\]�F\l[gLn[Y\]X	^ \F^ » {�QR\degf�J8`DL)^�L	egf L)�dcZ²�?HfDQR?HQ}\F^£V¨y>X�QY�4fD?H\]NúP�^�` ªTL�`D?4^ap©ªTL�`a?H^�rxL�@ E=8;:nB~X�Qg`a?4^C[R�F\degfD?4QV�QRX�y>?HcYc�X	Q�y>{DQ wQR\][RfDNZ?4[R\F��J��1QR\F=�X	^DX�NZ?4[RQY\]?jP�^�`_fD¬	fD?4QY?Mw^�L)�F�ac�\dcbL)^«`a?HQ]� K�@�L�QR�dc�QYPDfD?	A)¼àm)f�QR?H^�`«cR?4\F^D?4Q » ?H\l[L)�dc�²�?HfDQY?4Q�@�?HcYegf�m)y$[R\F=)[bcR\degf�1 - 9;: 243 - ¶$:�f�L)P�¸a[YcYm�egfD�F\degfiNq\][ L)QY\l[YfDNZ?�[R\dcYegfD?4^�JCL)^�L��]�C[Y\FcYegfD?4^iP�^�`_L)�F=�?H@DQgL)\dcRegfD?H^¯DQgL)=�?�c�[Y?4�F�]P�^D=�?H^�r)\F^«c�?H\]^�?jV�QYX)y>?HcYcRX�QY?4^D�H?4\][¨yÄL)�F�]?H^«`DL)^�^iPDNqyÄL)^D=	QR?H\FegfD?Mhj^C[R?HQYcRP�egf&PD^D=	?4^Z�4PDQbL)�F=�?H@DQYL�\FcYegfD?H^Z² X)p=�\F��A) � °ML	cjv&�&NO@�X��

+
@�?4�H?4\degfD^D?4[jfD\]?HQ`a\F?`L¨?4QY?4\F^D\]=	PD^D=i`a\dc���P�^D�C[R?4QM|®?4^D=	?4^�A
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¨ �£� ä �{�[���{� g: c bij.
−→ b � �s�@� ¡4� ¢�¤ � � �{� �7�u�Xâ��a��¡ ∗ ¢�� �@ [� ��ä�� � ª@�P���k� g: c→ b

�X� �£� �X� �� � �£��� g � �7��£� � �� � �£�B��� � g � d
� ��� g � c \ d �£� � �� � �T��� �X� �� � �£�����{� ¬ � � ��� �©�k� �� � � ¬ú¨ �{� � � ¤ �{�v�{� �P� � �[��� �� �[� �X� �� � �[��� g � �k���k� � � �{ � �£� � � ¬ �a�[� ��ä�� � � � ���/�T� ã �[���k� v ∈ b �M¦Q�k� v ∈ b \ d ⊆ c \ d

� ��� �k�
v = g(v) ��� �7� v ∈ b ∩ d � � �!� ã � �k� �[�{� � ���£� u ∈ c \ b ¬ � �

v = f n+1(u) = f(f n(u)︸ ︷︷ ︸
≡:u′∈d

).

â   � ��� �7� v = g(u′)
�¥¦ � ¤ ���£����� � ª  £ [���V���£  �,� � ¬ � � v ∈ ran(g) �¥� �ô��� � g � �k�&�v� � � �� � �£� �/���@¬ � � � �7�¡�� ¢s¤ � � �[� � �{� � ç ��� ¡4�I¢

� �[� � �@���k�@�� [  �k�Eª �����£� � ����� Ì � � �{� � ��� ���a�«�vä � � �@��� þtÿ Ò��jÐWÑb�k�&��ÑjÒ
�����¥�©Ò�� ³�´��

éqêh� ûüñ]�S�S��ò�ô óP�/ò û��/÷8ø��1ö�ô��/ñ öa�1ñ òuê
� �[� �¥�@¬ �[ £�[�_�a��� ∼ � é çè� �£� �  £��� ä è  �@�k� ����� �k� ���£��� �«�v§ �v £� �P� �{� �
� � �@¬ � � ��� �q§ �iá�� ��� ��� � � � �{� �v�P� ��� �� � �����{� ¤ ����µ �������{� �Xâ  £ [�{�v���£��� �s� �[���V���£� ∼ � é ç�� �£� �  [�{� ä è  �@�v� ���V� � �a� � �P�2� � ¶Z  �@�v� ��� �{� �(� �[� � � �� �k� ¤  [� ¬ú�_ª �v�!����  ���k� � � �{��� � �[� �@�a�_� ���a��� ∼ � é çè� �T� �  [�{� ä è  �«�v� �!���£�õå �@��� ��� ä ��� �P� ��� � � � æ Ê ¤1�� �{ ���   ��� � � � ª@� ��� �P� � � ��� ���£� � �{��¶�  �@�v� � �@�a�k�sª@�  [�{�- � ��� � ��� ��´ �[� ä{� ��� � � ��� �k� ¤  £� ¬ � �k� �k���«�a� �� ���a� � �£���@��� �k���P� �{���oáZ� ��� ��� ����� µ\�{�����{� ä{� ���{�v�� £��� �P� ��� ��¨ �[� � �� £ [���/�f� ��� ���[��áZ� ��� �{�������� � ä*� �{��µ\���a�����õ���{�v�� £��� �P�è¤X� � � �[�a����� ��� �   � � �q§ ��µ\�����@��� x � �a� y �k� � �v� x � y �����{� y � x�@�[  ���~� �£� � � �k� � � ���a� � �[�!� � � ñ~ò ����� �@���v� � �vä ���/�_� � �a� ��� �P�è� ���{� �¥�  [  �~� �£� ß �[� ä{� � �@��¬ � ��� �â&���k�s�@�   �Iã �[� ¬ � �   ���k��� � � �{�v� � �k� ¤  £� ¬ � � ����� �P�!¬ � � ���£��� ¬ ���P�   � � �2��� � ª@¬  [� �P� �[� ñ�ò ø � �@�P�Uf���W� ���a��µ ������� ¤ � � �� � �T� �@�a� ���£���«Ê��v���£� �   äu�@�   �@¤ ��� ¤ �[ £��� �~� ���k�����  � ����� �X�«¤ �{� � �£� ���£����� � ��� �E��{�[���{�� � ������� �v�P� �{� � � � � ª«� ��� �E� � � ��� �q§ � � ����� ∼ � é çè� �£� �  £��� ä è  �@�k� � [x]∼ �f� ª@¬  [� �P� ���£��è [�{�[� �7� �
Ê��k���[� �   äu�«�  W�����[� ä{� [x]∼ ��� ��� � � � � ���G � �a����� � �������k��� � ��� �E��� � ä{� ���&µ\�{������� ��� ��� ��� ¬ ª�� �£��@���k�� [�{� �P� �{���M�£����� ¬ � �£�&�a�[�������-�{� �E�v� �v� �P� �������{� ∼ � é çè� �T� �  [��� ä è  �@�k� �{� ä�� �@�����k����� � ��� Ê��v�a� �� �   ä��@�  [�k� � � ª@� �{� �P� � � �{�c�@���k�� [�{� �P� �{� � � # � ¸��;±�Â2Ç�ë2Â�¼ º�Âf±�Æ�ÉX¹q·ú���M¼Ã¼/°
¼ ÉX¼ ñ~ò ø ����� ÉX°�±@í¦Q¬�� � �P�2� �a���,� ¤ ��� ��� ¬ �@�P�2� �{��� ¤ �{�v £��� � �a����� ���	�����[�{�v��� � �[�	�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼��Mí�d � �[� Ê��v���£� �   ä��@�   x :≡ card(x) :≡ min ([x]∼ ∩ On) = min{α | x ∼ α}� ��� �«� ���[�ZÈ É8�Iº
¸»¼�É�¹}¸=Ç�aÇ������{� �«���P� Á�XÅIÆMÇ ¸q½��¥Âf¸=Ç����@� x �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼��Mí�� ¡»�2¢ó¨ �[�b�����X���£���v�{�T� α � �7� ���£����È\É8�Iº�¸}¼�ÉX¹që2ÉXÆ
¹ :≡ ∃x x = α

�
¡q¤¥¢Ü� �[��¶�  �@�k� � Cd :≡ {α |α � �7� ���£���Z¶ � �v���£� �   äu�@�   } � �k� ���£��È;¹qÉX±u±�Âjº�Â���È É8�Iº
¸»¼�ÉX¹»ë2É�Æ
¹qÂ�¼��

Card :≡ {α |α ∈ Cd ∧α ≥ ω} � �k� ���£�ZÈ;¹qÉX±u±�Â;º�Â��^°�¼�Âf¼�º�¹}¸»Å«Æ�Â�¼È\Éx�«º�¸»¼�ÉX¹që2ÉXÆ�¹»Â�¼ �) � ��A ªMA
[1]

∼
⊇ {{Vα} |α ∈ On} /∈ V

A) ' hjN L)P�egf/\]^��[��`a?4^qªb?4=�QY\]Z`a?HQ�@�L)Qg`a\]^�L)�F�HL)f����4Pq`a?���^D\]?HQR?H^�J9�]k�?HQR�&�F?4\F^D?4QR[��oNiL)^}`a\]?
∼
p� ]¡CPD\FknL)�F?4^D�,¢,£¥¤,¦§¦�¨4Á�4P� ]¡CPD\FknL)�F?4^D�?©$¨4Á;ª;¨�Á�J�\F^�`a?HN NiL�^_NZ\l[

α(x) :≡ min{α | [x]
∼
∩Vα 6= ∅}

k�X�^
[x]

∼

{D@�?HQR=	?4fC[��HP
[x]

∼
∩V

α(x)

A°\F?HcR?Hc�L¨?HQ�yÄL�fDQY?4^q¢ \]Qg`qNZL�^�egfDNiL)���6jVl�7�3�3�c�� QY\deg�,� =�?4^�L)^D^C[�PD^�`qX�y$[oL)^D=	?4¢b?4^�`D?�[HJnP�N ?HegfC[Y?�@z�FL	cRcR?4^q\]^i|®?H^ap=�?4^ �4P�[YQYL�^�c�y>X�QYNq\F?4QY?4^ A1°M\]?�fD\F?4QZL)^D=	?4=	?4@�?4^D?�°?«��^D\][R\FX�^ =	?4fC[}�HPDQY{�eg�+L)Pay�¬/* :�*j�3 - ´ * 9�3�jVl�7 3�3"<>=�?H@�AE�E�AFEHI�A]E�G�U;3aJ�ªo?HQR�	?4�F?4�	Jx¥bLDA SZ<�E�G?>(>	S�J�k&=	��A�?4[�¢bL®`D\]?_s�\]^D�F?4\][RP�^D=��HP®#7%('z<>¸�A 8	S�A ¡ L)[R{DQY�F\Fegf+f�L)[O`a\F?HcR?4Q�@�L�QY`D\]^�L��lp�HL)f��]@�?4=	QR\]~¢o?H\l[gL)P�cT¢b?4^�\]=	?4Q L)^D=	?4^D?HfDNZ?zs�\]=	?4^�cYegf�L)y$[R?4^�L)�dc `a?HQj\]^E�[�b¿ �4PDQ]L¨?HQ�y>{D=	PD^D=ic�[R?4f�?4^�`a?	A
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¡ �&���{���� £� �P� � ¢ ¶ � �v�a�[� �   äu�@�  [��� ¤ � ä �{� �P� �a��� � �[�!� � �a��¬ � � ����� Ìs�a�P���k�E�@¤ �{� κ, λ, µ, ν � ¶ � �v�a� �� �   ä��@�  [�{� � �£���x����� � �������£� � �{���[���{�ÔÊ��v���£� �   ä��@�  £���������[���a� �P�2�!�@�a� ���£����è [�{�[���{�v�àÊ��v�a�[� �   äu�@�  ¤ � � �� � �£� �@¤ �@� ¤ �£ [��� �(� ���k�����  � �����{� �~¡R� ��  �P� �6Ê��k���[� �   äu�«�  [�{� � ���k����� ¬ � � �P�a¬��   �   � å÷�[��� � � �  [�
Ê��k���[� �   äu�«�  [�{��æ ¤ � ä �{� �P� ��� �u�ÿ¢$� �[� � � �!� ��� � �{� � ���v� �q� ��� �@¬ ��� �P�  [� � � �k�   �E�«� � §a¤ �{��¶ � �v���£� �   �ä��@�  £��� � �[�a� �£� � �� [���{����� ¬�� � ¬!¬��$ä{���E�«¬ ¬ �����@� �k� �� £  �u�
� Â �!� É��Mí£ì L�U�d@:=S <WK3 > 6

α ∈ Cd ←→ ∀ β < α¬ β ∼ α 835476
α ∈ Cd ←→ α = α 83 N 6
α ∈ Card −→ Lim(α) 8�(�X���B�=���bä{�^¡»�2¢*� å ⇒ æ �a� ��� α = x

� á ª@¤ ��� � β < α
¬ � � β ∼ α � � � �sª �k� β ∼ x � ¬ ¨ �[���{� �v� � ���P�ä{�

α = min{γ | x ∼ γ}
�

å ⇐ æ ��´~� � �k� α = min{β |α ∼ β}
�

ä{�¿¡q¤¥¢*�¥� �[� �b� �� £� �  £��� �P�2�(�@�a�j¡»�2¢*�ä{�¿¡q��¢J��¨ ª �v� α = β + 1 � � � �sª �v��� � � �P�

f(γ) :≡

{
γ + 1,

�»�  [  � γ ∈ ω
γ,

�»�  [  � ω ≤ γ < β
0,

�»�  [  � γ = β

�{�[��� Ì � � �� � �£��� f :α
bij.
−→ β �����@� ¤ ��� �¥� �£� �b� �[�a��� �k� �v� �P�2�$¡»�2¢*����@¬ � � � �7� � �@��� � ¬!¬��$¤ � � �£� � ��� � ³�´��

� �[� â��a�v�E� �����õ��� � � ª@�P���k� ��� � � ¬!¬��@��� � �vä �{�þ���£��¶ � �v�a�[� �  £� �Eª«� �{�\���@� ä*� �{��µ\���a�����c�[�s���{� �¤ �[��� � ��� ¬ � � ����� ´"ã � �7� ��� ä �@��� â&¤�¤ �£ [� � �a����� ä{� � �v�P� �{�;���£� � ���;µ\�����@��� �
� Â �!� É��Mí�� ��C*:WC*?

x, y ∈ V 8�¯ >@?X?Vd@:=S <WK3 > 6
x = y ←→ x ∼ y 835476 ¯ :WC~zuHISôd�C*?BA�C*?Vy�e2UPU�>�d�C*?\U*:=?BA^o2ö�e�:=gI>@S[C*?X<3 : 6

x ≤ y 83 :=: 6
∃f f : x

inj.
−→ y

l�A 8 O 8 l x � y 83 :=:=: 6
∃f f : y

surj.
−→x 8�(�X���B�=���\ä�� ¡}�2¢J� å ⇒ æ ��´~� ���[  � x ∼ x = y ∼ y � �   � � x ∼ y

� �����{�;���{�,©
� � � � � � �T�f� �Pª«� ����� ∼ �å ⇐ æ �u´~� � �7� x ∼ y �� £��� �P�2� ��� � �[� ¬ � � [x]∼ = [y]∼ � �   � � x = min ([x]∼ ∩On) = min ([y]∼ ∩ On) =
y
�
ä{�¿¡q¤¥¢*� å ¡ � ¢ ⇒ ¡ �£� ¢ æ � � �{� g: x bij.

−→x
� ��� h: y bij.

−→ y
�¨� � �Eä � f :≡ h ◦ g

�X��� ��� � �k� f : x
inj.
−→ y

�
å ¡ �£� ¢ ⇒ ¡ �[�£� ¢ æ � � ��� g: x inj.

−→ y
�¥¦Q�k�

x = ∅ � � �^� �7� ∅: y surj.−→x
�b� �{� �   � � x 6= ∅ ����� �@��� �@� � � �Eä*�u� � � �Eä �

a :≡ ran(g)
� ��� ���G� �k� g−1: a

bij.
−→ x � � �þ� ��� f :≡ g−1 � ¬ �¥�  [  a = y � �@� á�� �,§ � �k�P�2� � £��� �k� � �u��¦Q¬��B�  [  a 6= y

�_ª@�  [� ¬ � � ®v¯^ø�²(���£� v0 ∈ x
� ��� � � �vä �

f(u) :≡

{
g−1(u),

�»�  [  � u ∈ a
v0,

�»�  [  � u ∈ y \ a �
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��� ��� ���[  � f : y
surj.
−→x

�
å ¡ �£�[� ¢ ⇒ ¡ �£� ¢ æ �;� �{� g: y surj.−→x

��¨ �£�_�����X���[�{�v�{� f � ���X� ��� f � �{��� ¬ u ∈ x �{�[�F�(� ¤ �£ [�^���@� u � � � �{�
g
ä�� ���k����� �u��¡»´ �[� � ��  �P� � � � ã � �7� �[�{� � ��� � ran(g) = x � �k�u�ÿ¢�� �@� ¬ �  _��� �v�P� �£� �2� � �@��� �[� � �� £� � �

a :≡ {g−1[{u}] | u ∈ x} � �k� ���£���\µ\���a��� ����� � � ��� � � ��� �©�k� �� � �{�^µ �������{�������[� � �����{� ���{���� � � �{ � �£��� �Eª«� �@��� g �Eª«¬j�  £� �P� ��� �P�2�  [�{��� � �[�a� �¨� �{� h ���£��� â&���k�s�@�   �q� �� � �£��� �q§ � a �a�j�ô��� �f� � � �k�
h: a→ y

¬ � � h(z) ∈ z �q§ � �  [ £� z ∈ a �¥� ���X���£���v� f : x→ y � � � �P� f(u) :≡ h(g−1[{u}])
� µ � �� �[� �è�  £��� �P�2� ��� ��� f �[� � �{ � �£� � �7�u�

å ¡ �£� ¢ ⇒ ¡ � ¢ æ �t� ��� f : x
inj.
−→ y

�~� �{� g: y bij.
−→ y

�Z��� ����� �7� h :≡ g ◦ f : x
inj.
−→ y

�Z´~�c� �{� β :≡

otp(ran(h))
� ��� π: ran(h)

bij.
−→β

� �{� �����±° Ð ���jÐ ���0²"�Ä�Q¦Q� � ¬ ��� ��� � �v¬$���{�B¨ ���@��� ran(h) ⊆ y

� �k� β ≤ y � � �[� � �K³´³ ����� ���V� �k� h′ :≡ π ◦ h: x
g◦f=h
←→ ran(h)

π
←→β ���[�a� Ì � � �{ � �[�@������� x �@�a� β ��&�@�P�\� �	�X�a� � �£���^���@� x ¬$�8� � � ��� x ≤ β

� �{�[� �X��� � � �[����� � � � ����� β ≤ y � �k� � � �� [� � �[� � ��� �E�@¬j�� �@ [� � x ≤ y
�

���@¬ � � � �7� � �@��� � ¬!¬��$¤ � � �£� � ��� � ³�´��
ø����D�B¹}¹qÉ8�®�/í4µ L�U&d@:=S < α < β −→ α ≤ β 8� �[��¶�  �@�k� �����{�&¶ � �k���[� �   ä��@�  [�{�^� �7�,� � � �{�&���{�Q�����v�{�[���£� � ���$�@��� ©
�{�[  ¬ ���a����� �@¤ �@� �v�P�  [� �k� ���b�
� Â �!� É��Mí4¶ L�U�d@:=S <WK3 > 6

x ⊆ Cd −→
⋃
x ∈ Cd 835476

(x ⊆ Card ∧ x 6= ∅) −→
⋃
x ∈ Card 8�(�X���B�=��� ä��õ¡»�2¢*�è¨ �[� ä �{�[���{� ä�� � ª@�P���7� ��� ��� ⋃

x ���£���®Ê��k���[� �   äu�«�  X� �7�u����� ⋃
x ∈ V ���£  ��� ����a�[�,���£� ä �£����� � � � � � � � �T���{� ©����£  ¬ �������{������� On ���£�«Ê��k���[� �   ä��@�  [�{� � �[�a��� � �£� � �2³´³��2����� § � � � ��ä{�ä ���£�������¥� ��� ⋃

x
� � � � � � � �£��� �k�u��ß �[�{� ä�� � ã �[�{�v� u ∈ v ∈ ⋃

x
�M��� ���-� ã � �k� �[��� � ���[�a�6Ê��v�a�[� �   äu�@�  

α ∈ x
¬ � � u ∈ v ∈ α ����� α � � � � � � � �T� � �k� � � �� [� � u ∈ α � ��� � � ¬ � � u ∈ ⋃

x
��â   � ��� �k� ⋃

x ���£���
Ê��k���[� �   äu�«�   λ ��¨ �[� ä ���£����� λ ∈ Cd �X�£����� ¬Ù� �[� λ = λ � �@�P�2� �{� � �{� �ä{�
≥
�¥� �£� � � �7� è  � � �ä{�
≤
�1� ��� α < λ

�����@�P��� �	����� � �[��������� λ � ã � �7� �[�{� � � � �a�����£���&¶ � �v���£� �   ä��@�   κ ∈ x ¬ � � α < κ
�

¨ ���@��� κ ∈ x � �k� κ ≤ λ
�Xâ   � ���{�v��� ¤a�b� � �P� α < κ = κ ≤ λ

�
ä{� ¡»¤X¢*�M���@�P� ¡»�2¢ � �k� ⋃

x ∈ Cd
� ¨ �����{� x 6= ∅ � ã � �k� �£��� � κ ∈ x

�"��� ���¿���£  � κ ≥ ω
¡=� �{�����

x ⊆ Card
¢s� ��� κ ≤ ⋃

x
�Xâ   � ��� �k� ω ≤ ⋃

x
�

���@¬ � � � �7� � �@��� � ¬!¬��$¤ � � �£� � ��� � ³�´��
¨ �£�b � �a�����\� � � ¤ ���k��� �v� ��� � � �v� ��Ê��v�a�[� �   äu�@�  [��� �   � ¶ � �k���[� �   äu�«�  [�{���[���{� � ��� ä �[�{�v���b�
ê ÉaÇ�ëb�Mí}îq· L�U&d@:=S <WK3 > 6

ω ⊆ Cd 835476
ω ∈ Card 8�(�X���B�=���\ä�� ¡}�2¢J��¨ �[� ä ���[�@��� � � � �P�\¦ ��� �  � �[���V� �@�P� n < ω �¡�� ¢
∀m < n¬m ∼ n

�
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n = 0
�X� �£� � � �7� �  � � �

n = l + 1
�"â �����{��� ¬!¬ �{�G� �$�_ª �v� f :m

bij.
−→n

�q§ �����[� m < n
�
¨ �{����� n 6= 0 � �7� m 6= 0 �� � ��� ��� � � ã � �7� �£��� � ���[� k < ω

¬ � � m = k + 1
�/´~� � �k� k < l < n

� ���@��� m < n = l + 1
�¥¨ �[�� � � ��� �v�P� �{�[���{�-� � � ä*� �{� � ª  [ £���¸ >@S=S]¹ 8 f(k) = l

��¦ �V���£� � � ¬ä�¥�  £ M� �k� f � k: k
bij.
−→ l � �_�@� ���{� ¦ ��� �  � �[��� � ����� �@���k� � �vä�� �a� � �[���{� ��k� �v� �P�2�u�¸ >@S=S»º 8 f(i0) = l

�q§ �,���[� i0 < k
�X��� � �P�

g(i) :≡

{
f(i),

�»�  [  � i < k � i 6= i0
f(k),

�»�  £  � i = i0

� �k� � � �������£��� Ì � � �� � �£��� g: k bij.
−→ l �����@� ¤ ����� �s�@� ���{� ¦ ��� �  � �[��� � ���@� �@���k� � �Eä�� ��� � �£����� �v� �k� �P�2�u�� � ¬ � � � �7� ¡4� ¢s� ���\� �@¬ � �,�@���P� ¡}��¢s¤ � � �[� � ��� �ä{�¡q¤¥¢*�M¨ �{�[  ω ⊆ Cd

� ��� Cd
� � � ���A���{�v���£���[� � �����@���þ©����£  ¬ �����@��� �@¤ �@� �v�P�  [� �k� ���þ� �7� � � �@ [� �¡q¤¥¢b�@���

¡}1�¢ ⋃
ω = ω

�
�(�X���B�=��� å ⊆ æ �1� ��� u ∈ ⋃

ω
����� �a�^� �7� u ∈ n �q§ ���{�[� n ∈ ω ����� ω � � � � � � � �T��� �7� � � �� [� ��� �[��� �@���

u ∈ ω
�

å ⊇æ �a¦Q�k� n ∈ ω � � �!� �7� n ∈ n+ 1 ∈ ω
� ��� ��� �v�X�   ¤ n ∈ ⋃

ω
� ç ��� ¡W12¢

���@¬ � � � �7� ����� �a�I�EäZ¤ � � �[� � ��� � ³�´��

éqê ¼ ½àò�¾�õ�ö�÷8ø�ñP¿EÀ�ù2Á.�/øtõ�ùCÀ�í8ñÂ�tòC¾ÄÃtù�ñTíOÀ�ù2ÁÅ�Oøtõ�ù2À�í8ñÚûüñ òtô/ñ ò6ê
¨ �£�������a�����¿�{�[��� µ\�{����� a �{���� [� �P� � � �����þ� � ���[�a�!� �«�E§ �k [� �P� � ���@�   n ��� ¤a� � � �\� ��� a ����� �«�
n
´  [� ¬ �{� � �\�{� �E�Xª   � � a � �k� �@¤�ä�ª@�   ¤X� ��� � ���a� a �� [�{� �P��¬ ª@�P�2� �£� ä�� ��µ\�{�����;�a���!� �«�E§ �v [� �P� ������«�  [�{� � �k� � � ��� §�¤ ��� �«¤�äuª@�   ¤X� �{� � ����� a � �����{�&�{���� [� �P� ��� �P�\�@¤�ä�ª@�   ¤X� �b� �7�u�

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼��Mí}î¥î � �{� a ∈ V �X� �	�����[�{�v�¡»�2¢
a � �k� Â�¼
º�¹»¸}ÅIÆ :≡ a < ω

�
¡q¤¥¢

a � �k� °�¼�Â�¼�º
¹»¸}ÅIÆ :≡ a ≥ ω
�

¡»�u¢
a � �7� É�·
ë��Æ
¹q·
Éx� :≡ a = ω

�
¡ � ¢ a � �k� Æ�� Å«Æ�±{Ç�Â�¼�±!Éa·
ë�XÆ�¹q·
É8� :≡ a ≤ ω

�
¡ � ¢ a � �7��Æ ·~Â�� É�·�ë�XÆ
¹q·�É8� :≡ a > ω

�
� Â �!� É��Mí»î1Þ ��C*:WC*?

a
ef?BA

b
C*?BAaS :WNPOXC�9cC*?�d�C*?-e�?BA CPU�U�C*:

x ∈ V 8�¯ >@?X?Vd@:=S <WK3 > 6 ¯ :WCb9þC*?�d�C*? a∪{x} ef?BA a∪ b U�HIr~:WC a∩ b e�?BA a× b U�HIr~:WC a\ b e�?BA P(a)
U*:=?BA!C*?BAaS :WNPO 8L�U�:[U*<

P(a) = 2a 835476 F!C*?X?Vd@:=S <
∀z(z ∈ a→ z

:[U*<,C*?BAaS :WNPO
)
l~U�H$U*:=?BA ⋃

a
e�?BA �

z∈a z
C*?BAaS :WNPO 83 N 6úù CvA�CVwBC*:=S i�C*?�d�C C*:=?/C*D$C*?BAaS :WNPOXC*?V9þC*?�d�CZ:[U*<bC*?BAaS :WNPO 8
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�(�X���B�=���\ä�� ¡}�2¢J�X¦Q�k�
x ∈ a � � ��� �k� a ∪ {x} = a < ω

��¦Q�k�
x /∈ a

� ��� f : a
bij.
−→ a � � �!� �7� � � � �P�

g(u) :≡

{
f(u),

�»�  £  � u ∈ a
a,

�»�  £  � u = x

�{�[��� Ì � � �� � �£��� ä{� � �v�P� �{� a ∪ {x} � ��� a + 1 ���{��� ¤ ���T� � �£��� �@���_� �� £� � a ∪ {x} ≤ a + 1 < ω
�

� �[� ´ ���� [� �P� @�{� � ���@� a ∪ b � �£�v�c� � � �P�þ¦ ��� �  � �[���þ� �@�P� b < ω
¤ � � �[� � �{�T� ¦Q�k� b = 0 � � � � �7�

b = ∅
� ��� a ∪ b = a � �k� ������ £� �P���B¦Q�k� b > 0 � � � �_ª@�  [� x0 ∈ b

�/��� ���;� �k� b \ {x0} < b
�o���«�P�¦ �a� �  � �£��� � �@��� �«���v� � �Eä{� ���-� �k� a ∪ (b \ {x0}) �{���� £� �P� � � �\� ��� � �@�P� �a� ¬ú¤ ���k��� �v�Z¤ � � �[� � �����{�

a ∪ b = (a ∪ (b \ {x0})) ∪ {x0} �{���� £� �P� � �7�u�� �[� ´ �a�� [� �P� @�{� � ����� a × b
� �£�v� � � � ��� Ì ��� �a�vä�� �a�¿��� �!¤ ���v�{� �v� ��� ä �{�[� � ��� � ¤ �{� �»�  £  � � � � �P�¦ �a� �  � �£���\� �@�P� b ¤ � � �[� � �{� ��Ì � �@�P�2� � a× ∅ = ∅

� ��� a× b = (a× (b \ {x0})) ∪ (a× {x0}) ��»�  [  � x0 ∈ b
�� �[� â&���v�v� ����� §�¤ �����a�[� ´ ���� £� �P� «��� � �����Z¶(� ¬!�  [� ¬ �{� �v¬ �{����� � ���õ����� �f�P� ��� �v�E¬ ���a��� � �� [�@����«��� ¡»��¢J�

� ¬ ���£� â��a�v�E� ��� §�¤ �{�����[�$¶ � �v���£� �  [� �Pª«� ���{� � � � ��� ä{¬ �{����� ä{�cä ���£�������/����� § � � � � ��� � � �P�c¦ � �� �  � �[�@� � �@�P� n < ω
ä{� �@���v�Ä� ä �£���k���T�¡�� ¢

P(n) = 2n
�

� �[� � � �k� �v� �P�è� �[� �q§ � n = 0
¡
P(0) = {∅}

¢*��¦Q¬ �B�  [  n = k+ 1 � �k� P(n) = P(k)∪ {u∪ {k} | u ∈

P(k)} � � ��� ¬ � � � �[� �2�  [��� �P�2� ��� ��� ���[�;µ\���a��� �@�a� ����� �v� �P�2� ��� � �{� � � ��� � =
��� ��� �P� ��� � ���[�¶ � �k���[� �  [� �Pª«� 2k + 2k = 2k+1 = 2n

�X�«���
ä{��¡q¤¥¢*�I��� � �P��¦ ��� �  � �[��� §�¤ ��� a � �� £� � ���[� ´ ���� £� �P� «��� � �@��� ⋃

a � ¦Q�k� a = 0 � � �&� �k� a =
⋃
a = ∅

�
¦Q�7�

a > 0 � � � � ��� x0 ∈ a
��´�� � �7� a \ {x0} < a

� ��� ⋃
a =

⋃
(a \ {x0}) ∪ x0 � �k��� �����{��a��� ¦ �a� �  � �£��� � �@��� �«���v� � �Eä{� ���V���£���E�����v�{�[���£� � �������@� ä{� ���
������ £� �P� �{� µ\�{�����{��� �   � �!� �@�P�ý¡»�2¢�{���� £� �P���� �[� â����k�E� �@� §a¤ �{� � z∈a z

� �� [� �s� �{�����
Ç
z∈a

z = {f | f : a→
⋃

a ∧ ∀z(z ∈ a→ f(z) ∈ z)} ⊆ P(a×
⋃

a)

�«��� ��� ¬ ¤ ���k��� �E�,¤ � � �[� � ���a��� � ��� ¡q��¢J�ä{�G¡»�u¢*� � ��� u ⊆ a
����� � �P� ���[� ¦ ��è  ��� �[���-� �k� � � ��� �{�[��� �[� � �{ � �£�@� �X� �� � �£��� u inj.

−→ a ���{��� ¤ ��� �â   � �!� �k� u ≤ a < ω
�

���@¬ � � � �7� � �@��� � ¬!¬��$¤ � � �£� � ��� � ³�´��
¨ �£� �P�X� � �  � �{�v� � �[�{�v�{�Ä���[� ´ �a�� [� �P� @�{� � �{�[���{�Vµ\�{����� a � � � �P� â����k�E� ���{� §�¤ �{�^���{� �/���E�@¬+�¬ ��� �X� ��� ä*� � �k�P� ���x���{� ¦ � � �{ � �£��� �Pª«� � ���x���{� �f� � � �� � �£��� �Eª«� �@��� â&¤�¤ �[ £� � ���@��� a → a

��¨ �[�¤ ���@�[�����{� ¬ � � ��� ¬��&�@�P�2� �{� � ��� �Q� �����a�[���{� Ì �����£��� � ���@���T�
ê ÉaÇ�ëb�Mí}î�¾ L�U&d�C*S <QC�ñ�ò 8 ��C*: a ∈ V C*?BAaS :WNPO 8�¯ >@?X?Vd@:=S <÷K3 > 6
∀ f (f : a

inj.
−→ a −→ f : a

surj.
−→ a) 8»È ? F!HIDJ<QC*?BK ù CvA�C È ?utuCPpI<»:WHI?-g@HI? a :=? a :[U*<~U*efD=tuCPpI<»:=g 8
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35476
∀ f (f : a

surj.
−→ a −→ f : a

inj.
−→ a) 8»È ? F!HIDJ<QC*?BK ù CvA�C~�¥efD=tuCPpI<»:WHI?-g@HI? a >@eJz a :[U*<�:=?utuCPpI<»:=g 8�(�X���B�=���\ä�� ¡}�2¢J� Ê � ´b��� ��� a = n < ω

��¨ �[� ¤ � � ��� � ��� ¡}�2¢ � � � �P�\¦ ��� �  � �£��� � �@�P� n �
n = 0

��¦ � ���[� � � ¬��B�  [ /� �k� f = ∅: ∅ → ∅ � �   � ��� �k� f �v� � � �� � �£� �
n = k + 1

�"â �������a� ¬ ¬ ���/� f � �k� ��� �P�2���v� � � �� � �T� �"¨ �[�$ � �����{� � � ���x� � ´b�~� ����� ��¬ ����� � ���
k /∈ ran(f) � �7�u�M¡»â � � ��� �k� �{� �_ª«�  [� k0 ∈ n \ ran(f)

� ���^��� � � §�¤ ��������� f ä�� f ′ �è� �«��� �[� � �� £� ��a�	�X���£��� � � �k� �
f ′(i) :≡

{
f(i),

�»�  £  � f(i) 6= k
k0,

�»�  £  � f(i) = k
�

��� �������£  � f ′:n inj.
−→n

� ����� � � �k� k /∈ ran(f ′)
�ÿ¢}�(� ��� �7� f � k: k

inj.
−→ k � �   � �$� �«�P��¦ ��� �  � �£��� ����@��� �«���v� � �Eä{� ��� ran(f � k) = k

� ¨ �����{� k /∈ ran(f) � �k� f(k) < k � �   � � f(k) ∈ ran(f � k)
�

� � ¬ � � � ã � �7� �[�{� � ���[� l < k
¬ � � f(k) = f(l)

�M� �[� ��� �[�a��� �k� �v� �P�2� ����� ¦ � � �� � �£��� �Eª«� �@��� f �Bâ   � �¬j�8�
f �a� �P� �v� � � �� � �T� � �{�[� �ä{�þ¡»¤¥¢J�a¨ �[�_�a� ��¬ ��� � �[�{�����b� � ´b� a = n ∈ ω

� � � ��� ¤ � � �{� � ��� ¡»¤¥¢ � � � �P� ¦ ��� �  � �£���V� �@�P� n �
n = 0

�X��� �a�\� �k� f = ∅
� ��� �[� � �� � �T� �

n = 1
� � �£�����[� ä �[�@� â�¤�¤ �[ [� � ���^���@� 1 = {0}

�@�a�
1 � �k� �a�[� ¦ ���{� � � �Eª«� ���a�[� � ��� �7� �[� � �{ � �£� � ����k� � � �{ � �£� �

n = k + 1
¬ � � k ≥ 1

��â �����{��� ¬!¬ �{��� f � �k� ��� �P�2� �[� � �{ � �£� ��¨ �[� ¬ �f���Ä� ä �£���k��� f � �£� � �@ [� � �� �	�X���£���k� f ′:n→ n � � � �P�

f ′(i) :≡




f(i),

�»�  £  � f(i) /∈ {f(k), k}
f(k),

�»�  [  � f(i) = k
k,

�»�  £  � f(i) = f(k)
�

��� ��� � �k� f ′(k) = k � � ��� ¬ � � f � �k���@���P� f ′ ��� �P�è� �[� � �� � �T� �~¦Q�7� f ′(l) 6= k
�q§ � l < k � � �

� �k� f ′ � k: k surj.−→ k
� ���õ��� �P�2� �[� � �{ � �£� ��� �[� ��� �£����� �v� �k� �P�2� ����� ¦ �a� �  � �£��� � �@��� �«���v� � �Eä{� ��� ��¦Q�7�

f ′(l) = k
�q§ �$�{�[� l < k � � �"� ã �[�{�v��� � �£� � ��  �P� � � l � ��� �q§�� �v�{� �a�[� � �� £�����a��� µ\�������X �«� �[���� � � �P� � � ���X���£���v� f ′′:n→ n � � � �P�

f ′′(i) :≡




f ′(i),

�»�  [  � i 6= k
� ��� f ′(i) 6= k

0,
�»�  [  � i 6= k

� ��� f ′(i) = k
f ′(k),

�»�  [  � i = k
�

��� ��� � �7� f ′′ �v� � � �� � �£�B� f ′′(i) < k
�q§ � i < k

� ��� f ′′(l) = 0
� � � �[� f ′′(k) = k

�M� �[� �¥� �� � �[�@�
f ′′ � k � �k� �a� �P�2� �[� � �� � �T�o�Å� ¬ ���£� ��ä{� � � � ��� �sª@�  [� i0 < n

¬ � � f ′(i0) = 0
�/��� ��� � �7� i0 < k� ��� i0 6= l

� �����{� f ′(l) = f ′(k) = k > 0
� â&��� ����� � �	�X��� � �£���¿����� f ′′ � �� £� � f ′′(i0) = 0

�â �����{�v��� � �{� �E� � �7�V�@���P� f ′′(l) = 0 � �   � � f ′′ � k ��� �P�è� �£� � �� � �£� �_â��a� �a� ¬ ¤ � �v� �{� §�¤ ��� f ′′
�@� �E� � � �{� � �� £� �,�@¤ ��� f ′′ � k: k surj.

−→ k
�¥� �£� �b� �[�a��� �k� �v� �P�2� �a��� ¦ ��� �  � �[��� � ����� �@���k� � �vä�� �a� ����@¬ � � � �7� ����� �a�I�EäZ¤ � � �[� � ��� � ³�´��

�(� � ��� ñ~ò ø  � �����{� � �[� �«���P� �a�[�E� ¬ @� � � � ��� �a� �  [� �vä{� ��� �a�«�vä � �(¤ � � ��� � ���T�
ê ÉaÇ�ëb�Mí}î�d ��C*:

a ∈ V
e�?/C*?BAaS :WNPO 8�¯ >@?X?�d@:=S <÷K
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3 > 6
∃f f :ω

inj.
−→ a 835476

∃f (f : a
inj.
−→ a ∧ ¬ f : a

surj.
−→ a) 83 N 6

∃f (f : a
surj.
−→ a ∧ ¬ f : a

inj.
−→ a) 8�(�X���B�=���cä��ý¡»�2¢*�B� �£�É�(�������a [� �P� @��� � �@��� a � ¬ �  £� ä �[��� � ω ≤ a

� ���;���[� � � �&ä �£� �2� ω � a � �@�P�� � �P���¥� �[� �b� �£�v�V����� � ���Z�[� ¡»�2¢s¤ � �X�@���f� � ���ä{�¿¡q¤¥¢ � ¡q��¢i� �{� κ :≡ a
��¨ �£�b � ���a���;� �ÿ´b� a = κ

� ���a� ��¬ ��� ��¨ ���@��� κ ≥ ω � �k� � � � �P�

f(α) :≡

{
α+ 1,

�»�  £  � α < ω
α,

� ��� �k� �
�{�[��� ¦ � � �{ � �[�@�V�@��� a �@�a� a ���{��� ¤ ���/�X���[����� �P�2�&�k� � � �{ � �£�^� �k�,� ���\� � � �P�

g(α) :≡

{ 0,
�»�  £  � α = 0 �����{� α = 1

α− 1,
�»�  £  � 1 < α < ω

α,
� ��� �k� �

� �k� �{�[��� �f� � � �� � �£��������� a �«�a� a ������� ¤ �{���X���£����� �P�2� �[� � �{ � �£��� �7�u����@¬ � � � �7� ����� �a�I�EäZ¤ � � �[� � ��� � ³�´��
¦ � � ��� �E�@¬j�(�X�«¤ �{� � �£� �   � � � � � ��� ñ�ò ø � �«�,� �@ [���{����� � � �v�   �P�I� �
ê ÉaÇ�ëb�Mí}îS� ��C*:

a ∈ V 8�¯ >@?X?\U*:=?BA(zuHISôd�C*?BA�C&y�e2UPU�>�d�C*?õo2ö�e�:=gI>@S[C*?X<÷K3 : 6
a
:[U*<,C*?BAaS :WNPO 83 :=: 6
∀ f (f : a

inj.
−→ a −→ f : a

surj.
−→ a) 83 :=:=: 6

∀ f(f : a
surj.
−→ a −→ f : a

inj.
−→ a) 8

Ý Â � Â��D� °�¼�½Ê�Mí}î�ì � �£� � ��� �f�«�Eä ��� ¬ � �@ [� �P�2� � � �B����� Ì �����k���õ���{�&�{���� £� �P� �{�õµ\���a��� � � ��� Ì � �ä{� � �@�a� ¶ � �k���[� �   ä��@�  [�{� ä{� ���	�X�a�[���k��� �/´ �[��� ����� � � � �[��� � �	�X�a� � �£���-��� �Z´ ���� [� �P� @�{� �v�v¤ �����k���M� ��7�P�@¬!¬j� �����yË �Ì_"�Ì² �©Ò�_ ¡����V�V��¢ �@µ � �$���{��� � ���£���bµ\�{����� a Í�Î»Ï�Î.ÐQÑaÒ�ÏPcvÂ�¼
º�¹}¸»ÅIÆ�� � �{��� � �����¦ � � �� � �£��� f : a→ a
�@���P� �v� � � �� � �T��� �7� �2� �ô��� � � ���a� ¡ �£� ¢ ��� � � ¤ �[���{� �f�«�Eä � � ���[  �u�@¨ �£� �X�@¤ ��� ¤ � �� �£� � ������� ��� �����CË �Ì_
�[²"�©ÒÓ_��v�P� � ´ ���� £� �P� «��� �E�v¤ ���@�v��� ä�� ��� ¬ �@��� � � � ��� �_ª@�   � �{� ª@çè� �£� �  £��� �� �k���Tß �£��� ¤ �{� � �£��� � �[����� �P�2� � � ����� �«��â����7�_�@�   �Iã �[� ¬ú�@��� ����«� ¬!¬ �{� ��¦ �õ������© �«�  � ��� ¬ � �ä ���£�������è� ��� ���£� � �(é çè� �T� �  [�{� ä��«�a� ���{� Ìs�@� � �bñ~òÃ¡}�   � �Z� � ��� â&���k�s�@�   �Iã �[� ¬�¢s?X:WNPO�<~¤ � � ��� �k¤X� �� �k������@� � �� £�����a��� � � �v�   �P�«�Z� �[�a��� �k� �v� �P�2�$� � � ���k��� � �þ�{���� [� �P� �£Ê ¤�� �� � � � ����� �X���@� ��� ´ � �»�@� � � ������ � � �s�@�a�v�E� � � �è� ��� � ¬ Ì ���k��� �P� ���{� � �a������ £� �P� �{�^µ �������{�^���£� � �P�2� ����©����[ X�{�[��� � á � � ä ��� �� [�{� �P��@�v� ��� �{�[�V � ��� � �[�Z� �@� á � � ä � � ��  ¤��k���

ø����D�B¹}¹qÉ8�®�/í»î´� L�U&d@:=S <WK a :[U*<�e�?/C*?BAaS :WNPO ←→ ∃u (u ⊆ a ∧ u 6= a ∧ u ∼ a) 8
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�(�X���B�=��� å ⇒æ �x� ��� f : a→ a �{�[��� ¦ � � �� � �£�������a�[����� �P�2�,�v� � � �� � �T�^� �7�u��� � �Eä � u :≡ f [a]
����� ���

� �k� u ⊆ a
� ��� u 6= a

��� �{�v���{�,� �k� a ∼ u
� �����{� f : a

bij.
−→u

�
å ⇐ æ � ´ �£��� Ì � � �{ � �[�@� f : a

bij.
−→u  � ��� �   ��¦ � � �{ � �[��� f : a

inj.
−→ a

�@�a� ��� �»���@��� �{�v���{� � ¨ �{����� u 6= a� �k� f ��� �P�è�(�k� � � �{ � �£� � ³�´��

éqê�Ô Õ±ö�ñ×Ö õ�ÀØ�S� ñ
Card

¾�ñTíÙÖ×À�íO¾tö�òCÀ/õ�Á.À/ø�õ�ñ ò6ê
Ì � �x� � �vä{��� � �v� ��� � �[� � �{���[� §�¤ �������[��¶�  �«�v� �{� Cd

� ��� Card
��¦ �j���{�
© �«���X�@¤ ��� � �[� ¤ � �v� �{�
«���[�a�â&���v�v� ����� � � §a¤ �{��� � ¤ Card ��� ¤ ��� ω §�¤ ��� �X�@���a� ��� �P� �£�v���{�������£��� � �����{�v�ZÊ��k���[� �   ä��@�  ��{� �v�Xª   �u������ �a�[� � ���{� �¥�  £ /� �7� � � �£�v� � � �P�;�@���b� �� £�������a� ¬ �a�«�vä ���v�@� ¤ �����¥���{�&���£� �q§ �,������ £� �P� � µ\�{�����{��@� ä �{�[� � � ´ �[���{� �v�P�X�I�=� ��� ��� ���[� � � � �{� ä�¬ ���a�������[�a�������a�� [� �P� ���cµ\�{����� a ��� �P�2� �� £��� �P�a¬�ª@�P�2� �[�ä{� �&µ\���a��� a � �{  ¤��7� � �k� � �@�a�"� ���{���� [� �P� � µ\���a�����V���{� �  £ [��� ¬ �{�[���{� �u�

ê ÉaÇ�ëb�Mí}îSµ ® ê ÉfÇ�ë ���B¼ ø ÉX¼MÇa����² L�U�d@:=S < ∀x x 6∼ P(x).

�(�X���B�=���\â �����{��� ¬!¬ �{����� � � �k� x ∼ P(x)
�¥��� ���\� ã � �k� �[�{� � f : x

bij.
−→P(x)

��� ���
u :≡ {y | y ∈ x ∧ y /∈ f(y)}.

¨ ���@��� u ∈ P(x) � �7� u = f(y)
�q§ �&���[� y ∈ x � ´~� � �k� y ∈ f(y) �� £��� �P�è� ��� � �£� ¬ � � y ∈ u � � �a��a�[� � � �k��ª@çè� �T� �  [�{� � ä�� y /∈ f(y)
�@� �[� � ��� ¨ �£����� �v� � ���P� ä ���£� � ��� ��� x ∼ P(x) ��� �P�2� ���{  � �{�� � ��� �³�´��

Ý Â � Â��D� °�¼�½Ê�Mí}îS¶ ���«� � ¬ �a�I�Eä �@��� þtÿ Ò��jÐzÑ\� ����� � �{����� � � Ì � � ��� � �@��� �»�«� �v�{� � �k� ���£�������{� �� �[������� � þ�ÿ Ò��jÐzÑ��v�P� �{� � � � ����� �  £�@��� �»�«� �v�{� � ��� �@� þ�ÿ Ò��jÐzÑ � ¬ ���«� �v� ����å1� �[�����£��� ¬ ���@� � � � �¬ � � ��� ¬ ©b� � �{ �åa� ¤ ���j�{�[��� �� £� ¬ ��� �P� �k� � � � �������{��µ � �����[� �»�   � �[��«��� �v�  £� � �k�Jæ��@��� �7� �{ [  � �@� � �£� � ��«���P�ÛÚ ³VÜ}� �a��� 1����NÝa1��1��� � ¬ � �«� ¯ :»>�d�HI?B>@ST>@D}d@e�i�C*?X< ���£� � � �ZÌ � � ��� � � �_ä{� �@���v�a� �a�  [� �P� ����� �k� �� [ £���� �£� � � � ���£��� µ �«� �v� ã A = (ay,z)y,z∈x ���@��� � � ¤ �{�
ay,z =

{
1,

�»�  [  � y ∈ f(z)
0,

� ��� �7�u�
¡»� �[� �¥� �� � �[�@� χz :≡ (ay,z | y ∈ x) � �k�~�   � �����[� �P��� � �  � ���v� �k� � �v�P� � �¥� �� � �[�@�$����� f(z)

� ¢"�&� � �P��a�[� ¯ :»>�d�HI?B>@S[C ���{��µ �«� �v� ã � �7� ���£� �¥� �� � �[�@� χ: y 7→ ay,y(= χy(y)) ���{��� ¤ ��� ��� �£� �X� �a � �[���
1−χ � �k�
�P�X� � �  � ���k� �7� � �k�P� � �X� �� � �[��� ���[�a���"©����£  ¬ �����@� u �@��� x �I¨ ���@��� 1−χ(z) = 1−χz(z) 6=
χz(z) � �k���@¤ ��� 1− χ 6= χz

�q§ � � �{��� � z ∈ x � � ��� � � ¬ � � u /∈ {f(z) | z ∈ x} �B� �ô��� � f � �k� ��� �P�2��k� � � �{ � �£� �
ø����D�B¹}¹qÉ8�®�/í�Þ�· L�U&d@:=S < ∀x x < P(x) 8
�(�X���B�=������� � � � �P� i 7→ {i} ���[�a� ¦ � � �{ � �[��� ����� x �£� P(x) �����X���£��� � � �7� ��� �k� x ≤ P(x)

�1���«�P�
�a� ¬��a�I�Eä ����� þtÿ Ò��jÐzÑ � �7�(� �����{�v��� � �{� �E� x 6= P(x)

� ³�´��
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ø����D�B¹}¹qÉ8�®�/í�Þ î ¯ :WC&R�ST>IUPU�CZA�C*D&Rj>@DkA@:=?B>@Sôü�>IO�S[C*? :[U*<�?X:WNPO�< 4 CPU�NPO�Dvo@?apI<":=?õA�C*D&R�ST>IUPU�C�A�C*D6�_D*hA@:=?B>@Sôü�>IO�S[C*?BK
∀α ∈ On ∃κ ∈ Card α < κ 8]È ?aU 4 CPU�HI?BA�C*DEC�:[U*< Card

C*:=?/CjCPNPO�<5C�R�ST>IUPU�C 8�(�X���B�=��� Ê � ´b� � ��� α ≥ ω
¡q� ��� �7��¤ � � � �«�P�è� � ω �k�E�«�v� α ¢*�� �{� κ :≡ P(α)

��¨ ª �v� κ ≤ α � � ��sª �k� κ = κ ≤ α � �   � � P(α) ≤ α � ¬ ¨ �£����� �v� � ���P�xä����f�ÿ1�Èa��¨ ª �k� �k�P�  [�£� �  £� �P� Card ∈ V �� � �_ª �k� κ :≡
⋃

Card ∈ Cd � �@�P���f�]åa�T�&�@�P� ��� ¬ ¤ �{�v��� �k� ��� ä �{�[� � ���õ��� ¤f� � � λ ∈ Card
¬ � �

λ > κ
�Xâ����

λ ∈ Card
� �� [� �,�@¤ ��� λ ≤ ⋃

Card = κ �X�{�[� ¨ �[�a��� �k� � �a�P��� ³�´��
Ý Â � Â��D� °�¼�½Ê�Mí¦Þ�Þ ¨ �£� ¤ � ¬ ���k@����� � ��� Ì � � ��� � ��� ���|��� 11� �[� â�¤2� � � �{� � �{� � ��� �Z� � � ��� ä�¬ ��� ��@��� �Iã �£� ¬ � �a� �P�2� ���[  �u���� � �&ä�� � �{������Ê��k���[� �   ä��@�   ���£������� ��� ���v�j¶ � �v���£� �   äu�@�  /��� ¤a� �¥ � ���a��� � �[�b�@��� �����&è [���£� �k� ����a�[� � ���(¶ � �v�a�[� �   äu�@�  [��� �v� �k� �P� �{� �B¨ �£�b���	�����[�{�v���b�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼��Mí¦Þ¥¾ �"§ � � ���a�àÊ��v���£� �   ä��@�   α � � �vä � α+ :≡ min{κ | κ ∈ Card ∧ κ > α}

��¦Q¬
�¥�  £  α ∈ Card

� �{� �@� α+ ���{�«�fÉ8�Iº
¸»¼�ÉX¹»Â�Þ\ÉXÅIÆj
g�B¹»½¥Â�� �@��� α �
Ý Â � Â��D� °�¼�½Ê�Mí¦ÞOd �"§ � α < ω � �7� α+ = ω � �q§ � α ≥ ω � �k� α+ > α + 1 � α + ω � α + α �
α · ω � α · α � αα � . . . �Zß �[�{� ¤ ��� ¤ � ä ��� �P� ���{� +

� ��� · � � � �£� ´"ãf� ���a��� � � �«� �£������£� � � � ���£ [�£�����
Ê��k���[� �   äu�«�  [� � ��� �«� �£�����{� �
é � �� £� �P� � �£� ¤ ���oÊ��v���£� �   äu�@�  £���! � �a����� � �£��� � � ä*� �{�M�@��� �k�P� �[�{�����a� â � � �����@����¶ � �v�a�[� �   äu�@� � £��� � � � �{� �k�P� ���£�������B� ª@¬  [� �P�à���@�P�f� �� [���{�v � �k���[� �   äu�«�  [�{� � ��� � � ¬ � �  � �k���[� �   ä��@�  [�{�T�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼��Mí¦ÞÌ� � �{� κ ∈ Card

�¥� �	�X���£���k�¡»�2¢
κ � �7� ���£���EÞ\ÉXÅIÆj
g�B¹»½¥Â��D�aÉ8�Iº�¸}¼�ÉX¹që2ÉXÆ
¹ :≡ ∃λ ∈ Card κ = λ+ �¡q¤¥¢
κ � �7� ���£��� � ¸�� Â�±C�fÉ8�Iº
¸»¼�É�¹»ë2ÉXÆ�¹ :≡ ¬∃λ ∈ Card κ = λ+ �

Ý Â � Â��D� °�¼�½Ê�Mí¦Þ¥ì Ì � �@�P�2� �{� � �£�@��� ���,�@���P� ���£��� ���«�P�a� �� [�@��� p@>@DkA@:=?B>@S=ä��@�  @�{�[��� � � ¬ � �IHIDkA@:=?B>@S=äu�@�  � �k� � � �£� � � �f�¥Ua�
Ý Â�¸»±;ß
¸»Â�¹$�/í�ÞÅ� � �£� Ê��k���[� �   ä��@�   ω � �7� ���£��� � � ¬ � �  � �k���[� �   ä��@�  Y� �q§ � λ ∈ Card ���£  � � ª@¬  [� �P�
λ ≥ ω

� �a� � � ¬ � � λ+ > ω
�

���@�b� �� [���{����� � � ¬!¬ � �v� �P�2�k� ��� � �[� � ���£� Ì � ä ��� �P� � � ���tà :=i�CPU  � �v���£� �   ä��@�  R�
� Â �!� É��Mí�Þ[µ ��C*:

κ ∈ Card 8�¯ >@?X? U*:=?BA(zuHISôd�C*?BA�C&y�e2UPU�>�d�C*?õo2ö�ef:=gI>@S[C*?X<WK3 : 6
κ
:[U*<bC*:=?/C à :=i�CPUPp@>@DkA@:=?B>@Sôü�>IO�S 83 :=: 6

κ = sup{λ |λ ∈ Cd ∧λ < κ} 8�(�X���B�=��� å ¡ � ¢ ⇒ ¡ �£� ¢ æ �W� ��� κ ∈ Card ���[�a� � � ¬ � �  � �v���£� �   ä��@�   � ¦Q�k� κ = ω � � �¿� �7� {λ |λ ∈
Cd ∧λ < κ} = ω

� ���;�a�[� Ì � �X�@���a�v� ��� � �� [� �(�«��� ω = supω
��¦Q�k�

κ > ω � � �!� �7� ω ∈ {λ |λ ∈
Cd ∧λ < κ}

� �a� � � ¬ � �
sup{λ |λ ∈ Cd ∧λ < κ} = sup{λ |λ ∈ Card ∧λ < κ}.
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� ��� x :≡ {λ |λ ∈ Card ∧λ < κ}
�2��� ����� �k� ω ∈ x � ��� µ :≡

⋃
x ∈ Card �@� � Card � �@�P�~�f�]å� � � ���(�����Q���{�v���£���[� � ��������� ��� �P�è�4�  £�����k��� ©
�{�[  ¬ �{������� �@¤ ��� �k�P�  [� �k� �{�-� �7�u� Ê��M��� ¤X� �,� �7� µ ≤ κ

�¨ ª �v� µ < κ � � � �_ª �k� �@���P� µ+ < κ � � � κ ���[�a� � � ¬ � �  � �k���[� �   äu�«�  
� �k����â   � � µ+ ∈ x � � � ��� �
µ+ ≤ µ �����£� ¨ �£����� �v� � ���P���B���@¬ � � � �k� µ = κ

¤ � � �[� � ����� � ���\�a�[� �b�s� � ä�� ä �{�[���{� �
å ¡ �£� ¢ ⇒ ¡ � ¢ æ ��´~� � �k� κ = µ+ � � � �q§ � µ < κ

¬!� �� £� �P�����¥�  £  � κ = µ+ �_ª �v� �   � � κ = sup{λ |λ ∈
Cd ∧λ < κ} = sup{λ |λ ∈ Cd ∧λ ≤ µ} = µ < κ �~���[� ¨ �[�a��� �k� � �a�P����â   � �õ� �k� κ �{�[���� � ¬ � �  � �v�a�[� �   äu�@�   � ³�´��
µ � � ß �£  � �^�a���£Ê��k���[� �   ä��@�  [�{�¿ � ������� � �[�����£�V¶Z  �@�v� � Card

�@�a�qä�ª@�  £��� �~� �[� ��� �£�v�ý�����G�����
ℵ
��ß �[��� � � �P� �[�����{ [��� �k� � � �X�a�[� � �[�,� � �-�v�{ � � � �£�V�����X���[�{�v�{� �����Z� �	�X��� � �£��� � ��� Ì � ä �{� �P� � � ���������
ℵ
��ß �[��� � � �P� �[����� � ��� �@�a� þtÿ Ò��jÐWÑõä{� � §��  �

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼��Mí¦ÞÌ¶ � ���X���£���v�Z�k�� � � � �£�V�{�[��� �q� �a � �[��� �  [�Z¶�  �«�v� � ℵ: On→ V
¬ � �¡ � ¢ ℵ0 = ω �¡ �[� ¢ ℵα+1 = ℵ+

α �¡ �£�[� ¢ ℵδ =
⋃
α<δ ℵα � �»�  [  � Lim(δ)

�
¨ �£� �v�P� �k��� ¤ �{� ℵα �k�P�I�v� ℵ(α)

�
ê ÉaÇ�ëb�Mí[¾�· L�U&d@:=S <WK3 > 6

α < β −→ ℵα < ℵβ 835476
Card = {ℵα |α ∈ On} 8�(�X���B�=���Gä�� ¡}��¢*��� �[� ��¤ � � ��� �k��¬ � �- [�{� �P�2� � � � �P�õ¦ ��� �  � �£���õ� �@�P� β � � � ��� Ì �{� �a�Eä{� ��� �����

�(���� £��� �P�è� �a� γ+ > γ
�

ä{� ¡»¤¥¢ å ⊇æ � �&� � �P�c¦ ��� �  � �[���õ� �@�P� α ä ���£� �Z¬�� � ℵα ∈ Card
� µ � � ¤ �{� �f�Eä{� κ+ ∈ Card � ¬�&�@�P�a� �� £����� �v�P� �k� �k�,� ��� ⋃

x ∈ Card
�q§ � x ⊆ Card � ¬á� � ¬ � �v�k�P� �v� �v�u�å ⊆æ �¨� ��� κ ∈ Card

�f¨ �[�b � ������� κ > ω
� �a��� ��¬ ��� � �����{� ℵ0 = ω

�
¡�� ¢

∃β ∈ On ℵβ ≥ κ
�

�(�X���B�=���þâ �����{��� ¬!¬ �{�-��� �P�è���/��� ��� � �7� A :≡ {ℵα |α ∈ On} ⊆ κ � �   � � � �@�P� ®v¯�°�±I²��{�[���
µ ������� �Mâ �����{�v��� � �{� �E� � �7� � � � �P� α 7→ ℵα � �{����� ¡}�2¢ ���£��� Ì � � �� � �[��� ℵ: On

bij.
−→A ���{��� ¤ ����� � �� ��� � �«�P� ®H���I±I² On ∈ V �@�[  � � �s�@� ��� �P�2� ���{� �¥�  £ �� �7�u�èâ   � � ¬$�8��¡4� ¢ ��� �P� �k� �P�2� �£� � ���[� ��ç �{� ¡4�I¢

� ��� � � � α :≡ min{β | ℵβ ≥ κ}
�¥��� ��� ���[  �¡}1�¢

κ = ℵα
�

�(�X���B�=���\â �����{��� ¬!¬ �{�V��� �P�2�u�¥��� ��� ���[  �¡
∗
¢

β < α −→ ℵβ < κ < ℵα
�

)�¹
ℵ
Ja�]\F?Hc º L)�F?�y»# Nq\][ªb?�[YX�^&PD^D=iL)PDyx`a?HN L,'ÕJD\dc�[j`a?HQ ?4Qgc�[Y?�ªoP�egf�c�[gL)@�?/`a?HcTf�?4@DQgm)\dcRegf�?4^tw�]¸�f�L)@�?�[Y?HcHA
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¨ �£� � � � �{� �v�P� ���[�a���-� � � ä{� ��� � ª  £ [���¸ >@S=S�¹ 8 α = β + 1
�aâ���� ¡

∗
¢�� �@ [� � � � ��� ℵα = ℵ+

β ≤ κ < ℵα �X���£� ¨ �£����� �v� � ���P���¸ >@S=S»º 8 Lim(α)
�a¦ �\���£� � � ¬ä�¥�  £ / [�£� � �{� ��¡ ∗ ¢ ℵα =

⋃
β<α ℵβ ≤ κ < ℵα �����£� ¨ �£����� �v� � ���P������

α > 0 ���[  ��� �{����� κ > ω � � �[��� � �[��� ¬ � � �  [ £� ¬!� �� £� �P� �{� � ª  [ [� �@¤ ��� �X� ������  �u��� �£� � � �P��{�v��� ¤ �{�����{� ¨ �[�a��� �k� � §a�P� � ä ���£�������X� ���\¡W1�¢ ��� �P� �v� �P�2� �[� � �{�[� ¬$�8��� ç ��� ¡W12¢
���@¬ � � � �7� ����� �a�I�EäZ¤ � � �[� � ��� � ³�´��
Ý Â � Â��D� °�¼�½Ê�Mí[¾ î ´~� � �7�(�@���P� �a�[� Ì � ä ��� �P� � � ��� ωα �q§ � ℵα §�¤  [� �P���¦Q�7� �{�[��� ¶ � �v�a�[� �   äu�@�   κ ���@�v���{��� ¤ ����� � �;  ª��@�Z� � �P�¿� � ��� ���c����� �   �«�vä � ��¬!¬ �{�Z�@��� κ �[�c�����
ℵ
��ß �[�{� � � �P� �[� ¤ � �k� � ¬ ¬ ���/��� ¤ κ ���«�P�a� �� [�@���b������� � � ¬ � � � �k� �

� Â �!� É��Mí£¾�Þ ��C*:
κ ∈ Card 8�¯ >@?X?�d@:=S <÷K3 > 6

κ
:[U*<bC*:=?/C2æ�>�NPOJzuHISôd�C*DEp@>@DvA@:=?B>@Sôü�>IO�S

←→ ∃ακ = ℵα+1 835476
κ
:[U*<bC*:=?/C à :=i�CPUPp@>@DkA@:=?B>@Sôü�>IO�S ←→ κ = ℵ0 ∨ ∃δ(Lim(δ) ∧ κ = ℵδ) 8�(�X���B�=���;´�� ���{� § � � � ¡»�2¢sä�� ¤ � � �{� � ��� �

å ⇒ æ �¨� �{� κ = λ+ ��¨ ª@�  £� α ¬ � � λ = ℵα
�¥��� ���\� �k� κ = ℵ+

α = ℵα+1
�

å ⇐ æ ��´~� � �k� κ = ℵ+
α � �   � �����£� �&�@�P�a� �� £����� � ³�´��

ç èúÑ�×áé Ñ�Î ×�Ö�ß~èÓêc×�ë~Ý�Óíì Ñ~è"Ñ�ÖVß,Þ^ß Ô
î ï�ß~è à ÑZÒ*Ó ðòñàè"Ñ±ë~ÝVÓ,Ô á
¨ �£� �X�@¤ ��� � ¬ �@��� � ����� � �������{��¶ �@� � � �� £����� � � � �{����� �@�v� � �@��â&���k�s�@�   �Iã �[� ¬ � ���[� �E� � � �T���,¶(��� �� � çè� �{� ä �{� ¤ � � � �vä{� �B���£� ä{� ����� � � � ��� �q§�� �k�����B� ¤ � �@��â,ã �[� ¬ � ¬ ¶&��� � � ã�� ����� §�¤ �k�[���{� â(ã �£� �¬ � � �[���{� �k� � ���P�a�k� �v�{��� �k�u��� �[� ¨ �[���{� �v� � ���P���7� �v�{� � �{� �!�_ª �k� ¤ � � �������{� ��� ����� � � �P�2�v� ���{� � �f� ���¶(��� � � çè� ��� ä ���õ��� �&â&���k�s�@�   �Iã �[� ¬!�b�,§ � �k�P� ��� �7� �{� � � ���[� � �[� ä��a¬�Ì ��� �v� �£��  � ¬ ¶ �«� � � ��  §�¤ ���¶ � �k���[� �   ä��@�  [�{�^@�{�����{������ £���k� ���X�@¤ ��� �� �[� �$�q§a� � ��ä{� å �Iã �[� ¬ �«� � �v�P� ���ó� ¤ �{�v [�{� � ���@����æn� ¨ �[� ¬ ���P�2� ���x�a�[�V¶&�@� � � �k� �{� ä ��� �£��Ëf�7� � ¬ ��T��ô ä ���£����� � Ê � ��� �«�a��� � �P� �£  � �{�[� ä{� ��� � ����� ¤ � �E� � � �a��� ä{� ��� � � á � ����  �v�P� �t�(�è�@�� [  �k�Eª �����£� �«��� �E�v�v�«�Eä �a� �«�v� �a�[� � ��¶(��� � � �k� ��� ä ��� �P�2�_¬ � � �a��� §�¤  [� �P� ��� ¬ �«�E� � ¬ �«� � �v�P� �{�^µ\� �v� �� [� ¤ � � �[� � ���� ���k�����V � ��� ��´ �[���&����� § �@����� �@�a� ��� ���  � �v�{� �P� �«�X� � � �P��� � �k� �{�����@� â(ã �[� ¬ ��� �����@� ¤ ������© � ��� ��k�[�� � ���j�a� �P�2� � � �v�����£�������s¶&��� � � �7� �{� äs¤ � � ��� � ��� ��� �{����� �P� @����� � �_á � ���{ ��{�[� � � �v�   �P�«��ä �{�[���{���� �@� ¤ � �E� � � �I� �@�k� � �@�z� Ë��k� � ¬ �T��ô ��� �P�è�
� �[���{� �k� � §��P�  [� �P� ��� �   � � �@� ���£� �»�@�P� �{�v� � Ë��k� � ¬ �T� � �k���
á � ����  ¤ � � �£� � � � � �P� ���[�&¶&��� �k� � �  � �£��� :=?X?/C*DEC*Db9þH�A�C*S=S[C�A�C*Db9cC*?�d�C*?XS[CPO�DPC � � ���a�^� �@�q� Ë��k� � ¬�T�Ã� �[�a��� �k� � �a�P���k� �k���(� �k� � � �þ� �k�!�«���P� � �«� � Ë��7� � ¬ �T��ô � �£����� �v� � ���P���7� �v��� �s��� ���£� â,ã �[� ¬ ��@��� �T� ���£���^� �f� ���[� �v� � � �£��� Ì ���@� § ��� � ��� ¤ � � � �Eä ����� � �k� �a�[� � �[�¿�{�[��� ¬ ��� � � �v� ��� � �£���¿���£�����¨ �£����� �v� � ���P���7� �v��� � ��� �E�k¤ � � �{� � ����� �T�Óô��¨ �£� � �@ [ [�{�Ã�[� ���{� � �� £�����a������¶ �@� � � �� £�Ã� �@�e� � �v�   �P�I� ����� á � ���{  ¬ � � ß �£  � �¿�a���c¶�  �@�k� �ß Ê � ����� C*D 4 S :WNPO �_DvA@:=?B>@Sôü�>IO�S h7A�C�õ�?X:WC*D 4 >@DEC*?!9cC*?�d�C*?jä ���£����� ¡QOXC*DECvA@:=<÷>@DJ:=S$��HIDvA@:=?B>@SMA�C�õ�?B> 4 S[Cv¢J�
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� �[� �_DkA@:=?B>@Sôü�>IO�S h7A�C�õ�?X:WC*D 4 >@DEC*? µ �������{� � �[���G���£� � ���a�[���{� µ �������{�������[� ¬ � �+ß �[  � ���{�[���{� � ��� �¬ �� ����{��µ\�{�����{�� [� � �v� � ��� Ê��v�a�[� �   äu�@�   ���
� � �«¬ � � ���k�õ���	�X�a�[��� � � ���k�����x � �����{� � � �[� C*D 4 S :WNPO
Ê��k���[� �   äu�«�   � ���	�X�a�[��� ¤X� �k���;µ\�����@��� � �£��� � ��  �P� �@�/�a�[� � ��  ¤��k��� ��� �  £ [�Z� � ���k�[��� � �{� ∈ � �����k� ª ���@���
Ê��k���[� �   äu�«�   � ���	�X�a�[��� ¤X� � � �[�a� �� �[� � � Ì � �v�P� �v��� ¤�� ��� ������¶�  �@�k� � ß Ê � � �7� �[� � ��� ¬ �{ [ }�«���{��� � �£� � � � �@�����2� ¤ � ���q§ �����£��� ¤ � � � �@�P�1�� � � �(µ\�����@� x ���£��� ∈ ��� ��� ¬ �{ a��� ¤a� �«���[� x ���	�����[�{� �u��� �[� �  � ����� � �~� � ��� ä�� ���£����� ∈ �5� ���X��� � �[����@��� ß Ê � ��� ¬ �@�P�2��� �{�v���{��� � �{���c���[� á�� �v�@¬j�E� ��� � ����� ∈ ��� ��� ¬ �{ [� � ���þ�{�[� ©����£  ������© � ��� ��k�[� ����� � �	�X�a�[��� ¤X� �k@��� � � ¬ ��Ëf�7� � ¬ü�T� � ��  ¤��k�$� �@� ¬ �  [� � �[�{� � � �k�u��� �£� �j� �£�v�þ���[� â��a� � �«¤ � ������ �@ [���{������� ¶ �@� � � �{  � �{�[� �
á����a���v�{ [ è � ��� ¬�� � ��� ¤ ���j���[� � �v� �E��¬ � � � �k�P� ��� � ���$�@��� ¬ � � �v� �k�P� ���6áZ� � ��� �7� � �  �E� �k�������£�� £����� ��k�P� ��� áZ� � ��� �7� � �  �E� �k��� �k� �{ [ £��� �@´  £�� � �k����� �v�P� � ���I� ���2�@��� � � ¤ ��� �v� ����� �7� � �{���[�@���~�� £�� � �k����� �v�P� �y�DJ:=<=O�i�C*<}:[p��   � �a�[�Z�� £�� � �k����� �k�P� �A����� � � ¤ ��� �E� �������@� S[Hvd@:[U�NPOXC*? ´ � � � �Eª«� �{� � �£� ��Ëf¬j¤ �� £��� � ���� � � �@�a� ��� ¤ �[ £��� � � ¨ � � � �{�v� �f´ �[��� ��¬��»�@�v� �����a� � ��� ¬ �  [� � �£��� � ���������sµ �«�v� � ¬ �«� �[¥�è���[� �@���P� �a�[�
á�� � ��� �k� � �  �v� �v�{� �a��� ¦ � � ��� ¬ �«� �£ ��¬��»�@�v�7� ���[���a��� ���   ¤ ��� �_��Ëf�7� � ¬ �_�T� ��� � ���v���{� � � �@� �{� �@���P��a�[� � ��� ¬ �  £� � �£��� � ��� �@��� � �@���[ �a¨ �£� � � ¤ ��� � ���V�£�����[� � � ¬ ¶ �@� � � �{ /� ¬Íâ(ã �£� ¬ �{� �HË��7� � ¬ �T���
ö ê4ë ÷îõ�ø�øCÀ�ù�ñ.�xñP¿Kù�ñ ö�÷8øtñ òtíxñ ö4øtñ òú��ò�¾üûýø�í´ÀO÷xø�ñ ò6ê
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í}î ´ �£� ¯�¹�ß
Æ�É�·~Â2Ç A � �k� ���£���~��� �P�è�4�  £�����k��µ\���a��� ��� �{��� ��´  [� ¬ �{� � �@��� A � �[�k� �   �ñ Â�¸}ÅIÆ�Â�¼ ÉX°�± A ¤ � ä ��� �P� ��� ����´~��� ��� A∗ :≡ < ωA :≡

⋃
n<ω

nA ≡ {f | ∃n < ω f :n → A}
�

� �{��� �Z´  £� ¬ ��� � w ∈ A∗ � ��� �«� ñ Â�¸»Å«Æ�Â�¼� Â�¸»Æ�Â ¡ �����{� �@���P� ê Ça�I¸}¼�½ ¤aä{�Z� � ��� Ç ¢,§�¤ ��� A �/�a�[�� �«�E§ �k [� �P� � ���@�   |w| :≡ dom(w)
� ��� �@� � �¼�½¥Â^���@� w �X´~�,� ��� � :≡ ∅ � �@� ¹qÂèÂ � Â � ����Ç �

Ý Â � Â��D� °�¼�½�¶�í¦Þ ¨ �£�&�£����� � ��� ä �[���k���\� �@�~� �{� �P� �{� a ∈ A ¬ � � ���{� � ��� �P� ���a�v��� � � (a|i < 1) ∈
A∗
� ���õ � �a����� � � A ⊆ A∗

�k�P� �v�{� ¤ ��� ��´ �£����� ��� �v�£��� f = (f(i)|i < n) ∈ A∗
�v�P� �v��� ¤ �{� � �[�¬ � � �P�a¬��   �@���P� �[�V����� � ��� ¬ f(0)f(1) . . . f(n− 1)

�
¨ �£�b���	�����[�{�v��� ���£� � �� [���{�����{� Ê � ��� �«� �£������� � �a� � ��  �«� �£������� �«�a�
¨ � � � �{�v�T�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í[¾ � ���[�{� v, w ∈ A∗ �¡»�2¢ó¨ �[�b�����X���£���v�{�\�a�[�2þ�Â����¥Â2ÇuÇ °�¼�½ ¡}�@�a�P� �¥È �B¼�fÉaÇ�Â�¼�ÉfÇ ¸��B¼ ¢ ����� v � �a� w � � � �P�

v_w :≡ vw :≡ v ∪ {(|v|+ i, w(i)) | i < |w|}
�¨ �£�Z���	�X�a�[���k���¿� �@� ¯�¼�Æ�X¼�½¥Â�¼ Â�¸»¼�Â�± ñ Â�¸}ÅIÆ�Âf¼�± a ∈ A

� � v � � � �P� v_a :≡ va :≡
v_{(0, a)}

�
¡q¤¥¢Ü� �[� � �{  �«� �[��� v v w :≡ ∃m ≤ dom(w) v = w � m

¤ � �v� � � � v � �k� ���[�õ¯�¼j
÷ÉX¼�½B±u±{Ç Æ ÅD��@��� w �
� Â �!� É�¶�í�d ��C*:

A
C*:=? y�S �XOa> 4 C*< 8�¯ >@?X?-:[U*< A∗ = A + ℵ0 8

ö êh� ÿ6ñTí�� ñ×�tòC¾�����í�� ñ õ�òuê
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í�� ´ �£����®H
Y����� É�¹»Â�² ê ß� ÉXÅ«Æ�Â � �k� ���£� 4

� © ��� �{  (I, J,K, t) � � � ¤ ��� I � J � ��� K����� � � ��� � �Z��� ���k� �� � �jµ �������{� � �[��� � ��� t: I ∪ J → ω ���£  ���
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ö ê ¼ ÿ6ñTí�� ñ×�tòC¾�����í�� ñ õ�òuê
� � ã �[�{�v�����£��� �f� � �@�P� � L = (I, J,K, t)

�"¨ �£�����	�X�a�[���k��� ���[� ä�� ���£� � �{� ��� � �@�P� �Vå �X�@�v� �����a� � æâ   �����@¤ � � AL � � � ¤ ��� I, J,K �   ��¦ ����� ãa¬ ���a����� �q§ � � ��  �«� �£��� �4� � �¥� �� � �[�@� �4� � ��� ¶&��� �k�P� � � ��� ��4Ë�¬$¤ �@ [�^���{� � �����a� �^� ���k����� � ��� t ���£� ��� �{ [ [�{� äu�«�  _���{� � ��  �«� �£��� �4��� ��� �X� �� � �£��� �v�4Ë�¬$¤ �@ [� £�[� � ��� ���
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í[ì ���@� ¯�¹�ß"Æ�É�·~Â2Ç AL ���B¼ L � �7� ���£� � �{���[���jµ\�{�����@�M���[�����{� �@� ���£� � �� £�����a�����´  £� ¬ ��� � �Z��� �v�Xª   � �¡ � ¢ È;¹qÉ¨�!� Â��I¼/� (̇ :≡ (0, 0) � )̇ :≡ (1, 0) �¡ �[� ¢ þ�É8�I¸»É�·
¹qÂf¼/� �q§ � � �{��� � n < ω � �@�,´  £� ¬ ��� � v̇n :≡ (2, n) �¡ �£�[� ¢�� °�¼�MÇa���IÂ�¼/� ∧̇ :≡ (3, 0)

¡ °
¼�º��¥È �M¼��u°�¼�MÇ ¸��B¼ ¢ � ¬̇ :≡ (4, 0)
¡ ¼
¸»Å«ÆBÇ2��Þ\Âè½¥ÉaÇ ¸��B¼ ¢ �¡ �£� ¢
	 °�ÉX¼MÇa����� ∀̇ :≡ (5, 0) �¡ � ¢�� º�Â�¼MÇ ¸=Ç�aÇ;� .= :≡ (6, 0) �¡ ��� ¢� Â�¹»ÉfÇ ¸��B¼�±u±��j� ·��B¹qÂ�� �q§ � � �{��� � i ∈ I � �@�(´  £� ¬ ��� � Ṙi :≡ (7, i) �¡ ���[� ¢ ò °
¼j�/Ç ¸��B¼
±u±��j� ·��M¹qÂ�� �q§ � � �{��� � j ∈ J � �@�(´  £� ¬ ��� � ḟj :≡ (8, j) �¡ �f�£�[� ¢ È �B¼
±{ÇuÉX¼MÇ�Â�¼�±��j� ·��B¹»Â�� �q§ � � �{��� � k ∈ K � �@�(´  [� ¬ ��� � ċk :≡ (9, k)

�
ß �[�{� � �[�k�¿���£� â   ���X�@¤ � � ���k�  ª � � �
�a� �v� ��� � Ë�¬$¤ �� [� ¤ � �k� � ¬!¬j� � â��a� � �@¤ �{�x�[�þ���[�a��� � ��� ¬��  £� �� �[�{� � �����a��� ¬ �«�E� � ¬��I� � �k�P� ��� �f� � �«�P� � §�¤ ���v�a� ��¬ ��� � ���v�a��� ��¨ �£�����[� � Ë�¬$¤ �@ [��� ¬ �{�[� ä �� £������ � �k� ���� £��� �
� �{�v���{����� �7�"� ����� � � ¤  £� �P���I¨ � �P�2� �£��� �k� � � �«�v� � �[�s�{�[���a� �a� �[� � � �k� ���� £��� � � � ��� ����� � � ��� � ��@��� �v�P� �£�����{����µ\�{������� � �[�a� �¥� �[� � � � �{�[ [�£�����\µ\�{�����{� ¡�� � Ë�¬$¤ �@ [� ¢s� ���k����� �   � ¶�  �@�k� �{� � ��� ¬ ��{�[���@� �q§�� � � �����[� � �[� ¬ � �jâ&¤  § � ä{� �����{� ¤ � ä ��� �P� �����/� ���[� �@�a� � � �v� �v�Xª«� ���k�~����� � �{��� � ��� � �£� �� ��� � �{� �z� � � �[�k� ���£�^µ ������� (1, 0)

�v��ª«� �{�j���£��å �¥� �� � �[�@��æ��{�[���{� �k� �P�2� �{�ý¶Z  �@¬!¬ �{����� �q§  [ [�{�T�
)̇ :≡ (1, 0)

�¨ �£� � ��� ¬��  [� � �[�{�v���V� � � ���{� �v�  ä � �v� �£���{� â&�a�q¤X�@� �@��� ¬ �«�E� � ¬��I� � �k�P� ��� � �@� ¬ �� [� � � � �P� ©
�{� �¬ �@� �I� � ¬ � �v� � �@� ¬ �� [� � ��� � ��� ¬ �{ [� �qß �£��� ä{� ¤ ��� �@� �£����� � �[���{�[���Û���{� �  £ [��� ¬ �{�[���{� � ��� �����¶(���� �«� ��� �«� �[��� �k�q� �� � �[��� _ �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í � � ��� A ���£� â   �a�X�@¤ � � � n < ω � s:n→ A∗

� ��� i ≤ n
�¥��� � �P��� �� � � � �[�@�\� �«�P�

j ∈ {−1} ∪ n �����X���[�{�v�{� � �£�b� �@�(´  [� ¬ ��� � s(i)_ · · ·_s(j) ����� A∗ �� ¬��¥�  £  j < i
� ��� s(i)_ · · ·_s(j) :≡ � �� ¬��¥�  £  j ≥ i
� ��� s(i)_ · · ·_s(j) :≡ (s(i)_ · · ·_s(j − 1))_s(j)

�¨ �£� �v�P� �k��� ¤ �{� �@�a�P� s(i) . . . s(j) �k�E�«�v� s(i)_ · · ·_s(j) �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í�µ � �[��µ ������� Tm(L) ���{� L c��sÂ���� Âõ� �7� �a�[� ⊆ � � £���£� �k� ��©����[  ¬ �{����������� A∗L ��q§ �(�a�[�����£  � �¡ © � ¢ ∀n < ω v̇n ∈ Tm(L) �¡ © 1�¢ ∀ k ∈ K ċk ∈ Tm(L) �¡ © 02¢ ∀ j ∈ J ∀s (s: t(j)→ Tm(L) −→ ḟj

_s(0)_ · · ·_s(t(j)− 1) ∈ Tm(L))
�

Ý Â � Â��D� °�¼�½�¶�í�¶ ¡»�2¢Ü´~� � �7� �   � � Tm(L) =
⋂
{x ⊆ A∗L | x �{� �q§  £  �Z¡ © � ¢ � ¡ © 1�¢_� ��� ¡ © 02¢ } ��a�[� � ��µ\�{������� ã � �k� �[�{� � � �@�P� ��� ¬Ùâ&���v� �������{� � ��� �E�Iã �[� ¬Í� �a��� � �����a� �(�@�a� ���[��µ\���a��� A∗L �



���������
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¡q¤¥¢Ü� �[�_�@��� � � � ��� �sª@�   � � �f�P� �v��� ¤2� �{� � �«�è�[�������~�a�[�«Ê � �{� �«� ���v�{�����������{�£Ê � ��� � �����{� �7� � � �����¤ � ä ��� �P� ��� � ¬ � � �   � ß��B¹}¼�¸»±uÅ«Æ�Â�Þ �¥ÇuÉaÇ ¸��M¼ ��â���� ��� §�� «�þ�£� � �@ [��� �v�P� �{� � � �E�«� �£��� � �[����«���P� � � ���b¶�  �@¬ ¬ ���k� �{�[���a� �a� �[�� £� �v¤�� � �«¦ ������� � � �Iã � � ¤ ��� �a�vä ��� � �[� �  [ £���k���[��� �
¬ ��� �k� �{� �©���� ¬ �«� ���[�~��� �P�2� �£� � �� £��� �k�P� ��� � � �P�«� �[��� � �[��� ��� � �v�P� �v��� ¤ �{� � �£� ä@�]Ì�� ����� ¬ �  £��� � ��� � � x+y�7�P�«�k�
+xy

�8� ��  �P� ��©
�{� ¬ ��  �@�k� �{� � � �P�\�@¤ ���_ £��� �P�2� �£�����[� � �� £��� �k�P� � � � �P�«� �[��� ��¬�� ��� ¬ �{� �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í}îq· � �£��µ\���a��� �a���,ÉaÇa��� É8� Â�¼ ò ����� Â�¹}¼�� At(L) �X� �k� �����X���£��� � � � � �P�
At(L) :≡ {s1

.
= s2 | s1 ∈ Tm(L) ∧ s2 ∈ Tm(L)} ∪ {Ṙi

_s(0)_ · · ·_s(t(i) − 1) | i ∈
I ∧ s: t(i)→ Tm(L)}

�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í}î¥î � �£�\µ\�����@� Fml(L) ���{� L c ò ����� Â�¹»¼ � �7� �a�[� ⊆ � è [�{�[� �7� �V©����[  ¬ �{�����^�@���
A∗L � �q§ �b���[� � �� £�������a� � ���£  � �¡R�q��¢

At(L) ⊆ Fml(L) �¡R�~1@¢
∀ϕ, ψ ∈ Fml(L) (̇ϕ∧̇ψ)̇ ∈ Fml(L) �¡R� 0�¢
∀ϕ ∈ Fml(L) ¬̇ϕ ∈ Fml(L) �¡R�W�2¢
∀n < ω ∀ϕ ∈ Fml(L) ∀̇v̇nϕ ∈ Fml(L)

�
Ê��M��� � � �P�2�  £� �P�  � ��� ¬�� �c���£����� ����� �� £� �P� �{� � ��� ¬ �{ [� �[�õ���£� � ��� � �@� ¬ �  [� � �[�{� � �a��� �@�P�è¤ �£ [���{� �â  [ £���v�a�[��� �Z¬$�a�v�$§�¤ ��� � � §f�=�j� ���v�a����� � �@�v� �{�[� ´  £� ¬ ��� � �@��� Fml(L) å÷���£����� �f� �[�\ [� �v¤X� �Qæ � �7� �� �@¬ � � � � ���[�a�����[�a��� �a� �[��� Ì ����� �a�E� ��� � ¬  £����� �v�P� �{�V¶&��� � � ã��&���«�u�xß �[�{� ä{� � �k� �{�[�����a� �P� �[ [ £�[�{� � ��(� � ��� �v���P�è� �a�V�@���-©���� ¬ �{� � ��� � ��� ¬ �{ [� ��� � ���v���{�v £� �P���B� �£� �{�[����� �a� �£��� � � �v¤X� �v@�{� �  � ��� �@�a��@��� �v�P� �£�����{��� â � � ���j���v�k��� �P�è�
� �{�v���{� ¡»� �� [�a� �v�P� � � � �P�I� �[�@��� ¶�  �@¬!¬ �{� � � �Eä{� ��� ¢�� �a�$� �7� �£� �E� � � �£��@��� � � �«�a�u�«� �[� ´ �[� ä ��  � ��� � �{� ���{� Ì � � ��� � �s���{�
�{�[���a� �a� �[���{� � � �k¤X� �v«��� �"� �[��� �  [ £���k���[��� ��� � �P� ��� �k�P�� ��� ��ª �����{�\���@� � � �P� �£  � ���{� � �@� ¬ �  [� � �[�{� � �a� �@¤ �X���£� �q§ � � � � ���v� �M� � � @� ��� �P�2� ��� �v�v�P� �{�[���{���� �[��� �}Ì ��� Ì ��� � � �  � ��� � � ¬ � �G���[� � Ë � �P�Iã �@�a�P�Ä�@¤Xª �a�����k��� �a¬ ´ �£����� �a� �£��@�{� �E�k¤ � � �{� � � ä���@���k���[� �»�@�P� ��� �
ê ÉaÇ�ës¶�í}î Þ ®H��¸»¼
º�Â�°�Ç ¸q½¥Â � Â�±�·�É8�D�¥Âf¸=Ç�º�Â�����Â ��� Â�² wMC*DJi�C$U*:=?BAõ>@eJzVC*:=?BA�C*e�<»:Td�CxF!C*:[U�C!:=?�¥e 4 <QC*D*i�C 3 ï ?X<QC*DJ<5C*DJi�C 6 üIC*DJS[CWd 4 >@D 8�¯ 8 O 8 lb:[U*< s ∈ Tm(L)

l�U�H d@:=S <�d�C*?B>@e C*:=?/C!A�C*D�zuHISôd�C*?BA�C*?y�e2UPU�>�d�C*?BK
3 : 6 L�U�d@: 4 <
d�C*?B>@e C*:=?

n < ω
l U�H!A2>��

s = v̇n �3 :=: 6 L�U�d@: 4 <
d�C*?B>@e C*:=?
k ∈ K

l~U�H A2>��
s = ċk �3 :=:=: 6 L�UbCH%�:[U*<»:WC*DJ<�d�C*?B>@e$C*:=?

j ∈ J
e�?BAbd�C*?B>@e$C*:=?

r: t(j)→ Tm(L)
lXU�H&A2>��

s = ḟj
_r(0)_ · · ·_r(t(j)−

1)
d@:=S < 8

ê ÉaÇ�ës¶�í}î�¾ ®H��¸»¼
º�Â�°�Ç ¸q½¥Â � Â�±�·�É8�D�¥Âf¸=Ç�º�Â�� ò ����� Â�¹}¼ ² ù CvA�C�¸�HIDJi�C*S�p@>@?X?ó>@eJzGC*:=?BA�C*e�<}:Td�CF!C*:[U�C :=? �¥e 4 zuHID*i�C*S ?cüIC*DJS[CWd@<&rsC*DvA�C*?BK
[(]L) ∩ Fml(L) = ∅

e�?BAjzJ|fD(tuCvA�CPU
ϕ ∈ Fml(L)

d@:=S <d�C*?B>@e-C*:=?/CjA�C*D zuHISôd�C*?BA�C*?^y�eèUPU�>�d�C*?BK
3 : 6 L�U�d@: 4 <
d�C*?B>@e C*:=?

s1 ∈ Tm(L)
e�?BA�d�C*?B>@e C*:=?

s2 ∈ Tm(L)
l~U�H A2>��

ϕ = s1
.
= s2 83 :=: 6 L�U"d@: 4 <ad�C*?B>@e$C*:=?

i ∈ I
e�?BAbd�C*?B>@e�C*:=?

s: t(i)→ Tm(L)
lXU�H�A2>��

ϕ = Ṙis(0) . . . s(t(i)−
1) 83 :=:=: 6 L�U�d@: 4 <
d�C*?B>@e C*:=?

ψ ∈ Fml(L)
ef?BA�d�C*?B>@e-C*:=?

χ ∈ Fml(L)
l~U�H�A2>��

ϕ = (̇ψ∧̇χ)̇ 8
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3 :=g 6 L�U�d@: 4 <
d�C*?B>@e C*:=?
ψ ∈ Fml(L)

l~U�H A2>��
ϕ = ¬̇ψ 83 g 6 L�U�d@: 4 <
d�C*?B>@e C*:=?

n < ω
e�?BA�d�C*?B>@e-C*:=?

ψ ∈ Fml(L)
l~U�H�A2>��

ϕ = ∀̇v̇nψ 8
ö ê�Ô ��òC¾����ý�1ö��/ò ��ò�¾�� ñ»�Q�tí´�1ö��/ò6ê
� �[���k�� � � � �£�@� ���I�E� �������^©���� ¬ �{� � ��� � ��� ¬ �{ [�!��� ¬ � �@ [� �P�2� � � �a� �«�ZÌ � � �{� �v� �v�[� ä � � È ?BA@e2pI<}:WHI?� ���\� �@� ¶&��� �7� � �  � �[�@� �v� �k�[� ä � �-],CPpIefDEU*:WHI? �@�a� ©
�{� ¬ � � ��� � �@� ¬ �� [� ä{�\§a¤ �{� � � � ���{� �
ê ÉaÇ�ës¶�í}î�d® � ¼�º�°�/Ç�¸��B¼ Æ ·~Â���º�Â�¼���Â ��� É�°
÷·�ÉX° ² ��C*:

χ
C*:=?/C
∈
hh¸�HID*i�C*S 8 L�U&d�C*S <5C�K3 : 6

∀n < ω χ(v̇n)
e�?BA
∀ k ∈ K χ(ċk) �3 :=: 6

∀ j ∈ J ∀s: t(j)→ Tm(L) (∀ i < t(j) χ(s(i)) −→ χ(ḟjs(0) . . . s(t(j)− 1))) 8
¯ >@?X?Vd@:=S < ∀s ∈ Tm(L) χ(s) 8�(�X���B�=���

T :≡ {s ∈ Tm(L) |χ(s)} �{� �q§  £  �s¡ © � ¢ � ¡ © 1�¢ � ��� ¡ © 02¢*��¨ �����{�$����� ⊆ � µ\�[�a� ¬ �  [� �Pª«��@��� Tm(L) � �k�(�   � � T = Tm(L)
� ³�´��

´ �£��� ¬ �«�v� � ¬ �«� � �v�P� � ´ �[�@��� �k�P�X�«�=� χ � �v�Ä� ���   � � �@�a���  [ £� L � ©���� ¬ � ä�� � � ����� � �[� �@�a� �  [ £�$� � �v� ���¤  [��� � ��� �  [ £�s¶(��� �7�P� � � �{� �HË�¬$¤ �� £� ä��a� �v��� � � � ��� � ���a� �q§ � � ����� � j ∈ J �@��� ���{�/á §   � �[��«��� � ���@�
χ
�q§ � � � t(j) � ���[�� £�,©
�{� ¬ � s(0), . . . , s(t(j)− 1) ���£��á §   � �[�@@��� � ���@� χ �q§ � ḟjs(0) . . . s(t(j)− 1)� �@ [� ���
ê ÉaÇ�ës¶�í}îS� ® � ¼�º�°�/Ç�¸��B¼ Æ ·~Â���º�Â�¼ ò ����� Â�¹»É�°
÷·�ÉX° ² ��C*:

χ
C*:=?/C
∈
hh¸�HID*i�CJS 8 L�U�d�C*S <5C�K3 : 6

∀ψ ∈ At(L) χ(ψ) �3 :=: 6
∀ψ, χ ∈ Fml(L) ((χ(ψ) ∧ χ(χ)) −→ (χ((̇ψ∧̇χ)̇) ∧ χ(¬̇ψ))) �3 :=:=: 6
∀ψ ∈ Fml(L) ∀n < ω (χ(ψ) −→ χ(∀̇v̇nψ)) 8

¯ >@?X?Vd@:=S < ∀ψ ∈ Fml(L) χ(ψ) 8�(�X���B�=���\â � �  £��� ä�� Ì � � ��� � ��� �(¦ ��� �  � �[��� �k�E�«�vä � �(�q§ �,©���� ¬ � � ³�´��
ê ÉaÇ�ës¶�í}î�ì ®  Â�� °j�«±�¸��B¼ Æ ·~Â��^º�Âf¼���Â ��� É�°
÷·�ÉX° ² ��C*:WC*?

Gvar , Gconst, Gfun:V → V 8S¯ >@?X?CH%�:[U*<»:WC*DJ< d�C*?B>@e-C*:=?
H: Tm(L)→ V

i�:=<÷K
3 : 6
∀n < ω H(v̇n) = Gvar(v̇n) �3 :=: 6
∀ k ∈ K H(ċk) = Gconst(ċk) �3 :=:=: 6
∀ j ∈ J ∀s: t(j)→ Tm(L) H(ḟjs(0) . . . s(t(j)− 1)) = Gfun(j, s, (H(s(i))|i < t(j))) 8�(�X���B�=���;� �	�X�a�[���k��� � �[� T0 :≡ {v̇n |n < ω} ∪ {ċk | k ∈ K} �

Tn+1 :≡ Tn ∪ {ḟjs(0) . . . s(t(j) − 1) | j ∈ J ∧ s: t(j) → Tn} � � � � �k� Tm(L) =
⋃
n<ω Tn

�¨ ���@���!�����~�{�[����� �a� �£����� � � �v¤X� �k@�{� � �����~©���� ¬ �b  ª��@�~� � �P� H � Tn  [��� �P�2� �v�{ � � � �T� � �Z�����X���£���v�{���� ���x¡ � ¢ � ¡ �[� ¢�� ��� ¡ �£�[� ¢ ����  � ��� �
���@¬ � � � �k� ���£� ´"ã � �7� ��� ä ����� H ��� � � �P� ��� ���"� �[� ´ �£����� �a� �£��@�{� �� �@ [� � � ¤ �{� �»�  £  �  £��� �P�2�&�@��� �a���,���£����� �f� �[�@��� � � �v¤X� �v@�{� � ���{�(©���� ¬ � � ³�´��
ê ÉaÇ�ës¶�í}î´�ý®  Â�� °j�«±�¸��B¼ Æ ·~Â��^º�Âf¼ ò ����� Â�¹»É�°
÷·�ÉX° ² ��C*:WC*?

Gat, G∧̇, G¬̇, G∀̇:V → V 8q¯ >@?X?CH%�:[U*<»:WC*DJ< d�C*?B>@e-C*:=?
H: Fml(L)→ V

i�:=<÷K



���������
	��ãâ ä�)iÛ�+\����	Ä�a�/Û(�±å %&	��j. Ü�1
3 : 6
∀ϕ ∈ At(L) H(ϕ) = Gat(ϕ) �3 :=: 6
∀ϕ, ψ ∈ Fml(L) H((̇ϕ∧̇ψ)̇) = G∧̇(ϕ, ψ,H(ϕ), H(ψ)) �3 :=:=: 6
∀ϕ ∈ Fml(L) H(¬̇ϕ) = G¬̇(ϕ,H(ϕ)) �3 :=g 6
∀ϕ ∈ Fml(L) ∀n < ω H(∀̇v̇nϕ) = G∀̇(n, ϕ,H(ϕ)) 8�(�X���B�=����� �[� ��¤ � � ��� �7�s¬ � ��� � � ä&� � �  [�@� ä���¬ � �� � � � �[�@� �v�v�«�Eä(§�¤ ��������� ©
�{� ¬ �@�a�q¤X�«����³�´��

Ì ��� �k� �[�{ [� �q§ �b�a�[� â � � ����� � ���^���{� � �{ � � � �£��� �k�Eª«�vä �� [�[� � ���k�����[� � �� £�����a����� � ���X��� � �[���a��� �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í}îSµ �"§ � t ∈ Tm(L) �����X���[�{�v�{� � �£�^�v�{ � � � �£�Ä���£� ÁÃÂ�¼�½¥Â º�Â �Yþ�É8�I¸qÉ�·
¹»Â�¼�@��� t � var(t) �/� � � �P� var(v̇n) :≡ {v̇n}

� ��� var(ċk) = ∅
� � � �[� var(ḟjs(0) . . . s(t(j) − 1)) =⋃

i<t(j) var(s(i))
�

Ý Â � Â��D� °�¼�½�¶�í}îS¶Â� ¬ ���[� � � � �� � � � �[��� � ��� ¬��  M� � � �P��ä��a�q§a� �v�{� � � �Eä �{� � �£�
Gvar :≡ {(x, {x}) | x ∈ V } � Gconst :≡ {(x, ∅) | x ∈ V }� ��� Gfun :≡ {((j, f, g),

⋃
ran(g)) | j ∈ V ∧ f ∈ V ∧ g ∈ V }

�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í¦Þ�· �"§ � ϕ ∈ Fml(L) ���	�����[�{�v��� � �[���k�� � � � �£�¿���[�VÁÃÂ�¼�½¥Â º�Â ��þ�É8�I¸qÉ�·
¹»Â�¼�@��� ϕ � var(ϕ) � � ��� ���[�ZÁÃÂ�¼�½BÂ-º�Â�� 
g� Â�¸qÂf¼ þ Éx�«¸qÉ�·
¹»Â�¼õ����� ϕ � fr(ϕ) � � �[� � �@ [� � �¡ � ¢ var(s1

.
= s2) :≡ fr(s1

.
= s2) :≡ var(s1) ∪ var(s2) �¡ �[� ¢ var(Ṙis(0) . . . s(t(i)− 1)) :≡ fr(Ṙis(0) . . . s(t(i)− 1)) :≡

⋃
j<t(i) var(s(j)) �¡ �£�[� ¢ var((̇ϕ∧̇ψ)̇) :≡ var(ϕ) ∪ var(ψ)

� ��� fr((̇ϕ∧̇ψ)̇) :≡ fr(ϕ) ∪ fr(ψ) �¡ �£� ¢ var(¬̇ϕ) :≡ var(ϕ)
� ��� fr(¬̇ϕ) :≡ fr(ϕ) �¡ � ¢ var(∀̇v̇nϕ) :≡ var(ϕ) ∪ {v̇n}

� �a� fr(∀̇v̇nϕ) :≡ fr(ϕ) \ {v̇n}
�

¦Q�7�
Φ ⊆ Fml(L) � � � � ��� fr(Φ) :≡

⋃
{fr(ϕ) |ϕ ∈ Φ} ���£� µ\�����@���a��� � �v�{�[���®� � �k� �@¤  [���^�@��� Φ

�
Ý Â � Â��D� °�¼�½�¶�í¦Þ î � �£�Zµ\�{����� fr(ϕ)

¤ � �k� � �2� ����� � ��� �«��� ���{� � �����£�����y� � �v� �«¤  [�{� �@��� var(ϕ) ��a�[� � � ¬ �£����� �k� �{� � ���£����� ��� �� £ [�����@� ϕ ��� �P�è� å÷� ¬ ¨ �[�v � �a� �v¤ ���k��� �P� æ����£��� �&³��X� � � �@� �,�k� � � �{� �
µ � � �P��¬ �  B� �k� � ��� �£���2���� £ W� � � �P���@�a� ¤ � �7� � ¬ ¬j� � � �k���£��� � �k� �@¤  [��� ä���¤ � �v�P� � ª ��@�{� �a¨ �£�������X���£� ��k��� ��� �k�X�   ¤ �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í¦Þ�Þ �"§ � n < ω

� �{� Fmln(L) :≡ {ϕ ∈ Fml(L) | fr(ϕ) ⊆ {v̇i | i < n}}
����� ���� �k� Fml0(L) ���[� µ\�{����� �  [ [�{� � ��� ¬ �� £�������£��«���£��� � �k���[�{�t� � �v� �«¤  [�{� ���@¤ �{��� � ��� � ��� �«� µ ��������a��� L c ê aÇ�ë2Â �¨ �£�s���{�v�{�[� ¤X� �k�����X� ���$� �[� ä{�  § � �=� �£� �k�E�«�v� �a���$� � �k� �@¤  £��� v̇n �@�a�P� �a�[� Ìs�a�P���k�E�@¤ �{� x, y, z . . .¡»�@���P�c¬ � ��¦ ���a� ä � �P¢��k�P� �v�{� ¤ ��� � �{�v���{� ��� �[� ���P� �v�{� ¤2� �{� � � ϕ(x1, . . . , xn)

¤ �{��� �f� � � � � �@�k� ϕ ∈
Fml(L) � �k�,¬ � � fr(ϕ) ⊆ {x1, . . . , xn}

�
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ö ê� Õ±ö�ñ×ÖfÀ�íO¾�ö�ò�ÀOõ�ö§���`� ñ ö�ò�ñTí û$øtíOÀ/÷8øtñ/ê
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í¦Þ¥¾ � �{� L = (I, J,K, t) �{�[��� �f� � �@�P� � �«� �£�_¶ � �v�a�[� �   äu�@�   L :≡ I ∪ J ∪K+ℵ0� ��� �«� ���[�ZÈ É8�Iº
¸»¼�É�¹}¸=Ç�aÇ�º�Â�� ê ßM� ÉXÅIÆ�Â L �
Ý Â � Â��D� °�¼�½�¶�í¦ÞOd ¦ �x���{�$� ¤ �£����� � �	�X�a� � �£��� �@��� L � �[�k� ℵ0

� �����£��� � � � ���£  � �£� �@¤�ä�ª@�   ¤X� ����£�� [�2� � �v� �«¤  [�{� �X�@¤ ����� � �a�\���£� � � �   �bä�� � ��� � �@�P� ���@� ��� �k����� � ���@� � � � ��� � �{�v���{� �
� Â �!� É�¶�í�Þ[� ��C*:

L
C*:=?/C®���BDk>�NPOXC 8�¯ >@?X?;:[U*< L = Fml(L) 8

�(�X���B�=���Ã¨ �����{� Fml(L) ⊆ A∗L
� �� [� � Fml(L) ≤ A∗L = AL + ℵ0 = L

� ���õ� �����{�v��� � �{� �E��q§ � � �{��� � i ∈ I
� ��� j ∈ J

� � � �[� k ∈ K
� �a� n < ω ���[  � Ṙiv̇0 . . . v̇0 ∈ Fml(L)

� �a�
ḟj v̇0 . . . v̇0

.
= ḟj v̇0 . . . v̇0 ∈ Fml(L)

� � � �[� ċk = ċk ∈ Fml(L)
� �a� v̇n .

= v̇n ∈ Fml(L) �M���v�@� ¤a�� � �P� L ≤ Fml(L)
� ³�´��

¨ �£�   �@�v� ���þ� ¬ú� �� £�������a���c���[� �~� �� � � §a¤ �{� ���{� � Ë�¬$¤ ��  ¤ � ä ��� �P� � � �����{� � ��� � � ��� �v�P� �k��� ¤ ���
(, ),∧, ∀, vn, . . .

�k�E�«�v�
(̇, )̇, ∧̇, ∀̇, v̇n, . . .

�
ö ê"! Õ±ö�ñ$#nñ øtõ�ñ òC¾�ñ ò�%ý�tò��ý����í8ñ ò ��ò�¾'&Ê��À/ò����/íxñ ò6ê
¨ �£� �q§�� �k���!���[� � �� [���{�����{� �@� �� � ���k��� � ��� ³��X� � � ���k��� �   � â�¤  § � ä�� �a����� �q§ �~��� � � �v� � � �{� �P� �{� ��k��� � ���¿�a��� �f� � �@�P� ������� � ���@�[ ��� �k� ��� ���v�a� �^�{�[� � µ\� � � � �v��� ß �£  � ��  �@�k� �{� � � �P� �f�£�� £� � ��� ¬ �� £��{�[� �»�«�P� ��� �v�P� �v��� ¤ �{� �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í¦Þ¥ì � �{�[�{� ϕ, ψ ∈ Fml(L)

��¨ �[� � � �Eä ���T�¡»�2¢
(ϕ ∨ ψ) :≡ ¬ (¬ϕ ∧ ¬ψ)

¡ ��º�Â�� ¢*�¡q¤¥¢
(ϕ→ ψ)̇ :≡ (¬ϕ ∨ ψ)

¡"� �ß
¹}¸��aÉfÇ ¸��B¼ ¢*�¡»�u¢
(ϕ↔ ψ) :≡ ((ϕ→ ψ) ∧ (ψ → ϕ))

¡"(*) °
¸©��ÉX¹qÂ�¼�ë�+ Ý ¸»¸R�ß
¹»¸��fÉaÇ ¸��M¼ ¢*�¡ � ¢ ∃vnϕ :≡ ¬∀vn¬ϕ
¡ �-,�¸»±{Ç�Â�¼�ë ) °�ÉX¼BÇa��� ¢J�

� �� £�����a��� â�¤  § � ä�� �a����� � �[�a�\� ¤ �{� �»�  [  �_� � � �(� §f�Eä  £� �P� �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ã¶�í¦ÞÅ� ¡»�2¢ � ��� n < ω

� ��� � ���£��� x1, . . . , xn ∈ {vi | i < ω}
� ��� Q1, . . . , Qn ∈

{∀, ∃}
�/� ���v�a��� � ��� ϕ ∈ Fml(L)

��¨ �£�����	�����[�{�v��� �v�{ � � � �T� Qnxn . . . Q1x1 ϕ ∈ Fml(L)� � � �P� Q0x0 . . . Q1x1ϕ :≡ ϕ
� ���

Qn+1xn+1 . . . Q1x1ϕ :≡ Qn+1xn+1Qnxn . . . Q1x1ϕ
�

¡q¤¥¢ � ��� n < ω
� �a� �q§ � i < n

� �{� ϕi ∈ Fml(L)
�~¨ �[�������X���£���v�{��v�{ � � � �£� ∧

i<n ϕi
¤aä{�Z�

∨
i<n ϕi � � � �P�∧
i<0 ϕi :≡ ∀v0 v0 = v0

¤�ä{�Z� ∨
i<0 ϕi :≡ ¬∀v0 v0 = v0 �∧

i<1 ϕi :≡
∨
i<1 ϕi :≡ ϕ0 �∧

i<n+1 ϕi :≡ (
∧
i<n ϕi ∧ ϕn)

¤�ä*�Z� ∨
i<n+1 ϕi :≡ (

∨
i<n ϕi ∨ ϕn) � �»�  [  � n ≥ 1

�
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¨ �£��� ã �[���k���^�{�[��� � ��� ¬��  £� �f� � �@�P� � L = (I, J,K, t)

�è� �£� ¦ � � ��� � �£�������£� � ��� ��� � �@�P� ��� �7� ���[� Ì � ��k�P� �v�{� ¤�� ���\�@��� �¥<»DJeèpI<»e�DPC*? ���£�c�a�����{� ���£� � ��  �«� �£��� ��� � �¥� �� � �[�@� �4�&� ���þ¶&�@� �k�E� � � ��� �HË�¬$¤ �� [��a� �^â   ���X�«¤ � �E� AL � � � �P� �{� �E�v� �v� �P� ������� � ��  �«� �£�������/� �¥� �� � �[�@����� � ���Ä¶&�@� �k�E� � � ��� �[� � �{� �� �v� � �[�{� �$� �[��� �
¨ �[� � �{�����{� � � � � �@¬ � � ���{� ��C*i!>@?X<}:[p �a��� � ��� ¬��  [��� �f� � �@�P� � ä{� �"� �ô��� � � �k���¦ � � ��� � �v� �E�«� �£��� ��¨ �£� � ��� ¬ �  £� � �£���k��� ä{� � ª@�P���7� �a��� Ì �����k��� �{�[���{� ¬��I�E� � ¬��«� � �k�P� ��� ��� � �  �E� � �
ë32_ê4ë û�� íO�����´�«í8ñ òuê
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í»î ´ �[�a� L− ê Ça�I°�/Ç�°� � �k� �{�[� 4

� © ��� �� 
A = (A, (Ri|i ∈ I), (fj|j ∈ J), (ck|k ∈ K)),

� � ¤ ��� � �� £�����a��� � ���£  �u�¡ � ¢ A � �k� ���£������� �P�2�H�  [�{���v�jµ\�{������� � �£� � ��� �«� �}�0a½BÂ���� Â�¼�½BÂ��f���{� �«���P�54 ¼
¸©�BÂ��«±�°M� �����
A
��¨ �[� � � �Eä ��� |A| :≡ A

�
¡ �[� ¢ ∀ i ∈ I Ri ⊆ At(i)

�¥���@�,� ��� �@� � Ri � �k� �{�[��� t(i) cP±{ÇuÂf¹»¹»¸»½¥Â  Â�¹»ÉaÇ�¸��B¼ �«�a� A �¡ �£�[� ¢ ∀ j ∈ J fj:At(j) → A
�¥���@�,� �{� �@� � fj � �k� ���£��� t(j) cP±{ÇuÂf¹»¹»¸»½¥Â ò °
¼j�/Ç ¸��B¼ �@�a� A �¡ �£� ¢ ∀ k ∈ K ck ∈ A

�X���«�&� �{� �@� � ck � �k� �{�[���ZÈ �B¼�±{Ç�ÉX¼MÇuÂ �@��� A �� �[��È\É8�Iº�¸}¼�ÉX¹»¸qÇ!aÇ����{� �è� � �  �v� � A � �7� A :≡ A
�

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í�Þ � �{� A ���£��� L �4��� � �  �v� � ¬ � � L = (I, J,K, t)
�

¡»�2¢Ü� �[� �è� � �  �v� � A
� ��� �@� ¯�¹q½¥Â�·� É�� �»�  £  � I = ∅ ���£  �u�¡q¤¥¢Ü� �[� ��� � �  �v� � A
� ��� �@� � Â�¹»ÉaÇ�¸��B¼�ÉX¹»Â ê Ça�I°�MÇ °�è� �»�  [  � J = ∅ �@�[  ���´ �£��� â  [�@� ¤ � �$¤ � � � �vä{�&�   � ��@�{�[��� � ��  �I� �[�@�������f���£�����v�{  �«� �[��� �  [� �è� � �  �v� �,@�{�[��� �X� �� � �£�����{� �

Ý Â�¸»±;ß
¸»Â�¹(îS· í£¾ � �£� ��� � �  �E� �����{���v�{�� £ [��� ���@�  £���  � ��� � �� £�������a��� ¬ ��� �{� �   � L ����� � �  �E� � ¬ � �
L = ({0}, {1, 2}, {3, 4}, {(0, 2), (1, 2), (2, 2)})

¤ � �v�P� �k�[� ¤ �{� � ���v�a���T�
(R, {(0, <R)}, {(1,+R), (2, ·R)}, {(3, 0), (4, 1)})

� � ¤ ��� � �£� I :≡ {0} � J :≡ {1, 2}
� �a� K :≡ {3, 4} �@� �sª@�   �,���@¤ �{� �¨ �£�s�����X���£���v�{�����£���[��� � � �   ¤ �� � �a� � � Ì � ä �[� �è� �����{� ä*� � �k�P� ��� ��� � �  �E� �v�����£� � � � ���k� ¬�� ��� ¬��D� £� �k¬$�����¨� ��� L = (I, J,K, t) ���[�a� �f� � �«�P� � � ��� � ���£���

A = (A, (Ri|i ∈ I), (fj|j ∈ J), (ck|k ∈ K))
� ���

A
′ = (A′, (R′i|i ∈ I), (f

′
j|j ∈ J), (c′k|k ∈ K))

L
����� � �  �E� �k��� �

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í�d � �£� ��� � �  �E� � A � �k� ���[�a� ê °�·
±{Ça�I°j�/Ç °j�(�@��� A
′ ¡»¤�ä*�Z�

A
′ ���£���76�·~Â��I±{Ça�I°j�ÅcÇ�°������� A

¢ � �»�  £  � ���£  � �
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¡ � ¢ A ⊆ A′ �¡ �[� ¢ ∀ i ∈ I Ri = R′i ∩ A
t(i) �¡ �£�[� ¢ ∀ j ∈ J fj = f ′j � At(j) �¡ �£� ¢ ∀ k ∈ K ck = c′k

�
¦ �����£� � � ¬ �¥�  £  �v�P� �k��� ¤ ��� � �£� A ⊆ A′

�2��� �a�[� �f�a¤��k� � �  �E� � A � � � �P� A
� �a�!� � �v�s©
� ª ����� ¬ �{�����

A �{�[����� �a� �£� � � �7� ���{ [��� � � �k� �� � �a����� � �[� �@���P� �����X���[�{�v�{�T� A = A′ � A
�

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í4� ´ �[�a� �¥� �� � �[�@� h:A → A′
� ��� �«�98 ��� ��� ���Nß"Æ�¸»±&�õ°
± �@��� A � �@�P� A′ ��»�  [  ��� �� [���{����� � ���[  � �¡ � ¢ ∀ i ∈ I ∀~x ∈ At(i) (Ri~x −→ R′ih(~x)) �¡ �[� ¢ ∀ j ∈ J ∀~x ∈ At(j) h(fj(~x)) = f ′j(h(~x)) ��� �ô��� �X� �@�(� � � ��� �@¬!¬

A × · · · × A
fj

→ Ayh . . .
yh

yh

A′ × · · · × A′
f ′j
→ A′

@� ¬!¬$�a� �[�{� � �¡ �£�[� ¢ ∀ k ∈ K h(ck) = c′k
�

¨ �£� �v�P� �k��� ¤ �{�\�£� �a�[� � � ¬ä�¥�  £  h: A→ A′
�

Ì � �@�P�2� �{� � �[�«��� ��� � �[� �[� � ¤ �[���{� � �	�X��� � �£���� � � � ���k�����k����� ��� �£� ���{�®�&� ¤ �[ £� �k� � �  �E� � ¤ � ��7� � � �����a� � �{  �«� �[�����{� ¤ � �s�@� � ��� �{�v���{� ¬$§��v� ���T�M��� �P�2��¤ � �7� � � �����a� � �{  �«� �[�����{� ¬$§a�v� �{� ��� �P�2�� � ¤ ���a�[��� �$¤ � �_�@� � ��� ���v�a��� �~� � ��� � ���£  � Ri~x
� �õ���[  �j�«���P� R′ih(~x) � � ����� Ri~x

?X:WNPO�< ���[  � � � � � �a� �@¤ ���b� � � �P�X�«��� R′ih(~x) ���{  � �{� �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í£ì ´ �[�a� �X� �� � �£��� h � ��� �«� ��¸»¼/·~Â2ÇuÇ °�¼�½!�@��� A �[� A′ � �»�  [  � � �� £�����a��� â&���v�v� ���{��@��  � ���T�¡ � ¢ h: A→ A′ �¡ �[� ¢ h � �k� �[� � �� � �T�o�¡ �£�[� ¢ ∀ i ∈ I ∀~x ∈ At(i) (Ri~x ←→ R′ih(~x))

�
¦ � ���£� � � ¬ä�¥�  [  �v�P� �k��� ¤ �{� � �[� h: A ↪→ A′

�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í�� ´ �[�a� �X� �a � �[��� h � �{� �@�:� ±C��� ���0ß
Æ�¸}±&�õ°�±^����� A

�@�a�
A′ � �»�  [  �$� �@ [���{�����â&���v�v� ���{�;���{  � �{�T�¡ � ¢ h: A ↪→ A′ �¡ �[� ¢ h � �k�,¤ � � �� � �T� �¦ �����£� � � ¬ �¥�  £  �k�P� �v�{� ¤ ��� � �[� h: A ∼= A′

� ��� �E� ���{��� A � �k� ¸}±C��� ���Nß
Æ ä�� A′
�@� �[� �f�P� �v��� ¤2� �{� � �

A ∼= A′
¤ ����� �a� �«�B� ��� � � ���£����� ¦Q� � ¬ ��� ��� � �k¬$��� �@��� A

�@�a�
A′ ��� ¤a�u���ª��«��� � �P� �{�[��� ��� � �  �E� � A �[� ���£��� �è� � �  �v� � A′ ���[� ¤ � �k� ���/� � �� � ��� ¬ � � A

�   �t�f��¤a�k� � �  �E� ��@��� A′
�@� � �@�k� ��� � áZ�{� �@� �{�(�@�[  � �
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ê ÉaÇ�ë îq·�í4µ L�U�d�C*S <QC h: A ↪→ A′ 8�¯ >@?X?-:[U*< A′′ :≡ ran(h)
w�Dko�d�C*D$C*:=?/C*D~�¥e 4 U*<»D*e2pI<»efD

A′′
g@HI?

A′
l�e�?BAVCPU�d@:=S <

h: A ∼= A′′ 8�(�X���B�=��� �"§ � i ∈ I
� �{� R′′i :≡ R′i ∩ (A′′)t(i)

�z� ��� j ∈ J
�z�
§ � ~y = h(~x) ∈ (A′′)t(j)

¡q¬ � �
~x ∈ At(j)

¢ � �7� f ′j(~y) = f ′j(h(~x)) = h(fj(~x)) ∈ A
′′ � � � � ��� f ′′j :≡ f ′j � (A′′)t(j) �{�[��� �X� �� � �[���

(A′′)t(j) → A′′ ���	�X�a�[��� �u�����V�@�x� ���k��� ¬ c′k = h(ck) ∈ A
′′ �q§ � k ∈ K ���£  � �B� �7� � � � �P� A′′ :≡

(A′′, (R′′i |i ∈ I), (f ′′j |j ∈ J), (c′k|k ∈ K), t) �{�[��� ��� � �  �E� �$���	�����[�{� �u��â��a� ���{� � �	�X�a� � �£�����{�� �@ [� ��� � � ��� � �f� ��� A′′ �{�[��� �f��¤��7� � �  �v� �s�@��� A′ � �7�u� µ � ���@���k��� ä �[��� � � � �� £��� �P�2� ��� ��� h: A ∼= A′′�@�[  ��� ³�´��

ë32_êh� Õ±ö�ñÚû��Q¾tñ õ4õ�ù�ñ]Ábö�ñ ø$�tò�ô«ê
¨ ���a� A ���£��� � ¬ú� �� [�@�������{� � � �k� ��� �X�   � �{��� L ����� � �  �E� � � �7� � � �\� �7� � �«¬ � ��� � �k� ���� £��� � � � �[�!���[�� ��  �«� �£��� ��� � �X� �� � �[��� ���M� ����¶(��� �k�E� � � �{� �HË�¬$¤ �� [���[� A �[� � �{� � �k� � �£��� ��� ���k����� �«¨ ����� ä{���EªI�Eä  £� �P�� � �k� ���� £��� � � �7� � � �[�����£�|� � �v� �@¤  [�{�õ�[� A �[� � �{� � �k� � �£��� ��� ���k�����/�" � ������� �  [ £� L � ©���� ¬ � � ��� L �� ��� ¬ �{ [�Z�[� A �£� � ��� � �v� � �[�{� ��� ���v�a��� �@� �[� � � ¦ � � ��� � �v� �P�«� �[��� �k� �� [  � � �@� �q� ��� �«¬ �{� �E�  [� Ì �£�����{�� [�£���ä*� � �k�P� ��� � Ë � �E�Iã � ��� � � ¬�� � � �[�� � � �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í4¶ ¨ �£�b���	�X�a�[���k���T� β � �7� ���[�a� Ý Â�¹qÂè½M°�¼�½¿¸»¼ A :≡ β: {vn |n < ω} → A

�
¨ �£�Z� ã �[�{�v��� � � � ���[�a� ¤ �� £�[� ¤ �[��� Ì �� £��� � ��� β �[� A

�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í»îq· � �{� s ∈ Tm(L) �{�[� ¤ �� £�[� ¤ �[���{�&©���� ¬\�/� �	�����[�{�v���v�{ � � � �£�\���[� � ¼MÇ�Â��Nß�IÂVcÇuÉaÇ ¸��M¼ ���M¼ s ¸}¼ A °�¼MÇ�Â��^º�Â�� Ý Â�¹»Âè½B°
¼�½ β � sA [β] � � �£� � �@ [� � �¡ � ¢ vA

n [β] :≡ β(vn) �¡ �[� ¢ cAk [β] :≡ ck
�

¡ �£�[� ¢ (fjs(0) . . . s(t(j)− 1))A [β] :≡ fj(s(0)A [β] , . . . , s(t(j)− 1)A [β])
�

´ �£�$©
�{� ¬Ã� �[�k� �   � �(�[� A ���{� � � � �[� � ��� � �v� � �[�{� � � � ���/� ���a� ���X� �� � �[��� ����¤aä{�Z� ¶(��� �7�P� � � �{� �HË�¬$¤ �� � � � �P� ���£� «���v�k� �k� ���a���[�{�v���a��� �X� �� � �£��� ¤�ä*�Z� ¶(��� �k�E� � � ���@��� A ��� � � �vä{��� ��� � ���a�k� � �k� �@¤  £�¬ � � ��� ¬ � � � �P� β ¤ � �7� � ¬ ¬j� ��� ´  [� ¬ ��� � ����� A ¡»�   � � β(vn)
�q§ �����[��� � �v� �@¤  £� vn ¢�¤ �� £��� ��� �[�k� �� ¬úä�� �����X���£���v�{��� � �[���{�[��� � ��� ¬ �{  ϕ �[� �{�[���{� �è� � �  �v� � A �£� � ��� � �v� � �£��� ��� �£�v��� ¬$§��v� ��� � �[�¬ ������� ä �[�{� � � Ì �� £��� � �a����� ���£� �q§�� �k��� �

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í»î¥î � �{� β ���£��� Ì �� £��� � �����[� A � a ∈ A � �a� n < ω
�X��� ��� � �{� β a

vn
���£��� � � �P�

β
a

vn
(vm) :≡

{
β(vm),

�»�  [  � m 6= n
a,

�»�  [  � m = n �
�a�	�X���£��� � � Ì �� £��� � �����[� A

�
� �[� Ì �� £��� � �a� β a

vn

� � � ��� �v�P� �{�[��� �Z� � �P� �   � �!�@��� β � � �&� � � � � �P� �/� �@�v� ���[�E� � �v� �@¤  £� vn � � � �P�
a
¤ �{ [�{� �b� �[�k� �
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	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í»î Þ � �{� ϕ ∈ Fml(L) ���£��� ¤ �� [�£� ¤ �£��� L ��� �@� ¬ ��  ��� ���X���£���v�Z�k�� � � � �£�����[� ´ �£����� ��k�P�X�«�=�
A |= ϕ[β]

� �£� � �@ [� � �¡ � ¢ A |= s1 = s2[β] :≡ sA

1 [β] = sA

2 [β] �¡ �[� ¢ A |= Ris(0) . . . s(t(i)− 1)[β] :≡ Ri(s(0)A [β] , . . . , s(t(i)− 1)A [β]) �¡ �£�[� ¢ A |= (ϕ1 ∧ ϕ2)[β] :≡ (A |= ϕ1[β] ∧ A |= ϕ2[β]) �¡ �£� ¢ A |= ¬ϕ[β] :≡ ¬A |= ϕ[β] �¡ � ¢ A |= ∀vnϕ[β] :≡ ∀a ∈ A A |= ϕ[β a
vn

]
�

¨ �£� �E� �@��� � � ���T� A Â���
 Æ ¹»¹qÇ ϕ °
¼MÇuÂ � β ������� ϕ ½B¸}¹=Ç�¸»¼ A °�¼MÇ�Â�� β ������� A � �k� �{�[� Áú� º�Âf¹»¹
���B¼ ϕ °
¼BÇ�Â�� β �
�&�@�P� ���{�j� ¤ �£����� � �@� ¬ �  [� � �[�{� � �a��� �k� A |= ϕ[β] �{�[��� ∈ ��� ��� ¬ �{  ¬ � � ���{� �"� � �@¬ � � �{�v� A � ϕ� ��� β �X� �[� � �{  �«� �[��� |= ¤ � ä �{� �P� ��� �(¬�� � �   � Áú� º�Â�¹»¹»·~Âèëè¸qÂ�Æ�°
¼�½ �
Ý Â�¸»±;ß
¸»Â�¹(îS· í»î�¾ Ì � � � �@�P�2� � A = (R, ∅, (+R|i < 1), 0, {(0, 2)})

� ���
ϕ :≡ ∀v0 + v0v1 = v0)

��´~� ���[  � ϕ �£� A
¤ ���,���£����� Ì �{ [��� � ��� β ����� �«� � � �a��� � �{���Ä���[  �

∀a ∈ R a+ β(v1) = a
��¡}� �£� � � �7� � �«�v§ �v £� �P� ����� �@� � � ���V����� �¥�  £ W� � �{��� β(v̇1) = 0

�
¨ �£�_���{� �  £ [��� ¬ �{�[���{�v�����£��µ\�f�a�� [  ¤ � ä �£� �è� ��� �@�a�W� ��� ¬ ��  ¬ �{�����{� �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í»î�d � �{� Φ ⊆ Fml(L)

� ��� β ���£��� Ì �{ [�{� � ���^�£� A
�M� �	�X�a�[���k��� A |= Φ[β] :≡

∀ϕ ∈ Φ A |= ϕ[β]
�

ê ÉaÇ�ë îq·�í»îS� 3 > 6 � 4
A |= ϕ[β]

d@:=S <
H�A�C*D�?X:WNPO�<qlBOao@?�d@<�?Xe�D,> 4 g@HI? A�C*?�C*?BAaS :WNPO g�:WC*S[C*?¿F!C*DJ<QC*?
β � fr(ϕ)

U�HIr~:WC�A�C*?-C*?BAaS :WNPO!g�:WC*S[C*?^],C*ST>@<}:WHI?/CJ?
{Ri | i ∈ I ∧ Ṙi ∈ ran(ϕ)}

l A�C*?-C*?BAaS :WNPOg�:WC*S[C*?ã¸�e�?apI<}:WHI?/C*?
{fj | j ∈ J ∧ ḟj ∈ ran(ϕ)}

ef?BAýA�C*? C*?BAaS :WNPOýg�:WC*S[C*?GR�HI?aU*<÷>@?X<QC*?
{ck | k ∈ K ∧ ċk ∈ ran(ϕ)} 835476 È U*< ϕ C*:=? L hg�M>@<[ü*l~U�H$Oao@?�d@<_A@:WC9;_|fS <»:TdIp2C*:=<�g@HI? A |= ϕ[β]

?X:WNPO�<�g@HI?
β
> 4 8

Ý Â � Â��D� °�¼�½ îq·�í»î�ì ���@�  £� �Eä*� � � � ¬!¬�� �k� �P�2�v� �{� � �[� � ���£� � �� [���{�����{� ���P� �v�{� ¤2� �{� � ���T�¡»�2¢ � ��� s ∈ Tm(L)
� ��� var(s) ⊆ {v0, . . . , vn−1}

��¦Q�7� � � ��� ai = β(v̇i)
�q§ � i < n � � � �v�P� �k��� ¤ �{�� �£� sA [a0, . . . , an−1]

�k�P�I�v�
sA [β]

�
¡q¤¥¢ � ��� ϕ ∈ Fmln(L)

¤�ä{�Z�
Φ ⊆ Fmln(L)

�X¦Q�7� � � �a� ai = β(v̇i)
�q§ � i < n � � � �v�P� �k��� ¤ ��� � �[�

A |= ϕ[a0, . . . , an−1]
�k�E�«�v�

A |= ϕ[β]
¤aä{�Z�

A |= Φ[a0, . . . , an−1]
�k�E�«�v�

A |= Φ[β]
�

¡»�u¢Ü¦Q¬ �¥�  £ ~���[�a� �+�f�«�Eä � � ϕ �v�P� �k��� ¤ ��� � �£� A |= ϕ
�k�P�I�v�

A |= ϕ[β]
� ��� �v� �����/� A ¸}±*Ç-Â�¸}¼Áú� º�Â�¹}¹u���B¼ ϕ

�~¦Q¬ü�¥�  £ ��{�[���{��µ ������� Φ ����� L �4�aªI�Eä �{� �k�P� �v�{� ¤ ��� � �[� A |= Φ
�k�E�«�v�

A |= Φ[β]
� �a� �v� �����/� A ¸»±{Ç�Â�¸}¼Áú� º�Â�¹}¹/���M¼ Φ

�
ë32_ê ¼ Õ±ö�ñ<���/õ4ô/ñTí´��ò�ôP��ùuñ]Áoö�ñ ø$��òtô ��òC¾Ä½ í�#,Ãtõ4õ�ùCÀ/í��/ñ ö§�Tê
� �[�Z [���@� �v�P� ��� Ì �����k���M�Z����� � �� [�@��� � ���������{�&© �@�a� �� [�@���[� � ���;���{� ¨ �£����� �v� � ���P���7� �v��� � ��� �   �@�k� ���� � �P� � � � ¬ � �iß �[  � �����{�(�{�[���@� �q§�� � � �{� � � ¬�� � � �[ ���	�X�a�[���k���T�



���������
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	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í»î´� � �{� Φ ⊆ Fml(L)
� ��� ϕ ∈ Fml(L)

��¨ �£�b���	�����[�{�v���b�
Φ |= ϕ :≡ ∀A ∀β ((A � �k� L ����� � �  �E� � ∧ β � �7�«Ì �� £��� � ��� �£� A ∧ A |= Φ[β]) −→ A |= ϕ[β]).

á��[  � Φ |= ϕ � � � �v� ����� � �[� Φ ¸��ß"¹»¸qëè¸»Â���Ç ϕ ������� �@�a�P� ϕ 
g�B¹q½¥Ç!ÉX°�± Φ
�

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í»îSµ �"§ � ϕ, ϕ1, . . . , ϕn ∈ Fml(L) �����X���[�{�v��� ϕ1, . . . , ϕn |= ϕ :≡ {ϕ1, . . . , ϕn} |=
ϕ
�

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í»îS¶ �"§ � ϕ, ψ ∈ Fml(L) ���	�����[�{�v��� ϕ, ψ � �[�a�k ) °
¸©��ÉX¹qÂ�¼MÇ :≡ (ϕ |= ψ ∧ ψ |=
ϕ)
�

´ �£��� ´ �£����� �v�P�X�«�=� � �k� ���£����© �@�a� �@ [�����£��������� �  £ [��� ¬ �{�[��� §   � �[��� � ���a� � �£� �k� � �E�,ä��f� �v�Ä� � �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í�Þ�· �"§ � ϕ ∈ Fml(L) �����X���[�{�v��� ϕ � �7� ÉX¹»¹q½BÂ � Â�¸»¼�½ Æ ¹qÇ�¸»½ :≡ |= ϕ :≡ ∅ |= ϕ

�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í�Þ î � �{� Φ ⊆ Fml(L)

�f¨ �[�b�����X���[�{�v�{�T�
Φ � �7� Â���
 Æ ¹»¹»·�É8� :≡ Erf(Φ) :≡ ∃A ∃β (A � �k� L �4�è� � �  �v� � ∧ β � �k�«Ì �� [�{� � �����£� A ∧ A |=
Φ[β])

�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í�Þ�Þ � �{� Φ ⊆ Fml(L)

�/¨ �[�����	�X�a�[���k���T� Φ � �7� � ¸}º�Â��I±;ßM�I°�Å«Æ�±C
g� Â�¸ :≡ ¬Φ |=
¬̇v̇0

.
= v̇0

�
� Â �!� ÉGîq· í¦Þ¥¾ L�U�d@:=S <WK Φ |= ϕ ←→ ¬ Erf(Φ ∪ {¬̇ϕ}) 8 ���XCvü�:WC*S=STK |= ϕ ←→ ¬ Erf(¬̇ϕ) 8�(�X���B�=���\ä�� å ⇒ æ �a´~� ���{  � � Φ |= ϕ

��â �a������� ¬ ¬ ����� Φ ∪ {¬̇ϕ} �X�«� ���£�\µ\�f�a�� [  A � � � �{�(�{�[���{�Ì �� [�{� � ��� β �X��� ���V���[  � A |= ¬̇ϕ[β] � �   � � ¬A |= ϕ[β]
�aâ&�8� �{�v��� ¬ ���[  � A |= Φ[β] � �s�@�_� �{�����

Φ |= ϕ
�@�a�

A |= ϕ[β]
�q§�� � ����â   � �;���£  � (A |= ϕ[β] ∧ ¬A |= ϕ[β]) ���{�[� ¨ �£����� �v� � ���P���"� �[�µ ������� Φ ∪ {¬̇ϕ}  � ��� �   � �!�a� �P�2� ��� �q§  [  ¤X� � � ���[� �ä{� å ⇐ æ �B´�� �@��  � � ¬Φ |= ϕ
�/��� ��� � ã � �k� �[��� � ���£��� L �4�è� � �  �v� � A

� ���õ�{�[��� Ì �� [�{� � ��� β �£� A �� ��� ��� A |= Φ[β]
� ��� ¬A |= ϕ[β] �@��  � ��� �Å� � �vä{� �{�v� � � �k� �� [�{� �P�2� ��� � �[� ¬ � � A |= ¬̇ϕ[β] � �   � �

A |= Φ ∪ {¬̇ϕ}[β] ��� �ô��� � Erf(Φ ∪ {¬̇ϕ})
�

���@¬ � � � �7� � �@��� � ¬!¬��$¤ � � �£� � ��� � ³�´��
ß �[�{� �@���   ª@�v�7�,� � �P� ¤ ��� ¨ �@�  ��@��� ϕ = ¬̇v̇0

.
= v̇0

� � � ��� �b� �� [�@���v�b�
ê ÉaÇ�ë îq·�í�ÞOd Φ

:[U*<�r~:»A�C*DPU��BDJeXNPO2UqzJDEC*:[l�d2A@r 8 Φ C*D=zJ|�S=S 4 >@DZ:[U*< 8¦ �þ����� ¬ �«�E� � ¬��I� � �k�P� ��� � �����£ � �[�k�þ�@� ä �{�[� � ��� �@�v� ���£� � �[���Z�{�[����� �q§�� � � ��� Ì ���@�v���M� ä{� � �v�P� �{��4Ë � �E�  � � �v�P� �{� ´ � � � �Pª«� ��� �@���P� �@�f� �v�{�[� �4Ë � �E�  � � �v�P� � ¬ ¨ ���^�����X���£��� �(� ���v�a���  � �������b� µ � ��q§a� � � �{�[���{� y 4 S[C*:=<}e�?�dIUPp@>@SÿpI|fS �{�[���
����� �4Ë � �E�  � � �v�P��«�a� L ��� ��� ¬ �� £� � � ���k�[��� �u� µ � �x�����X���[�{� �
Φ ` ϕ � �»�  [  ��� � �P� ϕ � ¬ â�¤  [��� �E� �a� �  �  £ §   �@�a� Φ ��� ä � � �@���ý  ª@�k�k��� ´ �[��� � ��� ¬ ��  ¬ �{����� Φ � �k�p2HI?aU*:[U*<QC*?X< � �»�  £  ��� � �P� � �«��¸�>@SÿU*e�i

¬v0 = v1 ��� �P�2�(�@��� Φ
�@¤  [��� � �{�^  ª@�k�k���a¦Q¬ á � ����  �v�P� �{�y���� [  ��7�Pª �a���[��«��� �E�v�v�«�Eä �"���{� �   �6�X� ��� �@¬ �{� �P�   �E�«�vä ���{� ¬ �«�E� � ¬��I� � �k�P� ��� � �����[ �@�f� ��� �»�@�k�k� � �{�v���{� � �a��� � �£�v� ¤ � � �[� � �����
� �@�k� ���£� � ��  �«� �£������� |= � ��� ` §a¤ �{�v���£� �k� � ¬!¬ �{� ����� � �@��� � �@ [� � � � �@�v��{�[���Z© � �{���v�£����� �q§  [  ¤X� �_� �k� �a��� �Z�X� �£� �HË � �P�  � � �v�P� @��� � � �7� ��� � � �7�u�
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ë32_ê�Ô ÿ"øtñ]�/íxö�ñ òÉ¿®û��Q¾�ñ õ�õa�iõ�ÀP��� ñ ò �tòC¾Ä÷>=_ö��?� ñ òC�A@Q���xñ3� ñ/ê
¦ �-���£�� [�{� Ì �{�v�{� �P� �{�c�a����µ �«�E� � ¬��I� �[ � � � ��� �k���P�2�Z¬�� � ��� � �  �E� �k��� ¬ � � ��� � � �v� ��� ��� ¬ �{�[� �v���¬ ���"áZ� � �����{�[���{� �v�P�X�I�=� ��� � µ � � � � � ��� �v���P�2� � �Q�s���  [ £�  £�[��� � �v�{�"Ê��v�a� � �������õ������� �  [ £��áZ� ���1�� ���\�f�a��� �  [ £��¶ � � � ��� ���k�Z�M´~�&��� �����{  �,� � �P��� � � �{�[  �,��¬ �a�[� â � �   Ë�� �����{��µ �f���{ [ £�  �@�v� �Z���[�a����@� � � �k� �{�;© � �{���v�£���
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í�ÞÌ� � ���a� �{� �q§  £  ¤X� �k�Zµ\�{����� Φ ⊆ Fml0(L)

� �{� �@� ¡ L �5¢ � Æ�Â����I¸»Â �¦Q¬ ß �[� ¤  £� �  �@�a� � �@� á � ����  �v�P� � � � �k�   �E�«��§�¤ �������[� DEC*ST>@<»:=g@C^R�HI?aU*:[U*<5C*?�ü �@��� ñ~ò ø ä{� ñ~ò¬ �@�P� �{� � �£� ¬ � �_ß �£  � ���a���,���£����� �q§a� � � ��� � � ¬ � � � �£ � �� £�����a��� � �	����� � �[���T�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í�Þ¥ì � �{�[��� Φ

� ��� Ψ © � �{���v�£��� �"��� ���¿� �k� Φ �IÂ�¹qÉaÇ ¸©�ú���B¼
±u¸»±{Ç�Â�¼MÇ ¤ � ä�§ �@ [� �P�
Ψ � �»�  [  � ���[� ´ � �q§  [  ¤X� �v«��� � ����� Ψ ���£� ´ � �q§  £  ¤X� �k@�{� � �@��� Φ � ¬!�  [� ä �£��� ���
�(� � �£� � ���k� �k� �[�{�v�{�$�[� ����� �Iã �[� ¬ �«� � �v�P� �{�$µ �������{�� [� � �v� ¤ � � ���a����� � ���[��© � �{���v�£��� ñ~ò¿� ��� ñ~ò ø �� �[� � �Z  �@�k� ��� � � �P� �£�����{� �X�   ¤ �����b© � �{���v�£� ñ�ò � ��  ¤a�k�b� ��� ¬��  £� � �[���k��� �
ë32_ê� ½àö�ò�ñB����í�� À/õ�ö��1ö�ñTíO�tò�ô óP�/ò ùC� ö�ò ùC� ê
¨ �£� ¤ � � � �@�P�2� �{� ¡ �[� V ¢ ���£� �f� � �@�P� � L(∈̇) :≡ ({0}, ∅, ∅, {(0, 2)}) �����[������� �«� ���[� ä*� �{� �7� �� £ [�£��� �� ��  �«� �£��� �k�HË�¬$¤ ��  Ṙ0

¤ � � � �vä{� �«� �@�"� �£� ¬ � � ∈̇ ¤ � ä �{� �P� �a��� �@¨ �£� � � �Eä ��� Fml(∈̇) :≡ Fml(L(∈̇))
�

�/� � � � �7�  [�{� � ��� ���£����� L(∈̇)
�4�è� � �  �v� �;�@��� § ���{�Ã©
� ª ����� ¬ �{����� � ���Ã���£� ¦ � � �{� � �k� �P�I� �[�@� ��� �ä*� �{� �7� �� £ [�£����� � ��  �«� �£��� �v�4Ë�¬$¤ �@  � � � �[� �v� �k� �P� �{� � �£��� �@���P� �@��� ∈̇ ����� � �  �E� �k��� � ¨ �£� ¤ � ä �{� �P�1��a��� ∈̇ �4��� � �  �v� �v�{�V�@���k���[� �»�@�P� ���a� ¬ � � M = (M,E) ��� � ��� ä*� � �k�P� ��� ��� � �  �E� � � ����©�� ª �@��� ä{�� � � ��� �v�P� �{�[���{�T�¥� �@¤ ����� �k� E ���£� ¦ � � ��� � �v� �P�«� �[���^�@��� ∈̇ ��´ �£� � � �P�2� �£����� ��� � ä � �   �»�  £ B� �k� � � � � � �P��@����� ¤ �{���X� �@�k� E ���£� ´ �[� �k�P� � ª �a � �������{� ∈ ��� ��  �I� �[�@� �@�a� M � �k� �

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í�ÞÅ�f�&� � �������£����� ∈ �4�è� � �  �v� � ¡ � � ��� �~� �� �EDÿ¢ ���{� �k� � � �{� � �[� ��� � �  �E� �k���G������ ��� ¬ M = (M,∈� M)
��¨ �[� �k�P� �v�{� ¤ ��� � �[�{� �q§ � �@�a�P�  � � ä M = (M,∈)

�
� Â �!� ÉGîq· í¦ÞÌµ L�U�d@:=S < ZF ` Fml(∈̇) ⊆ Vω 8�(�X���B�=���;´�� � �7� AL(∈̇) ⊆ ω × ω

��� ���a� � ��� ¬ �{  ϕ ∈ Fml(∈̇) = A∗
L(∈̇)

� �k�(�   � �$�@��� ����� � ��� ¬
ϕ = {(i, (ki, li)) | i < n}

¬ � � n, ki, li ∈ ω �@��� ����� �7� rg((i, (ki, ri))) ∈ ω
� ��� rg(ϕ) = lub{rg((i, (ki, ri))) | i < n} < ω

�â   � �!� �k� Fml(L(∈̇)) ⊆ Vω
� ³�´��

¨ �£�b���v�a����� � � � � �{����� ∈ ��� ��� ¬ �{  ϕ ���£��� µ\���a��� pϕq ∈ Fml(∈̇)
ä{���

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í�ÞÌ¶ � �{� ϕ ���[�a� ∈ ��� �@� ¬ ��  �M¨ �[�Z���	�����[�{�v��� ���[�GFIHPÏýÎKJ�cPÁÃÂ�¼�½BÂ pϕq ����� ϕ� � � �P��� �{ � � � �£��� §�¤ ���,����� â��a�q¤��@� ����� ϕ �¡ � ¢ pvi = vjq :≡ v̇i
.
= v̇j �¡ �[� ¢ pvi ∈ vjq :≡ v̇i∈̇v̇j �



���������
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¡ �£�[� ¢ p(ϕ ∧ ψ)q :≡ (̇pϕq∧̇pψq)̇ �¡ �£� ¢ p¬ϕq :≡ ¬̇pϕq �¡ � ¢ p∀viϕq :≡ ∀̇v̇ipϕq
�

¦Q�7�
Φ ���£���Z@����è�k� � �@���v�@����� ¤ �{���@�¥���a�� [� �P� � � � �k� �Z�@��� ∈ ��� ��� ¬ �� £� ϕ0, . . . , ϕn−1 � � �!���	�����[�{�v���� �£� pΦq :≡ {pϕ0q, . . . , pϕn−1q}

�
Ý Â � Â��D� °�¼�½ îq·�í£¾�· ¡}��¢Ú¡ � ¢�� ��� ¡ �£� ¢ �[�����{�_� ¤ �£����� � ���X��� � �[�@� ¬$§8�@� ���V� ãa�  � pvi = vjq :≡

v̇ı̃
.
= v̇̃

� ��� pvi ∈ vjq :≡ v̇ı̃∈̇v̇̃   �@�a� �����è� � ñ ���£� � ��� ¬��  £� � �[��� � �������{� ¬ � �P�«�v� � �@�P�  [� �P� ���� �«�E§ �k [� �P� ��� ���@�   n �£� V � �k��� ��Ç¡q¤¥¢ ¦Q�k�
ϕ ���[�a� ∈ ��� ��� ¬ �� }� � �!� �k� pϕq �{�[�\¶Z  �@�v� ��� � �{� ¬ �a��� � ��� ¬

{(0̃, (ı̃0, ̃0)), . . . , (ñ− 1, (ı̃n−1, ̃n−1))},� � ¤ ��� n � �a� ik, jk �q§ � k < n «����è�v� � �@����� ¤ �{��� ¡»¬ � �P�«�v� � �@�P�  [� �P� � ¢ � �«�E§ �v [� �P� � ���@�  [���� �[��� �a� �£� ��¤ � � �{� �7�_¬ � �� £��� �P�2� � � � �P� ���£��� ¡q¬ � �P�@�k� � �@�P�  [� �P� � Dÿ¢Ø� �� � � � �[�@� §�¤ ��������� â&�a�Õ�¤��@� ����� ϕ � � �{��� ¬�� � ¡»�2¢�� � � �[�����£� � �	����� � �[�����{�^����� v̇k � � � �£� (̇
� ��� )̇

� � � �[� ¬̇ � ��� ∧̇� ��� ∀̇ ¤ � �@�P�2� � �u�B´~� � �k� rg(pψq) = l̃
¬ � � l = maxk=0,...,n−1 max{k, ik + 2, jk + 2}+ 2

�
¡»�u¢ ¨ �£� �»�@�k� ��� ���£� �@� �� � ���v�{� ∨,→,↔ � ���Ä���{� ³��X� � � ��� ∃ �[�Ä���{� §�¤  £� �P� �{� ¨ �{� � � �   �â&¤  § � ä{� �����{� �@�a�
� ��� ��� �X�   � ���b�

p(ϕ ∨ ψ)q = (̇pϕq∨̇pψq)̇ �
p(ϕ→ ψ)q = (̇pϕq→̇pψq)̇ �
p(ϕ↔ ψ)q = (̇pϕq↔̇pψq)̇ �
p∃viϕq = ∃̇v̇ipϕq

�
¡ � ¢ó¨ �[�� � �����{� ��� �P�2��� �v� �a¬ �{� � �[�{�v���/�/� ���u� �{��� � σ ∈ Fml(L(∈̇)) �����c����� � ��� ¬ σ = pϕq¬ � � ���£����� ∈ ��� ��� ¬ ��  ϕ � �k���M´"ã � �7� �£��� ��ä@�]Ì�� �{�[� n ∈ ω �B� �@� ��� �P�2� �@��� ���{� � ��� ¬ ñ � �k� � � ��@� ¤a� � � «���£��� ∈ ��� ��� ¬ ��  ϕ ¬ � � pϕq = v̇n

.
= v̇n

�
µ � �«ß �£  � ���a���ML ^�_"��ã�� µ\���a�����  � �a����� � �[� ñ�ò �[� ñ�ò � ��� ¬ �  £� � �£���k��� �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îq·�í£¾ î ¨ �[�b�a�	�X���£���k���T�
pZFq :≡

{
p(Ex)q, p(Ext)q, p(Paar)q, p ® ⋃cE¯N,"² q, p(Pot)q, p(Inf)q

}
∪

{
∀̇v̇1 . . . ∀̇v̇n∀̇v̇n+1∃̇v̇n+2∀̇v̇0(̇v̇0∈̇v̇n+2↔̇(̇v̇0∈̇v̇n+1 ∧̇ϕ)̇)̇

∣∣∣ n < ω ∧ ϕ ∈ Fmln+1(L(∈̇))
}
∪

{
∀̇v̇2 . . . ∀̇v̇n+1(̇∀̇v̇0∀̇v̇n+2∀̇v̇n+3(̇(̇ϕ

v̇n+2

v̇1
∧̇ϕ

v̇n+3

v̇1
)̇ →̇ v̇n+2 = v̇n+3)̇

˙−→∀̇v̇n+2∃̇v̇n+3∀̇v̇1(̇v̇1∈̇v̇n+3↔̇∃̇v̇0(̇v̇0∈̇v̇n+2 ∧̇ϕ)̇)̇
∣∣∣

n < ω ∧ ϕ ∈ Fmln+2(L(∈̇)) ∧̇ {v̇n+2, v̇n+3} ∩ var(ϕ) = ∅
}
∪

{
∀̇v̇1 . . .∀v̇n(̇∃̇v̇0ϕ →̇ ∃̇v̇0(̇ϕ ∧̇ ∀̇v̇n+1(̇v̇n+1∈̇v̇0→̇¬̇ϕ

v̇n+1

v̇0
)̇)̇)̇

∣∣∣

n < ω ∧ ϕ ∈ Fmln+1(L(∈̇)) ∧ v̇n+1 /∈ var(ϕ)
}
.

)�Ó �4P
ñ
cR\]?HfD?Ø%�%�A
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´~� ���k��� ¤f�,� � �P� � � � ��� � �
� Â �!� ÉGîq· í[¾�Þ È U*< ϕ C*:=?�ñ�ò�h»y_%�:WHIijl/U�H,d@:=S < ZF ` pϕq ∈ pZFq 8 ¸�C*DJ?/C*D~d@:=S < ZF ` pZFq ⊆
Fml0(L(∈̇)) 8
.C. R ÓbÒ{ÑMS�Ï*Ð Ï{ÓZè"ÎVÔUT Ó,Ô Ð$ß Ô ï ß�è"à ÓbÒ�Ô á
¨ �£� � � �Eä �{�;�£� �a�[� � � ¬ ¶ �@� � � �{  Ý�� � � �{�v� ��� �P�2�v�&� �������k� � ��� �v� � �,� �[�k� Ý � � �_��Á � �@��� �@�a���� ��� �a�«�Eä �@����á � ����  §�¤ ���,���£���v�{  �«� �£���Z¶(��� � � �k� ��� ä ��� �&â&���k�s�@�   �Iã �[� ¬!�_� �[�k�\� � � �P�;â ��� �@¤ ��{�[���{� � ��� � ��� ¬ �{�-µ � �E� �f��� ¤ � � �[� � ���/� ¬ � � ����� � � �P� � ���a� � µ �f���{ [  ���@� ñ�ò �[� ���£� µ\�����{ [  �����ñ~ò ø � � � � �k� ��� ¬ �£���v�{��  ª@�k�k�u��¨ �£�����	�X�a�[���k��� � �«�q§ � �f��¤a¬ ������ £ [�s�@����µ �f���{ [ £��� �q§ �����[� �f� � �@�P� ��a��� µ\�{�������a [� � �v���b�a����©�� ª ���{����� � �f�a¤�¬ �����{ [  �!� �[�k�Ä� � � �P� ���£��� ∈ ��� ��� ¬ �{ ��£������� �X�   ¤ ��� �ª«�8� ���k����µ �f���{ [  � �a�	�X���£��� � � ���[� ∈ ��� ��  �«� �£���Z� �W�f��¤�¬ �f�a�� [  � � �k� ���£� ´ �£� �v�P� � ª �� � �����a��� ª@�8� �{�v���
∈
�a� �{  �«� �[��� �@�f� ���£� � �{�þ©�� ª ����� �
� �[� � � � ����� �»�@� �v�{�þ�{�v�£������� � � �þ�@� � � �k� � ¶&��� �k� � �  � �£�������c�����µ �f���{ [ £�����a��� ?X:WNPO�<»hvC*e2pIS :»A@:[U�NPOXC*? á���� ¬ � � �v�£� �   �q�f��¤�¬ �f�a�� [ £�b�����Vµ �f���{ [ £���!����� C*eèpIS :»A@:[U�NPOXC*?

á���� ¬ � � �v�£� �f� �[� �f��¤�¬ �f�a�� [  ��Ì �£ [� � ��� � �[�v��� � � �P�-],C*ST>@<»:=g�:WC*D*e�?�d�C*? ���@� � ��� ¬ �{ [� � ����©���� ¬ ����«�a� ©���� ¬ �Z�k� �  £� � �£��� �u�
ë/ë/ê4ë Õ±ö�ñ<� ñ õ«À`�1ö�óiö�ñTíO�tò�ô ñ ö�ò�ñTí

∈ V ����í�� ñ õÉÀP�-# ñ ö�ò�ñ ò
∈ V ÿ6ñTí��äê

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ î¥î¥í»î � �{� W �{�[� ∈ � ©���� ¬ � ��� ϕ ���£��� ∈ ��� ��� ¬ �{ W� � �,� ��� W � ��� ϕ @�{�[���`� � �k� �@¤  [����@� ¬ ���[� �E�@¬Ã�X�«¤ �{� ��¨ �[�����	�����[�{�v���j���[�  Â�¹»ÉfÇ ¸�� ¸»Â��I°
¼�½+���M¼ ϕ ÉX°j
 W � ϕW � � � � �P�|� �� � � � �[���§a¤ �{�(�a��� � �@� ¬ ��  �«�a�q¤X�@� � � � �P�¡ � ¢ (vi ∈ vj)
W :≡ vi ∈ vj �¡ �[� ¢ (vi = vj)
W :≡ vi = vj �¡ �£�[� ¢ (¬ϕ)W :≡ ¬(ϕ)W �¡ �£� ¢ (ϕ ∧ ψ)W :≡ (ϕW ∧ ψW ) �¡ � ¢ (∀viϕ)W :≡ ∀vi(vi ∈ W → ϕW )

�
� �[� ∈ ��� ��� ¬ ��  ϕW ��� �E�7� � �2�,�   � � �@��� ϕ �è�[���a� ¬ ���{� ���@�a�q¤ ���k��� �P�~� ���a� �,³��X� � � ��� � �[� ϕ �«�a� ���{�
∈
� ©���� ¬ W

¤ � �k�P� � ª �� �&� �£�v� ��ß �[��� �@���_� �� £� � � � � �P�;¦ �a� �  � �£��� §�¤ �{�,����� â��a�q¤��@� �@��� ϕ �
ê ÉaÇ�ë î¥î¥í�Þ ��C*:

ϕ(v0, . . . , vn−1)
C*:=?/C

∈
hh¸
HIDJi�C*S�ef?BAVA@:WC5WX>@DJ:»> 4 S[C

x
p2HIi�i�C�:=?

ϕ
?X:WNPO�<�g@HID 8¯ >@?X?Vd@:=S <÷K

x 6= ∅ −→ ∀v0, . . . , vn−1 ∈ x (ϕx(v0, . . . , vn−1)↔ (x,∈) |= pϕq[v0, . . . , vn−1]).

� �[��á §   � �[��«��� � �{�[���{� �@�a� ����� ∈ � ©���� ¬ W �v��  �«� �T���[��� � �{� � ��� ¬ ��  ϕW  � �a� � ����� � � �P�2�v� �a�[� � � ��f�«�Eä � �$�   � á §   � �£��@�{� � ���{� � ��� ¬ ��  ϕ �[�c��� ¬ å7µ �f���{ [  æ (W,∈) �£� � ��� � �v� � �[�{� ��� �{�v���{� � ���@� ����k�P� �v�{� ¤ ��� � �[� �@���P� (W,∈) |= ϕ
�k�P�I�v�

ϕW
�

� ¬Í¬ � � �����(µ\� �E� �����Z���{�b�[�����{�v�{�;µ �f���{ [ £� â����k�E� �@��� §�¤ �{�b�v�{  �«� �£����¶&��� � � �7� �{� ä �{� ä�� �{� �X�   �� ����� ¤ ��� �@� �£����� � �[�b�a� �P� �



���������
	����O� Û(	����������
�5	/Û��
�QP(	�� ��),��ä�)iÛ�+\	���� . U21
ê ÉaÇ�ë î¥î¥í£¾ ��C*:

M = (M,E)
C*:=?/C
∈̇
hg�¥<}DJe2pI<}e�D 8 ��C*: W = {x|χ}

C*:=?\R�ST>IUPU�C*?X<QC*DJi H�O�?/C~zJDEC*:WC
WX>@DJ:»> 4 S[C 8P¯ C�õ�?X:WC*DPC�A@:WC È ?X<QC*Dg�BDEC*<÷>@<»:WHI?¿g@HI? W :=?

M
>@SÿU

WM = {x|(M,E) |= χ}
e�?BAVU�C*:

N
A@:WC
∈̇
hg�¥<}DJe2pI<}e�D

N = (WM , E � WM) 8 ¸�|�D
ϕ ∈ L(∈̇)

A�C�õ�?X:WC*DEC�A@:WC!],C*ST>@<}:=g�:WC*DJe�?�d
ϕWDECPpIe�DEU*:=g^r~:WC�:=?Ê¹�¹ 8 ¹ 8�¯ >@?X? d@:=S < zJ|�D!>@S=S[C ϕ ∈ L(∈̇)

e�?BAGX�C*S[CWd@e�?�d�C*?
β
:=?
N
K
M |= ϕW [β]d2A@r 8 N |= ϕ 8

ë/ë/êh� � ñ õ�À��1ö�óiö�ñTíO�tò�ô/ñ ò ¾tñTí ùC�:Y V ÷>=_ö��?� ñ/ê
¨ �£� � � � ��� �v���P� ����� �_� �a� ñ�ò ø �Qâ,ã �£� ¬ ���[� ��� � �  �E� �k��� (W,∈) ����  � �{� �jß �£��� ¤ ���~�£� � ���k� �k� �[�{�v�{��@��� �  [ £� ¬Ú<}Dk>@?aU*:=<»:=g@C ¶�  �@�v� ��� � �{� ¬ � W �
ê ÉaÇ�ë î¥î¥í�d L�U&d�C*S <QC�ñ�ò 8 ��C*: W C*:=? <»Dk>@?aU*:=<}:=g@C*D�R�ST>IUPU�C*?X<QC*DJijl

W 6= ∅ 8�¯ >@?X?Vd@:=S <WK3 > 6
(Ex)W 835476
(Ext)W 83 N 6
(Paar)W ←→ ∀a ∈ W ∀ b ∈ W {a, b} ∈ W 83 A 6 ® ⋃ cE¯N,"² W ←→ ∀a ∈ W ⋃

a ∈ W 83 C 6 ��C*:
ψ
A@:WC~zJ|�D A@:WC

∈
hh¸�HID*i�C*S

ϕ(x, ~w)
d�C 4 :=STA�C*<5C È ?aU*<÷>@?�ü�g@HI? ®v¯�°�±I² 8�¯ >@?X?�d@:=S <÷K

ψW ←→ ∀~w ∈ W ∀a ∈ W {x ∈ a | ϕW (x, ~w)} ∈ W 83 z 6
(Pot)W ←→ ∀a ∈ W P(a) ∩W ∈ W 83 d 6
(Inf)W ←→ ∃a ∈ W (∅ ∈ a ∧ ∀x ∈ a x+ 1 ∈ a) 8���XCvü�:WC*S=STK

ω ∈ W −→ (Inf)W
e�?BA

((Inf)W ∧ (Aus)W ) −→ ω ∈ W 83 O 6
(Ers)W

d@:=S < d�C*?B>@e\A2>@?X?al�rsC*?X?jzJ|�D~tuCvA�C
∈
hh¸
HIDJi�C*S

ϕ(x, y, ~w)
d@:=S <÷K

∀~w ∈ W
(
∀x, y, y′ ∈ W ((ϕW (x, y, ~w) ∧ ϕW (x, y′, ~w))→ y = y′)

−→ ∀a ∈ W {y | ∃x ∈ a ϕW (x, y, ~w)} ∩W ∈ W
)
83 : 6 L�U�d@:=S <

(Fund)W 8 ;&C*?B>@eXC*D{K È U*< ψ C*:=?/C È ?aU*<W>@?�ü g@HI? ® ò °�¼
º ² l~U�Hjd@:=S < ψW 83 t 6
(AC)W ←→ ∀a ∈ W

(
(∅ /∈ a ∧ ∀x, y ∈ a (x 6= y → x ∩ y = ∅)) −→ ∃b ∈ W ∀x ∈

a ∃z b ∩ x = {z}
)
8�(�X���B�=��� ¨ �[�b��� � �[�{�v��� ä{� � ª@�P���7�¡�� ¢ � ��� x ∈ W � ��� � ���£��� ϕ � ��� ψ ∈ ��� ��� ¬ �� £� ����� ���\�@�[  � �¡}�2¢

x ∩W = x
�

¡»¤¥¢
∀y ((y ∈ x ∧ ϕ) → ψ)←→ ∀y ∈ W ((y ∈ x ∧ ϕ) → ψ)

�
¡q��¢
∃y (y ∈ x ∧ ϕ)←→ ∃y ∈ W (y ∈ x ∧ ϕ)�(�X���B�=��� ���
W
� � � � � � � �T�V� �k� � � �@ [� � x ⊆ W

�@���
x ∈ W � � ���-�a�[� � � ¬!�  [� ä �£��� � ¡»�2¢*�M��� � �@�P�¡»�2¢

y ∈ x �� £��� �P�2� ��� � �[��� �k�,¬ � � y ∈ W ∧ y ∈ x ���k��� ¤ ��� � � �P�¿¡q¤¥¢_� ��� ¡»�u¢*� ç ��� ¡��I¢
¨ �£� ¤ � � �{� � ���;� � � ���£�����[� ä �� £����� �~� �� � ����� ���f�«�Eä � ���ä{�G¡}�2¢J�B´�� ���[  � � (Ex)W ←→ ∃x ∈ W ∀y ∈ W y /∈ x

�����
W
� � � � � � � �£�V� �k� �¥���£  � ∀y ∈ W y /∈

x ←→ ∀y y /∈ x
�q§ � � �{��� � x ∈ W � ¤ � �@�P�2� � ¡����2¢J�8ß �£���_� �k� ���[���k� �P�2� �Z©����£  � ��� ¬ �{ B�@ [��� �P�2� �{� � �£�
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¬ � � x = ∅ � � ��� ��� � �[� (Ex)W ←→ ∃x ∈ W x = ∅

���@¤ �{� � � ¬ ¡»�2¢(ä{� ¤ � � �{� � �����M� �k��� � ¬ � �
∅ ∈ W

ä�� ä ���£����� ��ß �[�{� ä{� �@���k��� ä �[���k��� � �[�	�¡}1�¢ ´~� �@�[  � � x 6= ∅ −→ ∅ ∈ TC(x)
���RÉ

�(�X���B�=��� ¨ �£� �q§�� �v��� �{�[��� ∈ �Q¦ �a� �  � �£���-� � � �P� � � �[� � �k³´³ � � �{� x ∈ V � ��� �a�[� Ì � �X�@�a�a�E� �a��q§ ���a�[� ´  [� ¬ �{� � ������� x ¤ � � �[� � �{� ��¦Q�k� x = ∅ � � � � �7� ��� �P�2�v� ä{�þ¤ � � ��� � ��� �
¦Q�7� x 6= ∅ � � � � ���
y ∈ x

¤ �{ [�[� ¤ �[� �«¦Q�7� y = ∅ � � �Z� �k�,¡W1�¢ ��� ä �{�[� � �@� �7� y 6= ∅ � � � ���£  � � �@�P�!¦ ��� �  � �[��� � ����� �@���k� � �vä�� �a�
∅ ∈ TC(y) � � �a� � ���£  TC(y) ⊆ TC(x) ���£  � � � �� £� �b� �£��� �«��� ���[� Ì � �X�@�a�a�E� �a� � ç �{� ¡W12¢
���

W 6= ∅ ���£  � ��� ã � �k� �£��� � x ∈ W
�"¦Q�k�

x = ∅ � � � � �[��� � �[� � ��� � �[�8�"� �k� x 6= ∅ � � �õ� �7� � �@�P�¡}1�¢
∅ ∈ TC(x)

�����
W
� � � � � � � �T� � �7� � � �� £� � TC(x) ⊆ W

� ��� � � ¬ � � ∅ ∈ W
�����@¬ � � � �7��¡}�2¢¤ � � �£� � ��� �ä{�¡q¤¥¢*��´�� ���£  � � (Ext)W ←→ ∀a, b ∈ W (a = b ↔ ∀x ∈ W (x ∈ a ↔ x ∈ b))

��â&��� ¡4�u¤X¢� �@ [� � �a� �����q§ � a, b ∈ W �@�[  � ∀x ∈ W (x ∈ a↔ x ∈ b)←→ ∀x (x ∈ a↔ x ∈ b)
��ß �£���_� �k� ���£��k� �P�2� �j©
�{�[  � �@� ¬ �� ��� £��� �P�è� ��� � �£� ¬ � � a ⊆ b ∧ b ⊆ a

�Mâ   � � ���£  � � (Ext)W ←→ ∀a, b ∈ W (a =
b↔ (a ⊆ b ∧ b ⊆ a))

�¥����ñ~ò ���£  � �f� �7� ���[� ��¡ � �@�P� ®H�-,/Ç@² ¢ �{� �q§  £  �u�a���@¬ � � � �k� ¡q¤¥¢_¤ � � �[� � ��� �ä{�Ä¡q��¢*��´~� ���[  � � (Paar)W ←→ ∀a, b ∈ W ∃c ∈ W ∀x ∈ W (x ∈ c ↔ (x = a ∨ x = b))
�â&����¡��u¤¥¢�� �� £� � ��� ���\�q§ � �  £ [� a, b, c ∈ W ���[  � � ∀x ∈ W (x ∈ c ↔ (x = a ∨ x = b)) ←→

∀x (x ∈ c↔ (x = a ∨ x = b))
�¥� �[���v� �P�2� �j©����[  � ��� ¬ �� M� �7� �@ [��� �P�2� �{� � �£� ¬ � � c = {a, b}

�Xâ   � ��@�[  � (Paar)W ←→ ∀a, b ∈ W {a, b} ∈ W
�X���«¬ � � � �7� ¡»��¢_¤ � � �£� � �{� �ä{�G¡ � ¢J�/´~� �@�[  � ��® ⋃ cE¯N,"² W ←→ ∀a ∈ W ∃b ∈ W ∀x ∈ W (x ∈ b ↔ ∃y ∈ W (y ∈ a ∧ x ∈

y))
� µ � ��¡4��¢M� �� [� �M� �[�{������ [�{� �P�2� ��� ��� ∀x ∈ W (x ∈ b↔ ∃y ∈ W (y ∈ a∧ x ∈ y))←→ ∀x(x ∈

b ↔ ∃y (y ∈ a ∧ x ∈ y))
�q§ � �  £ [� a, b ∈ W �@�[  ���¨ß �£���,� �7� ���[�Z�v� �P�2� �j©����£  � ��� ¬ �{  ¬ � � b =

⋃
a�@ [��� �P�2� �{� � �£��� � �þ� ���c� � �P� ���[� á §   � �[�@@��� � �@��� ® ⋃ cE¯N,"² W ←→ ∀a ∈ W ∃b ∈ W b =

⋃
a�{�v��� ¤a� � � �[���[� ¡ � ¢_¤ � �X�@���a� � ���ä{�¿¡ � ¢J��� ��� ψ ���£� ¬ � � ϕ(x, ~w) ��� ¤ �[ [�a� � � ¦ � �k�P� � ä �@��� ®v¯�°
± ² �X��� �a�\���£  �

ψ ←→ ∀~w ∀a ∃ b ∀x (x ∈ b↔ (x ∈ a ∧ ϕ(x, ~w))).

´~� ���k��� ¤f�,� � �P�
ψW ←→ ∀~w ∈ W ∀a ∈ W ∃ b ∈ W ∀x ∈ W (x ∈ b↔ (x ∈ a ∧ ϕW (x, ~w)))︸ ︷︷ ︸

(1b)
←→∀x (x∈b↔(x∈a∧ϕW ))

.

���
∀x(x ∈ b↔ ψ) ����� � ��� b = {x |ψ}

¤ �{��� �a� � � � � �� [� �_� �[�{� �@��� ¡ � ¢*�ä{�¿¡=�P¢J�X´~� �@�[  �
(Pot)W ←→ ∀a ∈ W ∃b ∈ W ∀x ∈ W (x ∈ b↔ ∀y ∈ W (y ∈ x→ y ∈ a)).

¨ ���@��� ¡4�u¤X¢ � �7� ���£� � �� £��� �P�è� ��� � �£� ¬ � � ∀a ∈ W ∃b ∈ W ∀x ∈ W (x ∈ b ↔ ∀y (y ∈ x →
y ∈ a))

��¨ �{����� ∀x ∈ W (x ∈ b ↔ ∀y (y ∈ x → y ∈ a)) ←→ b = P(a) ∩ W
� �@ [� �

(Pot)W ←→ ∀a ∈ W P(a) ∩W ∈ W
�X� �[� �b�s� � ä�� ä �{�[���{� �) Ö

TC(x)
\dc�[`D\]?��&�F?4\F^�c�[Y?W[RQgL)^�cR\l[Y\]k	?ØRM@�?HQRNZ?4^�=�?Wk�X�^

x
J�kC=	��AI%�%�A
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ä{�¿¡ � ¢*� (Inf)W � �7�(ª@çè� �£� �  £��� �bä{�
∃a ∈ W

(
∃x ∈ W (x ∈ a ∧ ∀y ∈ W y /∈ x) ∧

∀x ∈ W (x ∈ a→ ∃y ∈ W (y ∈ a ∧ ∀z ∈ W (z ∈ y ↔ (z = x ∨ z ∈ x))))
)
.

â&��� ¡4�u�u¢_� ��� ������� ¤ ���k [��� � �����{� ä{� (Ex)W
� �� £� � �f� �����q§ � a ∈ W ���[  �

∃x ∈ W (x ∈ a ∧ ∀y ∈ W y /∈ x)←→ ∃x (x ∈ a ∧ x = ∅);

�&� � �P�\¬ � � � �»�@�P� � �,â � � �������{�-����� ¡4��¤¥¢s� ��� ¡4�u�u¢s� �� [� ���q§ � a ∈ W
∀x ∈ W (x ∈ a→ ∃y ∈ W (y ∈ a ∧ ∀z ∈ W (z ∈ y ↔ (z = x ∨ z ∈ x))))

←→∀x(x ∈ a→ ∃y(y ∈ a ∧ ∀z(z ∈ y ↔ (z = x ∨ z ∈ x)))).

¡�Ì � ��� ���� £� ä�� � ª«�P���k� ∀z � � � � �@�P� ∃y � �a� �k�P�  [�£� �  £� �P� ∀x �ÿ¢�� �[� � � � � �k� �� £��� �P�è� ��� � �£� ¬ � � ∀x ∈
a x+1 ∈ a � � ��� ���(� �£� (Inf)W ←→ ∃a ∈ W (∅ ∈ a ∧ ∀x ∈ a x+1 ∈ a)

�X�«¤ �{� ��ß �[�{� �@�a��� �@ [� �� � � ��� � ω ∈ W −→ (Inf)W
� áZ�{  � �j� � � (Inf)W

� ��� (Aus)W
�M¨ ª@�  [� a ∈ W ¬ � � ∅ ∈ a � � �� ��� a � � � �{�_����� +1

��Ì �£ [� � ��� �«¤ ��� �k�P�  [� �v� �{�\� �k���8� �{� s(x) :≡ ∃y ∈ x ∀z ∈ x (z ∈ y ∨ z = y)�{�[��� ∈ ��� ��� ¬ �� }�����£� �@�a�v�E� � � ��� ��� x ���[� ���@�P�a� �@ [���{��� �k�u�2¨ �����{� s(x)W ←→ ∃y ∈ x∩W ∀z ∈
x∩W (z ∈ y ∨ z = y)

� ��� ¡����2¢ ���[  � s(x)W ↔ s(x)
�q§ � �  [ £� x ∈ W ��� ��� ψ(x) :≡ s(x) ∧ ∀y ∈

x s(y)
����� ��� ���£  � ω = {n |ψ(n)} = {n ∈ a |ψ(n)} �/����  � ���Ä�DÜf�����;�@��� ¡����2¢�� ��� sW ↔ s� �@ [� � ��� ��� ψ(x)W ↔ ψ(x)

�q§ � x ∈ W ���[  � � �{�v��� ¤a�$� � �P� ω = {n ∈ a |ψW (n)} ∈ W � �@�P�
(Aus)W

�X���@¬ � � � �k� ¡ � ¢s¤ � � �[� � �{� �ä{�ý¡»�X¢*�b� ��� ϕ(x, y, ~x) �{�[��� ∈ ��� ��� ¬ ��  � �a� ψ �a�[� ¬ � � ϕ ��� ¤ �£ [��� � � ¦ � �k�E� � ä �����G®H���«± ² �B´�� � �7�ä{�\ä ���£�������X� ��� ψW ª@çè� �£� �  £��� �,ä�� �����,�£� ¡q�¥¢_� ���@����� ¤ �{����� ∈ ��� ��� ¬ �� M� �k���X´~� � �k�
ψW ←→ ∀~w ∈ W

(
∀x, y, y′ ∈ W ((ϕW (x, y, ~w) ∧ ϕW (x, y′, ~w))→ y = y′)

−→ ∀a ∈ W ∃b ∈ W ∀y ∈ W (y ∈ b↔ ∃x ∈ a ∩W︸ ︷︷ ︸
(1a)
= a

ϕW (x, y, ~w))

︸ ︷︷ ︸
←→b={y | ∃x∈a ϕW (x,y,~w)}∩W

)
.

� �[� �b�s� � ä�� ä �{�[���{� �ä{�¿¡ � ¢J��� ��� ψ ���[� ¬ � � �a��� ∈ ��� ��� ¬ �{  ϕ(x, ~w) �@� ¤ �£ [��� � � ¦ � �7�P� � ä ���@�¿® ò °�¼
º ² �X� �ô��� �
ψ ←→ ∀~w

(
∃xϕ(x, ~w) −→ ∃x(ϕ(x, ~w) ∧ ∀y ∈ x ¬ϕ(y, ~w))

)
.

� ��� ψ0 ���[� ¬ � � �a��� ∈ ��� ��� ¬ �{  x ∈ W ∧ ~w ∈ W ∧ ϕW (x, ~w) ��� ¤ �[ [�a� � � ¦ � �7�P� � ä �@���c® ò °�¼
º ² ���� ��� ���[  �
ψ0←→ ∀~w ∈ W

(
∃x ∈ W ϕW (x, ~w)

−→ ∃x ∈ W (ϕW (x, ~w) ∧ ∀y ∈ x ¬(y ∈ W ∧ ~w ∈ W ∧ ϕW (y, ~w))︸ ︷︷ ︸
↔¬ϕW � � y∈x⊆W � ��� ~w∈W

)
)
,
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� �£� ¬ � �  [�{� �P�2�(� �[� �2�u� µ\� �tß �£  � ���@��� ¡4��¤¥¢b� �@ [� � ��� ��� ���[� ��ª«ç�� �£� �  [�{� ��ä{� ψW � �7�u�B��� ψ0 ���£  � ��@�[  �s� � ¬ � �(�«���P� ψW �¥���@¬ � � � �k� ¡ � ¢ �@� ä �{�[� ���ä{�¿¡F�E¢*�
(AC)W � �7�(ª@çè� �£� �  £��� �b¬ � �

∀a ∈ W ∃b ∈ W
(

(∀x ∈ W (x ∈ a→ ∃y ∈ W y ∈ x) ∧

∀x ∈ W ∀y ∈ W ((x ∈ a ∧ y ∈ a ∧ x 6= y)→ ¬∃z ∈ W (z ∈ x ∧ z ∈ y)))

−→ ∀x ∈ W (x ∈ a→ ∃y ∈ W (y ∈ x ∧ y ∈ b ∧

∀z ∈ W ((z ∈ x ∧ z ∈ b)→ z = y)))
)
.

�&� � �P�õ¬ � � � �»�@�P� � ��â � � �{�����{�c�@��� ¡4�u¤X¢(� ��� ¡4�u�u¢(� �� [� ��� � �  [�@� ä�� �������k��� � �{� �k� ��� � � ¤ ���������â � �   Ëf� ������� (Inf)W �X� ��� ���£� �(ª@çè� �£� �  £��� � � �k�,ä��
∀a ∈ W ∃b ∈ W

(
(∀x (x ∈ a→ ∃y y ∈ x) ∧ ∀x ∀y((x ∈ a ∧ y ∈ a ∧ x 6= y)→ ¬∃z (z ∈ x ∧ z ∈ y)))

−→ ∀x(x ∈ a→ ∃y(y ∈ x ∧ y ∈ b ∧ ∀z ((z ∈ x ∧ z ∈ b)→ z = y)))
)
.

� �[� � � �k�(ª@çè� �T� �  [��� �,ä{� ���{�,�[� ¡d�E¢b� �a������� ¤ �{����� ∈ ��� ��� ¬ �{  �aâ   � �!�@�[  ��¡d�E¢J����@¬ � � � �7� ����� �a�I�EäZ¤ � � �[� � ��� � ³�´��
¨ �£� ¤ � � � �@�P�2� ��� �   �_Ì ��� �k� �[�{ ����£�MZ ÐzÒ�[Z�]\Mâ ÿ ÒMÒ �v�P� � ß �[��� � � �P� �[� �
ê ÉaÇ�ë î¥î¥í4� L�U&d�C*S <QC�ñ�ò ø 8 ��C*: α ∈ On

l
α > 0 83 > 6 L�U�d�C*S <QC*?

(Ex)Vα
l
(Ext)Vα

l ® ⋃cE¯N,"² Vα
l
(Aus)Vα

l
(Fund)Vα

e�?BA
(AC)Vα 835476 È U*< α > ω

l U�H d@:=S <
(Inf)Vα 83 N 6 ;_:=S <

Lim(α)
l U�Hjd�C*S <5C*?

(Paar)Vα
ef?BA

(Pot)Vα 8�(�X���B�=��� ���
Vα
� � � � � � � �£� � �k� � � �� £� �~�«���i�����l��� � � �@� � ���£�_á §   � �£��@�{� � ����� (Ex)Vα � (Ext)Vα

� ���
(Fund)Vα

� � ¬ ® ⋃ cE¯N,"² Vα
ä��Vä ���[�@�����x� ã �£���k��� � �[� a ∈ Vα ¤ �{ [�£� ¤ �£� �è¦Q�k� y ∈ ⋃

a � � ��� ã � �7� �[�{� ��{�[� x ∈ a ¬ � � y ∈ x � �   � ��� �7� rg(y) < rg(x) < rg(a)
�¥���@¬ � �_� �� £� �

rg(
⋃

a) = sup{rg(y) + 1︸ ︷︷ ︸
≤rg(a)

| y ∈
⋃

a} ≤ rg(a) < α.

� � ¬ � � �@�[  � ⋃
a ∈ Vα � � ��� ���[� ���s� � ä�� ä ���[�@��� �/� �[��á §   � �[�@@��� � ����� (Aus)Vα ���v�@� ¤a��� � �P� � �8�� ��� a ∈ Vα � ��� � ���£��� ~w ∈ Vα � � ���v�a��� � ��� ϕ(x, ~w) ���£��� ∈ ��� ��� ¬ ��  ����� {x ∈ a | ϕVα(x, ~w)} ⊆ a�@�[  � � � �� £� �

rg
(
{x ∈ a | ϕVα(x, ~w)}

)
≤ rg(a) < α,

�   � � {x ∈ a | ϕVα(x, ~w)} ∈ Vα
�X� �[� �b�s� � ä�� ä �{�[���{� �

� ¬ ���[� á §   � �£��@�{� � �@��� (AC)Vα
ä��¤ � � ��� � ���/� ¤ � � � �@�P�2� �-�{�[���;µ\�{����� a ∈ Vα �@������ �P�2�H� £���{�v���/�X��� �©�k� �� � �{�-µ\�{�����{� ��¨ �{����� ®v¯^ø�²(� ã � �7� �[�{� � �{�[� b ∈ V �X� �@�b¬ � �M� �{��� ¬ ´  £� ¬ ��� � ���@�

a ����� �«� ���£� ´  [� ¬ �{� � �@� ¬ ���[� �E�@¬ ���«�u� � ¬ �«��� b �  £ [�så §�¤ �{�_^ §a�v� �£�����èæ ´  £� ¬ ��� � � ä�� ��� �v� �{�v���{�
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¡»�   � � � �����«�X���[����� �P�2�,ä�� ���[�a� ¬ð´  [� ¬ �{� � ����� a ��� ��� �k��� ¢ � � � �vä �{� � �[� b′ :≡
⋃
{x ∩ b | x ∈ a}

���� ���V� �7� b′ ���[�a�Zµ\���a���@�X���£� ¬ � � � ����� ¬ ´  [� ¬ �{� � �@��� a ����� �«� �{�[� ´  [� ¬ �{� � ��� ¬ ���£� �E�«¬Ù�X�I� �§a¤ �{�v���£� � ���[  � b′ ⊆ ⋃
a
�¥â&���  £� �Eä*� �{�v� ¬ � �@ [� � rg(b′) ≤ rg(

⋃
a) ≤ rg(a) < α

�Xâ   � � � �k� b′ ∈ Vα� ��� (AC)Vα �@� ä �{�[� ���¦Q�7�
α > ω � � � ���£  � ω ∈ Vα � ��� (Inf)Vα

� �����{� ω ∈ Vω+1 ⊆ Vα
�

�(� �����{  � � Lim(α)
�x� �[�a� a, b ∈ Vα � � �����[  � rg(a) < α

� ��� rg(b) < α
�����

α ���£� � � ¬ � � � �k� �f� �k��«���P�
rg(a)+1 < α

� ��� rg(b)+1 < α � � ��� ����� � �P� rg({a, b}) = max{rg(a)+1, rg(b)+1} < α�{�v��� ¤a�u�¨� � ¬ � � � �k� {a, b} ∈ Vα ��� � ��� �¥� � ���£  � (Paar)Vα
�X� � �,� ��� � ���k���;� �k�

rg(P(a) ∩ Vα) ≤ rg({x | x ⊆ a}) = sup{rg(x)︸ ︷︷ ︸
≤rg(a)

+1 | x ⊆ a} ≤ rg(a) + 1 < α,

�   � � P(a) ∩ Vα ∈ Vα
��� � ¬ � � �@�[  � (Pot)Vα

�
³�´��

ë/ë/ê ¼ Õ±ö�ñÂ÷îùC���/õ����1øtñ öa�ÔóP�/ò�����í�� ñ õ�òuê

� ¬ � �@� ¶&��� ä � �a� �������� £� ¬ ��� �P� �v��� �f��¤��7� � �  �E� � ��Î&�«�a� åQ¶Z  �@�v� ��� ¬ ������ £ [�Jæ_����� ∈ � © � �����k�[�{� ä��§a¤ �{� � � � ���{��� �q§�� �k��� � �[�b���{� Ì �{���v�Ä� ���{�bå �@¤�� ��  �a� ��� � ��� ¬ ��  æ����[�b�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ î¥î¥í£ì � �{�[�{� W � ��� W ′ ∈

� ©
�{� ¬ � � ��� ϕ(x1, . . . , xn) ���£��� ∈ ��� ��� ¬ �� }�����£� � � � � �  ¬ � � W �   �!�@���P�¬ � � W ′ @�{�[���F� � �v� �@¤  £����� ¬ ���£� �E�@¬ ���«�u��� �£� ∈ ��� ��� ¬ �{  ϕ � ��� �@� W c W ′ cÉa·"±C�B¹»°�Ç�� �»�  [  � ���£  �
∀x1 ∈ W . . .∀xn ∈ W (ϕW ↔ ϕW

′

).�è�P�«�k� å W �
V
�5�«¤�� ��  �a� æ �E� ����� � �[�b � � ä W cvÉ�·
±C�B¹}° Ç �

�
§ � W ⊆ W ′ ¤ ����� �a� � � ���£� W �
W ′ �Qâ�¤a� ��  �a�E� �{� � �{�[���{� ∈ ��� ��� ¬ ��  ϕ ��� �@�v��¤ ��� � �{����� å Ì �� [�{� � ��� æ�a��� � �v�{�[���®� � �k� �@¤  [���^�@��� ϕ ¬ � �_�
� � �«¬ � � ���k� x1, . . . .xn

�@�a�
W ���[  �

(W,∈) |= ϕ(x1, . . . , xn) ⇐⇒ (W ′,∈) |= ϕ(x1, . . . , xn).

µ � �� � �������£������å â�¤�� ��  �f�E� �{� �E�  �  [ §   æ(��� �Q� � � «�� £���X� �@�P� ��� ¬ �@¤a� ��  �a� � � ��� ¬ �{ [� �@���,�@¤a� ��  �1�� ��� � �@� ¬ �� [�õ��� ¤ �[ £��� ��� ���k�����  � ���a��� �M� ��� ¬ �� £�������{�v��� ³��X� � � �Ä�X �«� �£������� ¤ � �k�P� � ª �a �$� �[�a���� �[��� �@¤�� ��  �f�u�
� Â �!� ÉGî¥îXí � ��C*:WC*?

W
l
W ′ ∈

huwBC*D*i�C�ef?BAVCPU�d�C*S <QC
W ⊆ W ′ ef?BA W 6= ∅ 8�¯ >@?X?�d@:=S <÷K3 > 6 y�<5HIi!>@DECC¸�HIDJi�C*S ?al >@SÿU�HK¸�HIDJi�C*S ?;A�C*DQ;&CPU*<÷>@S <

vi ∈ vj
4 ü�r 8 vi = vj

U*:=?BA
W
h
W ′ h7> 4 U�HIS e�< 835476 F!C*?X?

ϕ
ef?BA

ψ W
h
W ′ h7> 4 U�HIS ef<�U*:=?BAIl~U�H�>@e¥NPO ¬ϕ e�?BA (ϕ ∧ ψ) � A2>@i�:=<�U*:=?BA�A2>@?X?c>@eXNPO

(ϕ ∨ ψ)
l
(ϕ→ ψ)

U�HIr~:WC
(ϕ↔ ψ) W

h
W ′ h7> 4 U�HIS ef< 83 N 6 ��C*:

W
<»Dk>@?aU*:=<}:=g 8ÓÈ U*<,A2>@?X? ϕ W

h
W ′ h7> 4 U�HIS e�<=lsU�H >@eXNPO ∀x ∈ y ϕ � A2>@i�:=<s:[U*<�A2>@?X? >@eXNPO

∃x ∈ y ϕ W
h
W ′ h7> 4 U�HIS ef< 8)�× c�\F?4fD?Ø%�%
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�(�X���B�=���\ä�� ¡}�2¢J�¥� �[� � � �k� è  � ���a� � ϕW ≡ ϕW
′

≡ ϕ �@�[  ���ä{�¿¡q¤¥¢*�aâ���� ���{�t����� �@���k� � �vä�� �a����� ∀~x ∈ W (ϕW ↔ ϕW
′

)
� � � �[� ∀~x ∈ W (ψW ↔ ψW

′

)
� �� £� �

∀~x ∈ W
(
¬(ϕW )︸ ︷︷ ︸
≡ (¬ϕ)W

←→ ¬(ϕW
′

)︸ ︷︷ ︸
≡ (¬ϕ)W ′

) � � � �£� ∀~x ∈ W (
(ϕW ∧ ψW )︸ ︷︷ ︸
≡ (ϕ∧ψ)W

←→ (ϕW
′

∧ ψW
′

)︸ ︷︷ ︸
≡ (ϕ∧ψ)W ′

)
.

� �[� �b�s� � ä�� ä �{�[���{� �ä{�¿¡q��¢J��¨ �[� �X�   � �{� ä{� � ª@�P�a�k�(� � �k� �¡�� ¢ ¦Q�k�
y ∈ W � � �!���[  � y ∩W = y ∩W ′ �

�(�X���B�=�������
W
� � � � � � � �£��� �k� � � �� £� � y ⊆ W

�@�a�
y ∈ W

��â   � �j�@�[  � y = y ∩W ⊆ y ∩W ′ ⊆ y
�

ß �[�{� �@���b� �� £� � �a�[� Ì � �X�@���a�v� ��� � ç ��� ¡4�I¢
� ��� � � � ϕ ≡ ϕ(x, y, ~z)

��� ���[�{� y, ~z ´  £� ¬ ��� � �����@� W �¥��� ���\�@�[  � �
(∀x ∈ y ϕ(x, y, ~z))W ←→∀x ∈ y ∩W ϕ(x, y, ~z)W

←→∀x ∈ y ∩W ϕ(x, y, ~z)W
′ ¡ � � ϕ W

�
W ′ �Q�@¤�� ��  �a�P¢

(1)
←→∀x ∈ y ∩W ′ ϕ(x, y, ~z)W

′

←→ (∀x ∈ y ϕ(x, y, ~z))W
′

â   � �!�@�[  � ∀y, ~z ∈ W (
(∀x ∈ y ϕ(x, y, ~z))W ←→ (∀x ∈ y ϕ(x, y, ~z))W

′

) � ³�´��
���@�Ø� � ¬ ¬ ��ä �{�[� � ��� �����q§ � â&¤�� ��  �a�E� ��� �v�v¤ � � � �@�P�2�E� ������� � �@  �P� � ∈ ��� ��� ¬ �{ [�����£��� � �{� �@��� � � �@��� ��a� � �� £ [� �k� �[�{ [���/�������k��� ³���� � � ���k��� �@�a� µ\�����@��� ¤ � �v�P� � ª �� ��� �[��� �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ î¥î¥í4µ ´ �[�a� ∈ ��� ��� ¬ ��  ϕ � �{� �@� Σ0 c ò ����� Â�¹7� �»�  [  � � �[�;�@��� ���£�����^�a��� � �� £�����a������ ��� ¬ �{�V� �k� �¡ � ¢ ϕ � �k�(�I� � ¬ � ��� �   � ������� ����� � ��� ¬ vi ∈ vj �����{� vi = vj �¡ �[� ¢ ϕ ≡ ¬ψ � � � ¤ ��� ψ ���[�a� Σ0

��� ��� ¬ �{ /� �k� �¡ �£�[� ¢ ϕ ≡ (ψ ∧ χ) � � � ¤ ��� ψ � �a� χ Σ0

��� �@� ¬ �� [� � �[�a�T�¡ �£� ¢ ϕ ≡ ∀x(x ∈ y → ψ) � � � ¤ ��� ψ ���£��� Σ0

��� ��� ¬ �� M� �k���â&���~����� �j� �� [� �_� � � ��� � �
ê ÉaÇ�ë î¥î¥í4¶ ��C*:WC*?

W
ef?BA

W ′ ∈
huwBC*D*i�CPl
U�H A2>��

W 6= ∅
e�?BA

W ⊆ W ′ d@:=S <�ef?BA W <»Dk>@?aU*:=<}:=g:[U*< 8[¯ >@?X? :[U*<�tuCvA�C Σ0

hh¸�HIDJi�C*Sÿl�A@:WC,rsCvA�C*Dbi�:=<
W
?/H�NPO�i�:=<

W ′ C*:=?/C*WX>@DJ:»> 4 S[C�d�C*i�C*:=?aU�>@i Oa>@<ql
W
h
W ′ h7> 4 U�HIS e�< 8

.7d R ÓbÒ{ÑMS�Ï*ÐjÓ ç ßjÔV× Ï�×cS�Ó,Ô�Õfe Ó_ÛóÓbÏ�× Ójá
ëÓ�Zê4ë Õ±ö�ñÚûüñ.�1øC�Q¾tñ×¾tñTíîö�ò�òtñTí8ñ ò û��Q¾�ñ õ�õ�ñ/ê
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ î Þ í»î ´ �[� ¶�  �@�k� ��� � ��� ¬ W

� �{� �@� ¸»¼
¼�Â��IÂ�±-Áú� º�Â�¹}¹s�@��� ñ�ò � �»�  £  � W 6= ∅ � W� � � � � � � �£� � �7�,� ��� ϕW �q§ � � �{��� ��ñ�ò}�÷â(ã �[� ¬ ϕ �@�[  ���
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¦ �a�����k�$µ\�����{ [ [��  �@�k� ��� � � �P� �q§ �b�v��  �«� �T���Z¶(��� � � �k� ��� ä{¤ � � �{� � � � �a�Eä ���T�
ê ÉaÇ�ë î Þ í�Þ L�U�d�C*S <QC�ñ~ò 8 ��C*: W C*:=? :=?X?/C*DECPU�9cH�A�C*S=S g@HI?;ñ�ò ef?BA

ϕ
C*:=?
∈
hg�M>@< ü$i�:=<

ZF |=
ϕW 8]¯ >@?X?-:[U*< ZF + ϕ

DEC*ST>@<»:=g p2HI?aU*:[U*<5C*?X<"ü�e
ZF 8�(�X���B�=����� ��� M = (M,E) �{�[��µ �f���{ [ 2���@� ñ�ò��;� ��� N � �@�z�f��¤�¬ �f�a�� [  N = (WM , E � WM)

�
�&�@�P� ����� 0 �@�[  �s�q§ � �  [ £� �aª«�vä � χ �

N |= χ ��� �Z� M |= χW .

�&�@�P� ����� �@���v� � �vä�� �����@�[  � ���£� �k� �P�2� � � ��� � � �q§ � �  £ [� χ ∈ ZF + ϕ � � ��� N � �k� ���£�õµ\������ £ ��@���
ZF + ϕ

� ³�´��
Ý Â � Â��D� °�¼�½ î Þ í£¾Â�(� � ��������� � �{��� � �a���@��� ��1f� 1  � �a� ¬ � ���k��  �I� �£�@�b¶&�@� � � �k� �{� ä�¤ � � ��� � � ¬ � �ß �[  � �����{�&ÁÃÂ2Ç Æj� º�Â-º�Â � ¸»¼
¼�Â��IÂ�¼Áú� º�Â�¹}¹qÂ � �[� � �� £� �s�q§a� �v�{� ��� ��� ϕ �{�[� ∈ �4�a�I�Eä�� ���V� �(� ����a�[� ¡ �v�{  �«� �£��� ¢ ¶(��� � � �k� ��� ä �@��� ZF + ϕ

ä�� ä ���[�@��� �bß �[�{� ä{� @��� �k� � � �[�{�v� ¬ � �\���[�a��� � � � �{�����{�
���@� �@���k� � �Eä�� ��� ñ�ò ��� �P�2�H�  [�{���v�{��� � � � � � � � �T�����\¶�  �@�k� �{� � ��� ¬ W

¬ � � (ZF + ϕ)W
��¨ �£� � �{�v���{��a�[� � � � ����� �»�@� �v�{�V�[� ��0a�]å��@�a�

ϕ ≡ (AC)
� � � �{������� �¨ �£� � ��� ¬$�  [�£���k��� �{�[� ¶��v� � �{�v� �a¬ � �«�q§ ����� �@�k� �{�[��@���v���{ [�{� � �{��¶�  �@�k� ��� � ��� ¬ W �{�[�Ä�£�������k� �µ �f���{ [ �� �k���

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ î Þ í�d ¡»�2¢Ü´ �£� ¶�  �@�v� ��� � �{� ¬ W
� ��� �«� 
WÉX±{Ç;cE°
¼�¸©�MÂ��I±�Â�¹»¹7� �»�  [  � ∀x(x ⊆ W −→

∃y ∈ W x ⊆ y) �@�[  ���¡q¤¥¢Ü´ �[��¶�  �@�k� �{� � ��� ¬ W
� ��� �@� ¯�°�±u±C�B¼�º�Â��I°�¼�½B±(cvÉ�·�½BÂ�±uÅIÆ�¹��B±u±�Â�¼�� �»�  [  � ∀a, ~y ∈ W {x | x ∈

a ∧ ϕW (x, ~y)} ∈ W
�q§ � � ���a� ∈ ��� �@� ¬ ��  ϕ(x, ~y) ���£  ���

Ý Â � Â��D� °�¼�½ î Þ í4� �&�@�P���f�«�Eä6�����]� � �k� ���£� ä{� ��� � � ´ �[�@��� �k�P�X�«�=�(ª@çè� �T� �  [��� � � �@ä�� �X� �@�v� �£� W� �@�,â����k� �����a��� � ��� �v�k�P� � ¬ � ®v¯�°�±I²&���£  �u�
ê ÉaÇ�ë î Þ í£ì ;&C*S <QC~ñ�ò 8S¯ C*D R�ST>IUPU�C*?X<QC*DJi W U�C*:�<»Dv>@?aU*:=<»:=g�l z{>IU*<»hQef?X:=g@C*DEU�C*S=S�e�?BAby�eèUPU�HI?BA�C*DJe�?�dIU*h> 4 d�CPU�NPO�S[H�UPU�C*? 8»¯ >@?X?;:[U*< W C*:=?-:=?X?/C*DECPU�9cH�A�C*S=S 8�(�X���B�=��� ���@�P� ���@� �@���k� � �Eä�� ���x� �7� W � � � � � � � �T� ����� W �»�@�7�H�Q� ���£�@��� � �� £  � �a� ∅ ⊆ W � �7� �� ã � �k� �[�{� � ���£� y ∈ W ¡»¬ � � ∅ ⊆ y

¢*�aâ   � �!� �k� W 6= ∅ �â&��� ������©
� � � � � � �T��� �PªI� ����� W � ��� W 6= ∅ � �� £�����!� �@�P� �����l�
(Ex)W � (Ext)W

� ��� (Fund)W
�

ä{�
(Paar)W

� � ���£��� a, b ∈ W �2��� {a, b} ⊆ W
� ��� W �»�@�7�H�÷� ���£�@��� � �� £ �� �7� ��� ã � �k� �[�{� � ���£� z ∈ W¬ � � z ⊇ {a, b} �¥��� ��� ���[  �

{a, b} = {x ∈ z | x = a ∨ x = b} = {x ∈ z | (x = a ∨ x = b)W}.

���
W
â��a�v� �@������� � ��� ���5�@¤ ��� �k�P�  [� �k� �{�!� �k� � � �� [� ��� �£��� �@��� {a, b} ∈ W � � ���j� �«�P� �����l� (Paar)W

�
ä{� ® ⋃ cP¯N,"² W �Z� �{� a ∈ W

�����
W
� � � � � � � �£�x� �k� ��� �k� � � ��� ⋃

a ⊆ W � � �¿� ���þ� �����{�Ä������»�«�k�H� �&���T���{� �E�  [� �Eª«� �@��� W ���£� z ∈ W � ã � �7� �[�{� �,¬ � � z ⊇ ⋃
a
��� � ¬ � � � �k�

⋃
a = {y ∈ z | ∃x ∈ a y ∈ x} = {y ∈ z | (∃x ∈ a y ∈ x)W}.
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⋃
a ∈ W

� �@ [� ���@��� ����� â&���v� �������{� � �a� �4�÷â�¤ ��� �v�P�  £� �v� ��� � ��� � ����� W �a���«�P� ���@�]� ���£  � ® ⋃cE¯N,"² W �ä{�
(Aus)W

��� �£� � � ��f�P� � ¬��b� �� £� � ���£�v�{ � �@��� ���{� � �	�X�a� � �£�������@� â&���v� �������{� � ��� �4�5�«¤ ��� �k�P�  [� �v� �{�� ���\�a��� Ì � ¬ ���k � ��� � 1��dÜf�ä{�
(Pot)W

�x� ��� a ∈ W ����� ����� �k� P(a)∩W ∈ V
� ��� P(a)∩W ⊆ W

�����
W
�»�@�k�4�Q� �a�£���{� � �� [ � �k� ��� ã � �7� �£��� � �{�[� z ∈ W ¬ � � P(a) ∩W ⊆ z � � ��� � � ���[  �

P(a) ∩W = {x ∈ z | ∀y ∈ x y ∈ a} = {x ∈ z | (∀y ∈ x y ∈ a)W}.���
W
â��a�v� �@������� � ��� ���5�@¤ ��� �k�P�  [� �k� �{�¿� �7� ��� �k� ���£��µ\�{����� �@�a� ���{���k� �P�2� �{� � ��� � ���[� W �M� � �/� �

P(a) ∩W ∈ W
�8���@�P� �����l� ���[  � (Pot)W

�
ä{�

(Inf)W
�X¨ �[� ä �{�[���{���B� �@�v� On ⊆ W � � �£��� �«���(� �@ [� � ω ∈ W � ��� (Inf)W

�X¨ ����� On 6⊆ W� �k� � � ��� �k� α :≡ On∩W ∈ On �/� � W � � � � � � � �£� � �k�u�M��� α ⊆ W
� �a� W �»�@�7�H�÷� ���£�@��� � �� £ 
� �k� �� ã � �k� �[�{� � ���£� z ∈ W ¬ � � α ⊆ z

�èâ���� ����� � ���X��� � �[�����@��� α � �� £� � α = z∩On
�è��� �a�[� � ��� ¬ �� £�

Trans(x)
� ��� SLO(x)

ª@çè� �£� �  £��� �bä{� Σ0

��� ��� ¬ �� £� � �£��� � ��� � �@� �{� W �Q�@¤�� �@  �a�b� �[���/��� �7� �
α = {x ∈ z | x ∈ On} = {x ∈ z | Trans(x) ∧ SLO(x)} = {x ∈ z | (Trans(x) ∧ SLO(x))W}���

W
â����k� ���a����� � ��� ���5�@¤ �@� �v�P�  [� �k� ��� � �k� �/� �k� ���£��µ\���a��� �@�a� �������k� �P�2� �{� � �{� � �j�[� W �/â   � �� �k� α ∈ W �¨�&�@�P�V¨¿�@�  ������ α � �7�(�@¤ �{� α /∈ On∩W

�f¨ �[���{� �v� � ���P���ä{�
(Ers)W

��� ��� ϕ(x, y, ~w) ���[�a� ∈ ��� ��� ¬ ��  �8� �{�[�{� a, ~w ∈ W � �a�\� � ���{  � �
∀x, y, y′((ϕW (x, y, ~w) ∧ ϕW (x, y′, ~w)) −→ y = y′)¨ ���a��� (Ers)

� � �«�a� �a�[� � ��� ¬ ��  y ∈ W ∧ ϕW (x, y, ~w) �X� � ��� � �7�
b :≡ {y | ∃x (x ∈ a ∧ (y ∈ W ∧ ϕW (x, y, ~w)))} ∈ V.¨ ���@��� b ⊆ W � ã � �k� �[��� � ���[� z ∈ W ¬ � � z ⊇ b

�èâ��f� ��� � �a�!�@��� (Aus)W ���[  � � � �a� ¡q� �[� � � �����l�è¢
b = {y ∈ z | ∃x (x ∈ a ∧ (y ∈ W ∧ ϕW (x, y, ~w)))} ∈ W.â �����{�v��� � �{� �E� ���[  � b = {y ∈ W | ∃x ∈ a ϕW (x, y, ~w)} � �@�P� � �	�X��� � �£���\�@��� b �/���@¬ � �(�X�@¤ ���� �£����� ä ���£� � ��� ��� {y ∈ W | ∃x ∈ a ϕW (x, y, ~w)} ∈ W ���[  � � � � � ����� �[��� �@�P�î���@�]�

(Ers)W¤ � � �£� � ��� ���@¤ �{� ����@¬ � � � �7� ZFW ¤ � � �£� � ��� � ³�´��

ëÓ�Zêh� Õ±ñTí�g:h?iQjy� ÷8ø�ñ$�îñck�ñK=iö«�/ò����SÀ`�´ÁWê
� ��� � �� £�����a��� �f�«�Eä � �k� �[� ���[�� £���;¶&��� � � �7� ��� ä�� � � �{� �k���P�è� �����{� � � �P�2� �[� �B´ � ¤ � �v� � � �B� �@�k� � ���q§ ��a�[� â&���k� ��� �E� �a���{�[���{�"���{��� ¤ ���a��� � ��� ¬ �� è���{� § � � � � � �P���@�a� ���£� â � �»� ��� �k�k�v§�� $��� � �&���T���{� �v�a¬ �ä{�\¤ � �k�P� � ª ��@�{� �
ê ÉaÇ�ë î Þ í��ý®  Âml"Âm,�¸��B¼
±�±�ÉaÇ�ëà���M¼ �on �c� � � ² L�U"d�C*S <5C~ñ~ò 8 ��C*: ϕ0(x0, . . . , xr−1)

l
. . .
l
ϕn−1(x0, . . . , xr−1)C*:=?/C�C*?BAaS :WNPOXC à :[U*<QC g@HI? ∈ hh¸
HIDJi�C*S ?¿e�?BA U�C*: θ0 ∈ On 8Ø¯ >@?X? CH%�:[U*<}:WC*DJ<�C*:=? θ ≥ θ0

l,U�H;A2>��
ϕ0, . . . , ϕn−1 Vθ

h7> 4 U�HIS ef< U*:=?BA 8) " -qp�9;¶ -N/ psr!wAt
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(HS,∈, A) |= a = f({a, b})

↔ (HS,∈, A) |= π̃(a) = π̃(f)(π̃({a, b}))

↔ (HS,∈, A) |= b = f({a, b}).

â   � � �sª �k� a = b � ¨ �[���{� �k� � ���P�/� ³�´��
���@¬ � � � �7� ��� ä ���£� � �
ê ÉaÇ�ë î�d�í4¶ F!C*?X? A2>IU6����U*<5C*iÚñ�òÍr~:»A�C*DEU��BDJe¥NPO2UqzJDEC*:�:[U*<qlsU�H�:[U*<&A2>IU6����U*<5C*i

ZFA + ¬(AC)r~:»A�C*DEU��BDJeXNPO2UqzJDPC*: 8¦ �V��� ¬ ���@�v��� �k� �{ [  � ���\µ\�����{ [ /� �k� � �&�   � ���a� �P�2�,¬ � �� [� �P� � �«��� ���£�����(µ\�{���������@� � �������@�v����� � �{��
��� �k��� �«���vä{�è�sª@�  £��� �,¨ �[� � ���k����� ���[� � �þ¶&��� �7� � �  � �[�@� �k�Xª«� �{�\� ¬ �(�@��¬ ��� ����� � ��� � �[��� �µ � �E� �f����� �@�P�è¤ �[ £����� � ���^����� � ���£�2�(� �@¤��Xª �����[�@@��� � �@���c®v¯^ø!²���� ¬Ù� � �v� � § ���� £� �P� �{� � Ë��k� � ¬ñ~ò ä �{�[���{� �
.7x y è�Û ÓbÏzS�ÓZè ÎVÔUT Ó,Ô Ð$ß Ô 1 ß Ö�ÓbÒ*Ò{Ó,Ô Ö�ÓZè{1 Ó,ÔUT Ó,Ô�Ò*Ó,Ý è"Ó
� �[� ¤ � �v� �{��«��� �7� � � �[��� � �{� � �a� � � � ��� �k���P�2� �{�!µ\�f�a�� [ £� ���{�"µ �������{�� [� � �v� �s� �v�{� :=?X?/C*DEC~9cH�A�C*S=S[C �� � ��� ©����[  ¬ �����{ [ [������� â���� � � ��� �k¬ �����{ [ [�{� �2â��a� ��� � ��� �vª«�Eä  [� �P� ���y� ¤ �{�v £��� � �a�������è���£� � �£����� �P��a� �P�2�!�@���7�q§�� �v�{�ý � ���a����� �{�v��� ¤a��� � �P� �
� �@�v��� � �P� ���[�{ [� � ã �£� ¬ �«� � �v�P� �~�&� � �{� �v�a�P��� ������� ��� �P�2�¬ � � �[���a���v�{�\µ\�f�a�� [ £����� � � �P�a�q§�� �v���\  �@�k� �{� �X���@� ��� � �{�����{� � �[� � � � � � � L�DJrsC*:=<QC*D*e�?�d�C*? ������@����� ¤ �{������µ\������ £ [���j������µ\�{�����{�� [� � �v� ä{���2� �£� � �[�{�"���@�v��� �k� �{ [  � � L�Dkü�r~:=?�d@ef?�dIU�� �f�a��� ¸�HIDEN*:=?�d��
µ � �E� �f��� �k�P�«¬ ¬j� ���@� �"�@�   ô � � �{���@���{� ¬ � � � � �k��� ß �£  � �����[�ý�&� �@¤a�Xª �����£��@�{� � ����� ô_� � � ��� �v�P� �{�¶(��� � �£� �a��¬ �k�;Ëf� � �v� � � � � �a�\��� �&â&���k�s�@�   �Iã �[� ¬!� ��� ä ���£� �,�X�«���¨ �£� � �� [ £��� ä{� ���£��� ¬ �����@� ¤ �����{� ∈ � µ\�f�a�� [  M �@��� ñ�ò ø �{�[��� d�C*?/C*DJ:[U�NPOXC µ ������� G >2AktJe�?Xhd@:WC*DEC*? � � �^� �@�v� � �«� ��� �v�k� � � ���a��� µ\�f�a�� [  M [G]

� �[�{����� ��¬ �{�[�õµ �f���{ [ ������ ñ~ò øÍ� �7�u�.ô � � �{�¤ � � �£� � ���£�E�&� �@¤a�Xª �����£��@�{� � �a���(¶&��� � �[� ����¬!�v�;Ë�� � �E� � � �$ø 8 ���£����� ¬ ��� d�C*?/C*DJ:[U�NPOXC�L�DJrsC*:=<5C*hDJe�?�d�C*?
M [G]

� ��� M [G′] «��� �7� � � �[��� � �«� � �f� �@�v�
M [G] |= ZFC + CH

¤�ä*�Z�
M [G′] |= ZFC + ¬CH.

� ��� ´ � � �{� � ��� � ��� �v� �v� ä � �v��¤ � � � �vä{� ���£���[�@� â � �  £�����£��� ä�� ����� ´ � � ��� � ��� � ��� k(a) ���£��� � ¶ � � � ��� �
k
��¬ ���£� � � � � �vä �{�����{� � � ��´  [� ¬ �{� � a �Ì �������{� �  £��� ¤ � � � �v�P� �{�¿¶&�@� �k� � �  � �£���   �@�v� ��� � � �P� ���[�´  £� ¬ ��� � � b ����� ´ � � �{� � ��� � ��� ¬ � �}ß �£  � �_�@��� ´  [� ¬ �{� � ���^�a� � á�� � ���� � � � ��� ��¤ � �v�P� �k��� ¤ �{�T� b � �k��{�[�����@� ¤ �k� �P� �{�õ� �«� �[��� �  [� �X� �a � �[���-�@��� a � � � ¤ �{� ���£��¶&����| ä �£��� � �{�þ�a��� �X� �� � �£��� �@��� �a� ¬

á�� � ���� � � � ��� k �k�E�@¬!¬ �{� �/���@�Z´  [� ¬ ��� � b   ª@�k�k��� � �P�c�   � �^� � � �P� �{�[���j������ £� �P� � � �@ [��� ���[� � ���¶(�f��| ä �[�{� � ��� ¤ � �v�P� �k��� ¤ ��� ��� �£� � � � �@ [���� � ��� �   �AæZ>@i�C ��� ��´  £� ¬ ��� �E� b �@�a� ��� �»�@�v�7��� ���v�a��� �� �{��� � ´  [� ¬ �{� � �a� � áZ� � ���� � � � ��� � ¤ � � � �vä{� ���£����� � �v�£��� �  [�{� ���@¬ ���/��� ª@¬  [� �P� ���[� ´ �[�a��� � �@ [���«��a�[� �@��� ���£� � � ¬ ´  [� ¬ �{� � ¤ � �7� � �è�������@�v� k(a) ���£�þ¶ � � � ����� �k� � ¤ �{� ���2� � � � �@�a� ��� �«�v� ���[��¶ � � �� ��� �Iã �[� ¬ �!�[� �a��� â&��� � � ��� �k�k� � �  �E� ���@��  � ��� �
� �£� ´ � � ��� � �{� � ��� � �£�v� �@��� k � ��� a ��� ä � � � � �
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	����vu 	/Ûb#õ	~���
	OÛ$�
�wP,	��Ú��)b��+¿)b��	�����	�����	/Û +;	��wP,	�����	�%�Û(	 ��0
� �{����� �M� � �k�P� ���a � � � �{� K ¬ � � k ⊆ K ⊆ k(a)

� ��� a ∈ K ��� �q§  [  � K = k(a)
��� �£� ¬ ���a����� �E� ��� ��k� � � �v�P� � � � �v�X�«� �[���V� �7���  [ [�{�v���£��� �b� � � �{� �  [� �P� @� ¬!�  £� ä �£��� � ��� �   � ���[� �  [��� ¤ � � � �v�P� ��� �_ª«� �v�{��� � �¤ � �&�@�a� ¦Q� � ¬ ��� ��� �[�Z� � �&�{�[�������£� �»�@�P� � � � � � �kä ���a����� � � ´ � � �{� � ��� � ������� ¤a� � � ���k����� � �[� ¤ �{�������� � �  ���k� �£��������� � �@� � �£��� � µ\� �v� �f�a�����£�����@�v� � � �"§  £ [� � � � ��� �  [� �P� �@��� �k�P� �[�{�����a��� ´ � � ��� � ��� � �����{�«�����a���� £���v�a��� �¨ �£� � �� £ [��� ä�� � ª@�P���7� ���£���j¶(��� �7� � �  � �[���\����� ´ � � �{� � �{� � �a����� M [G]

� ����� ¤ �{���M�a�[��� ¬ðâ  £ [��� �¬ ���£�����j��� �P�2�~�  [ [� â,ã �£� ¬ �����{��µ\�{�������a [� � �v�_�{� �q§  £ [��� �«� �[� � �b¶&�@� �k� � �  � �£��� � �£�v� �k�Xª«� �{� ä�� �����ô � � ��� �k�P� ��� µ\� �E� ����� �k� � ä � �  [� � �[�{� ����¨ �[� � � ¤ ��� � ��� ä�� �±�����k���[� �»�@�P�è� ���-���{� ��� � �k� �� £  � ��� ¬ � �
∈
� µ\�f�a�� [ £���-�a����µ\�{�������a [� � �v� ��� �[� � � � ���@� � �[� � �[� ä{� �����{�[����� � �{� ;_D*e�?BA@i�H�A�C*S=S[C*? @� ¬ ¬ ��� � �����{��� � �� £ ���� �k�(�v��ª«� �{�(�a� �  �a� �[�{� �b� ���v�a��� �
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"¼
¸=Ç ¸��M¼ îS� í»î ´ �[�a� ∈ ����� � �  �E� � M = (M,∈) � �7� ���[�~} �I°�¼
º� � º�Â�¹}¹5� � ����� � � ���[� �@¤1�ä�ª@�   ¤X� �v� � � � � � � � � � �T��� � µ\�����{ [ ����@� ñ�ò ø � �7� ��� �ô��� ZFCM � ��� �v� (M) = ℵ0
� ��� M � �k��� � � � � � � �T� �� � ã �[�{�v� ¤ � �\�@�a� ¨ �{� � ���v� � �{�[� áZ� � ��� ¬ �f�a�� [  M =

(M,∈)
� � �[�j��� �k���P�2� � ´ � � ��� � ��� � ��� (M [G],∈)

� �[�k�� � � �P� ���£��� ¡ �a� � � ¢ µ\�����@� G � � �k� �@�� [�{� �_� ���k����� �¥� �[�¶(��� �7� � �  � �[�������@� G ��� � �� [� � �@�£����� ¬Ü�v�  ä � �v� �£� ¬ � � �¦ � � ��� ¬ �«� �£��� §�¤ ��� G � � �k� ���� £��� ��� �£�v� �~� �[� � ���$å � �k� �ä � �k� æ � �[�v� � � � �P� �{�[��� ß��   ¤ �@�v��� � ��� ����� â&��� �k� ã � �¬ �«� �[�����{� � � G @��� � �v�� £ [�[�{� ���X� �[� â&��� �v� ã � ¬ �«� �[�����{�� �[��� ¤ �{�v��� �E� �[� �a��� ��� ���«� ´ �£����� �v�P�X�«�=� ���Ä���{�^���a� �� §   � �[���{� ´ � � �{� � ��� � ��� M [G]
ä�� å ¤ �{���[���@����æ��f���{� ä��å÷��� ä{� �[�a������æ �X���@� ���(���	�X�a�[���k��� � �[�	� A
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"¼
¸=Ç ¸��M¼ îS� í�Þ ´ �[� � �k��� �E��� ��  (P,≤, 1P )
� ��� �@��ò ���«Å2¸»¼�½�c 8 É�¹»·���«º�¼�°�¼�½ �f���{�~��� ë���¸»¼»c½B°�¼�½B±C� Â�¹qÉaÇ ¸��M¼�� �»�  £  � �@�[  � �¡ � ¢ (P,≤) � �7� ���£��� �v�P�2�s�@�P� � �X� � � �£�� £ [�®Ê��k��� � ���8�¡ �[� ¢ 1P � �7� ��� ���«� � �,´  £� ¬ ��� � ����� (P,≤)

�
� �[� ´  [� ¬ �{� � ������� P � ���v�a��� �«���P�;�   �_Ý Â�º
¸»¼�½M°�¼�½BÂ�¼ ¤ � ä ��� �P� ��� �����B�  [  � p ≤ q

�E� �@��� � �[��� p
�BÂ��I±{Ç�8�D�/Ç q �;� �[��� q1, . . . , qn ∈ P � ����� �k� p ≤ qi

�q§ � i < n � � � �v� ����� � �£��� p � �k� ���£���_½¥Â � Â�¸}¼»c±{É¨� Â�þ�Â��I±{Ç�8�D� °�¼�½-�@��� q1, . . . , qn ���¥�  £  � q1, . . . , qn ∈ P ���£���Z��� ¬ ���£� �E�@¬ �2����� �k�Eª �v � ���!�[�
P
¤ � � � �vä �{��� � � � ��� � ��� q1, . . . , qn �����ß�ÉaÇ ¸q·~Â�¹ �

Ý Â�¸»±;ß
¸»Â�¹(î���í£¾ � �£��ø��BÆ�Âf¼»c 8 ÉX¹q·����«º�¼�°�¼�½õ� �k�(�@�a� ���{��µ �������
P = Fn(ω, 2, ω) = {f | f : dom(f)→ b ∧ dom(f) < ω}

�  [ [�{�s�{���� [� �P� ��� �a>@DJ<»:WC*S=S[C*? �X� �a � �[���a��������� ω � �@�P� {0, 1} ���	�X�a�[��� �u��� �[� � �£�v� �v�XªI� ��� ä{� � â��1�� �v� ã � ¬ �«� �£���þ�{�[���{� <QHI<÷>@S[C*? �X� �a � �[���c����� ω � �@�P� {0, 1} ¤ ��� �a�vä{� � � �ô���
ä{� � â&��� �v� ã � ¬ �«� �[����{�[���{�^�v�{�� £ [��� ���@�   �s� �£� � � � «� ¬ ¬ � �[� ����� � �	�X��� � �£������{� ´ � ä{� �£��� � �a� � �k��  �I� �[�@� ä��a¬ â&���4��a� ��� ������[�a� Ì �{���[�a� � ��� � �k���7�Pª �k@���{� � ���a� � �[�(���£���,��� ��� ���k� �X� � � �£�� £ [� �X� �� � �£���!� �k�������@� ��� ���«� �� ��� ä{� �� £��� �P�x�k�P�2�_ª@�P�a�k� � ´  £� ¬ ��� � �@��� P � �7� ���[�^ £���{�v� �X� �� � �£��� � â   � � ���	�X�a�[���k��� � �[�$�a�[�ô � � ��� ��ß��   ¤ �@�v��� � ��� �   � P = (P,⊇, ∅)
�x�M� �{� Ì �{���[�a� � �����{���[� P � �£���^«� ¬ ���«� � ¤ �{ W� � �{��� � �£�
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	����vu 	/Ûb#õ	~���
	OÛ$�
�wP,	��Ú��)b��+¿)b��	�����	�����	/Û +;	��wP,	�����	�%�Û(	 ���

�   ���X� �� � �£�������c@� ¬ �X�I� � ¤ ��  � �[�a� �����@� � �7� ����� �¥�  [ }� � �����þ� � �k�}���{�v�{�[���£� � ��� � �[�{����� ��¬ ���£����X� �a � �[���V� �k�u�¨ �£�i� ã �[���k��� ¤ � �(�@�f�"¨ ��� � ���k� � ���[�a� � ��� � �£��� ��ß&�   ¤ ���v��� � �a� P = (P,≤, 1P ) ∈ M �¥���[� � ��� � �[�a� �ß&�   ¤ ���v��� � �a� � �[�k�� ¬ áZ� � ��� ¬ ������ £ (�@� �sª@�   � �s� �«¬ � � ���£� ñ~ò ø �5´ �£����� �k�P�X�«�=� ��� ����� M �@�a�
P
� �a��� � �����a� ��� ���v�a���x � ������� � � �£� �v�P� ���[� ¤X� �j���{�v@� � � � � � �	����� � �[���þ��� �+Ì �����k��� � å¥����� �k�Pª � � � �a�Iæ �Xª ��� ��¬ � ���k�Xª«� ���v�{� � � �P� ��� �v�P� �{� â��k� �{ � ��� ä{���E�«¬ ¬ ��� ��� �£�,�[� � �{�����[�{� � ��¶(��� �k� � �  � �[����{� �E�v� �v� �P�2� ���£����� �k�  ä � �k� �T����� ¨ �@�  ��@��� Ì �����£��� � �a�������X�a�[� � � �P� �@��� �k�Pª �v@�{�T�

1p . . . ≥ p ≥ q ≥ . . . .

â  [ £��� ¬ ���£������  �@�k� ��� � � �P� �a��� � � � �£��� � � ¬ � �k� �v� ä � �k� �Z� � � �P�e¸�:=S <QC*D_�@�f�
P
¤ � �k�P� �v�{� ¤ ���T�

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îS� í�d � �{� P = (P,≤, 1P ) ���[�a� � ��� � �£��� ��ß&�   ¤ ���v��� � �a� �/´ �£����©
�{�[  ¬ �{����� G ⊆ P� �k� �{�[� ò ¸}¹=Ç�Â�� �@�a� P � �»�  [  �¡ � ¢ 1P ∈ G �¡ �[� ¢ ∀q ∈ G ∀p ≥ q p ∈ G �¡ �£�[� ¢ ∀p, q ∈ G ∃r ∈ G (p ≥ r ∧ q ≥ r)
�

¦Q¬ �¥�  £ ~����� ô � � �{� ��ß&�   ¤ ���v�a� � ��� �sª �v� � �{�����x�a���$¶(� ¬!�X�«� � ¤ �[ £� �Eª«�E�k¤ �{���[��� � �����a�[�}�����v�{�[��� �� � ���Z���£��� �/� �£  � ��� � ���£��� �X� � � �£�� [ £� �X� �� � �[���$�@��� ω � �@�P� {0, 1} �«¨ �[� � �{�v���{� �k�Xª«� �{� d�C*?/C*DJ:[U�NPOXC� �[  � ���_�{�[� �q§a� �v�{��� ¤ ��� ���{�����\���[� � � �X� �� � �£��� � � �E�   �sª �v� �� � ã �[�{�v� ¤ � �\�«�a�$¨ ��� � ���k� � ���£����� � �[  � ��� G �@�a�
P
�_�f�P� ��� � � �vä{� � �£��� � �£���[� ����� ��� ���«�b���[�´ � � �{� � �{� � �a� �v¬ �f�a�� [  M [G] ���£����� �v�P�2�_�«�P� ��� µ\�����@���� £� � �k� ä�� �����X���£���v�{� �_�/� �^µ\� � �£� �«� �£����a���(¶&��� �k� � �  � �£��� �k� �{ [ £� ¬�� � � � �P� ä{� ��� ´  £� ¬ ��� � � x, y ��� �(� �a��� �7� �v� ¤a� �{�-µ �f���{ [  � M [G] �@��� ��/� � � � �k�  £��� � ���\�a� � µ\�f�a�� [  � � �7� � �i� �{����� �»�  [  � � �@� �£�������£� � �{  �«� �[���;å y ∈ xæ ä�� ��� �E�k�P� ���£����� �� �[� � � ��� �@ [ ���� �   � ������� �/� �[  � ��� � G ��� � �� [���{���[�$�a� ¬ � �[�����«�@� �«�v� � � �{�[��� Ì �����£��� � ��� p ∈ G ��� ¤f� �� ��� �@�k� p ��� �v�v�P� �{�[��� � � � �@�k� y ∈ x �/�����{� � ��� �«�v� p �{� �E�v�P� ���[�a� � � � �@�v� y /∈ x

� �/��¬Úâ � ¤ �{� � �{�¬ � � ����� ��� �P� ��� �P�è��� � �k� �@�� [�{� � �{�^µ �������{� x � ��� y ¤ ��� �@� �[���{� � �[� æZ>@i�C*? �[���{�[���{�~�����{�[����� � �{���� � �@�P� � �@¨ �£�s� ¬ �¥�  £ [�������~¶ � � � ��� � �� £ [��� ���[� � � �&�@¬ �{� ´  [� ¬ �{� � �_��� � áZ� � ��� ¬ ������ £  � M � ���£� �¨ �£�«��������� �   � � æ�>@i�C*?
ẋ ∈ M

� ��� ẏ ∈ M �/�a���v�{�-��� �P� �����X���[�{�v�{����� ¦ � � ��� � �v� �E�«� �£�����{� ẋG� ��� ẏG � ¬ µ\�f�a�� [  M [G] �� £��� �P� �a���V�����k���� £��� � ���;µ\�����@��� � �[���b�
ẋG = x

� ��� ẏG = y.

� �[� ¦ � � ��� � �v� �P�«� �[�����@��� ẋ � �� £ �� � � �P� ���£�Z¶�  �@�k� �����{� �
��� �k�
{(ẏ, p)| p å÷��� ä*� �[��� � æ ẏ ∈ ẋ}

¤ � �7� � ¬ ¬j��� ���[� �1�&�@�P� �a�����@���^���{�ZÊ��k���[� �   äu�«�   � © � �����k�[� ¤ �� � �a� � ���Vµ � �E� �f��� � �@ [ [�{� � �£��� � �� ¬Ù¨ � � ��� �  £� �P� �{�;���£�������£� �»�@�P� � ¦ ���{� � ��� ä �[�{� � �a�!�@���v��� ��¬ ���T�
ẋ = {(ẏ, p)| p å÷��� ä*� �[��� � æ ẏ ∈ ẋ}.

� �[� �,¬ � � �T���[��� � ���£� � �� [�@������� ¦ � � ��� � �v� �E�«� �£��� �7�q� �� � �£���T�
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	����vu 	/Ûb#õ	~���
	OÛ$�
�wP,	��Ú��)b��+¿)b��	�����	�����	/Û +;	��wP,	�����	�%�Û(	 �;Ü

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îS� í4� � ���X���£���v�j�v�� � � � �T� �@�f� M �q§ � ẋ ∈ M ���[� G c � ¼MÇ�Â��NßM� Â2Ç�ÉaÇ�¸��B¼ ẋG ���B¼ ẋ� � � �P�
ẋG :≡ {ẏG | ∃p ∈ G (ẏ, p) ∈ ẋ}.� �[� ¡ ���{�����k� �k�P� � ¢b´ � � ��� � ��� � ���!� �7� � � ��� ���[��á�� �v�@¬j�v� ��� � ���[� � ��� ¦ � � �{� � �k� �E�«� �£�������b�

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îS� í£ì M [G] :≡ {ẋG | ẋ ∈ M}
� �{� �@� ½¥Â�¼�Â �I¸»±uÅIÆ�Âú���a�jÂf¸=Ç�Â��I°
¼�½ ���B¼ Mº�°j�«ÅIÆ P °�¼�º G �� �[� � �{ � � � �[���V�[� � ���X��� � �[�@� �aÜf�dÜ �{� � �� £� �b§�¤ ���,���£� �k�P� �v �q� �a���[�{� � � � ��  �«� �£���

ẏ R ẋ :≡ ∃u (ẏ, u) ∈ ẋ.

ë� Zê4ë ����ò�¾CÀ?� ñ ò���À/õ�ñÂ½àö4ô/ñ ò��1÷8ø�Ào#=�xñ ò�óP�/ò
M [G]

ê
ê ÉaÇ�ë îS� í�� M [G]

:[U*<�<»Dv>@?aU*:=<»:=g 8�(�X���B�=��� � ��� u ∈ v ∈ M [G]
�"��� ���¿� �7� v = ẋG

�q§ �����£� ẋ ∈ M
�
â����

u ∈ ẋG
� �@ [� � � �@�P�� �	�X��� � �£��� �@��� ẋG ���£� ´"ã � �k� ��� ä ���[�a� � ẏ ∈ dom(ẋ) ⊆M

¬ � � u = ẏG
�1� �� [�@ [� �P� � �k� u ∈M [G]

�³�´��
ê ÉaÇ�ë îS� í4µ ∀ẋ ∈M rg(ẋG) ≤ rg(ẋ) 8�(�X���B�=��� ¨ �[� �q§�� �k��� ���£��� R �Q¦ ��� �  � �[���V� � � �P���

rg
(
ẋG

)
= rg

(
{ẏG | ∃p ∈ G (ẏ, p) ∈ ẋ}

)
= lub{rg(ẏG) | ∃p ∈ G (ẏ, p) ∈ ẋ︸ ︷︷ ︸

⇒ẏRẋ

}

≤ lub{rg(ẏ) | ẏRẋ}
¡q¦ ��� � ����� �ÿ¢

< rg(ẋ)
¡q� ���@��� ẏRẋ −→ rg(ẏ) < rg(ẋ)

¢
.

���@¬ � � � �7� ����� �a�I�EäZ¤ � � �[� � ��� � ³�´��
� ¬ M ⊆ M [G]

ä{�-ä �{�[���{��� ¬j§��v� ��� � �[� ä�� � �{��� ¬ x ∈ M ���£����� M ���&�@¬ �{� x̌ � � ä�� ���k�����{���� ��� ���[� G �Q¦ � � ��� � �v� �E�«� �£��������� x̌ ���{� � �a� x � �7�u�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îS� í4¶ � ���X���£���v��� � � �P� ∈ ��� �� � � � �[���b� x̌ :≡ {(y̌, 1P ) | y ∈ x}

���"§ � x ∈ M � �{� �@�
x̌ �aÉ�¼�B¼�¸}±uÅIÆ�Â �~Þ\É¨�þÂ 
 Æ � x �
ê ÉaÇ�ë îS� í»îq· ¸�|�D

x ∈ M
d@:=S <

x̌G = x 8�(�X���B�=��� ¨ �[� �q§�� �k��� ���£��� ∈ �Q¦ �a� �  � �£��� §�¤ �{� x ∈M � � � �P���
x̌G = {ẏG | ∃p ∈ G (ẏ, p) ∈ x} = {ẏG | (ẏ, 1P ) ∈ x} = {y̌G | y ∈ x} = {y | y ∈ x}

¡»¦ ��� � ����� � ¢
= x.

���@¬ � � � �7�(�  [ £� � �@� ä �{�[� ��� ³�´��
â&���~�DÜf�Ä�aÈ�� ���Û³´³!�{�v��� ¤a�,� � �P�\� � � ��� � �



���������
	����vu 	/Ûb#õ	~���
	OÛ$�
�wP,	��Ú��)b��+¿)b��	�����	�����	/Û +;	��wP,	�����	�%�Û(	 �VU

ø����D�B¹}¹qÉ8�\î���í»î¥î M ⊆M [G] 8
M
� ��� M [G]

���@¤ �{�\�a�[� � ��  ¤ �����k���[� �  [� ß(��� ���
ø����D�B¹}¹qÉ8�\î���í»î Þ OnM = OnM [G] 8 9 8 > 8 F 8 K ga� M ∩ On = M [G] ∩ On 8�(�X���B�=���;´�� ���{� § � � �X���£� ä{� ��� � � ¦ ����� � � �PªI�&ä{�\ä ���£�����ä{�
⊆ æ �¥� �[� �,� �@ [� �s� � � ��� �&�@��� M ⊆M [G]

�
ä{� å ⊇æ �¨� ��� α ∈M [G] ∩ On

�a¨ ª«�  [�Z���£� x ∈M ¬ � � α = ẋG
�X���

rg M
�
V
�Q�@¤�� ��  �a� � �k� � � �£� � �

³�³X�
���[  � rg(x) = rg(x)M ∈ M ∩ On
��¨ �{����� �DÜf�¥� ���£  � α = rg(α) = rg(ẋG) ∈ rg(x)

�"���
M ∩ On

�   �«�f�P� ��� �v�,� � � � � � � �T�����b©���� ¬ � � � � � � � � �£��� �k� � � �� £� � α ∈M ∩On
� ³�´��

� ¬ G ∈M [G]
ä�� ä �{�[���{��� ¤ ��� �@� �[���{� � �[�b���£����� �&�@¬ �{� �q§ �b����� � �[  � �{� G �f¨ �[� � � �Eä ���T�

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îS� í»î�¾ Ġ :≡ {(p̌, p) | p ∈ P}
� ��� �@� �aÉX¼j�B¼
¸»±uÅIÆ�Â��|Þ É¨� Â 
 Æ � ò ¸»¹qÇ�Â�� Æ ·~Â�� P �

� Â �!� ÉGîS��í}î�d Ġ ∈M 8�(�X���B�=��� � �{� ϕ(p, y) :≡ ∃x (x = p̌ ∧ y = (x, p))
����� �a����©
�{� ¬ p̌

¡ ³�³ ¢�� ��� �a�[� � ��� ¬ �� 
y = (x, p)

¡ ³´³ ¢ M �
V
�5�«¤�� ��  �a�,� �£�����X� �k� � �@�P� ³´³ ���[� � ��� ¬ �{  ϕ(p, y) � ¤ ��� �»�  [  � M �

V
�Q�@¤�� �@  �a���� �{�v���{�,�@��� �Xª   �,� � �P� ϕ(p, y) å �q� �� � �[�@� �   æn�

∀p, y, y′ ∈M ((ϕ(p, y) ∧ ϕ(p, y′)) −→ y = y′).

¨ ���@��� (Paar)M
� �@ [� �

Ġ= {y | ∃p ∈ P y = (p̌, p)} = {y ∈M | ∃p ∈ P y = (p̌, p)} = {y ∈M | ∃p ∈ P ϕ(p, y)}

= {y ∈M | ∃p ∈ P ϕM(p, y)} ∈M
¡q� ���@��� (Ers)M

¢
.

� �[� �b�s� � ä�� ä �{�[���{� � ³�´��

ê ÉaÇ�ë îS� í»îS� ��C*:
H
C*:=?�¸�:=S <5C*D�>@eJz

P 8�¯ >@?X?Vd@:=S < ĠH = H 8»È ?aU 4 CPU�HI?BA�C*DEC�:[U*< H ∈M [H] 8�(�X���B�=���
ĠH = {ẏH | ∃p ∈ H (ẏ, p) ∈ Ġ} = {ẏH | ∃p ∈ H ((p̌, p) ∈ Ġ ∧ ẏ = p̌)}

= {ẏH | ∃p ∈ H ẏ = p̌} = {p̌H | p ∈ H} = {p | p ∈ H}
¡4�DÜf�Ä�aÈ2¢

=H.

� �[� �b�s� � ä�� ä �{�[���{� � ³�´��
ê ÉaÇ�ë îS� í»î�ì L�U&d@:=S < (Ex)M [G] l (Ext)M [G] l (Paar)M [G] l (Inf)M [G] e�?BA (Fund)M [G] 8� * c�\F?4fD?Ø%�%



���������
	����@� ���5	 	OÛ&�s# �5�wP!�
�QP&�1Û&	�� �����*)b� ���

�(�X���B�=�������
M [G]

� � � � � � � �£� � ���Z��� �P�2�H�  £���{��� �7� ���@��  � ��� (Ex)M [G] � (Ext)M [G] � ��� (Fund)M [G]

� �@�P� �����l���,¨ �{����� ω ∈ M ⊆ M [G] ���£  � (Inf)M [G] � � ¬ (Paar)M [G] ä��Ãä �{�[���{� � ã �[�{�v�
a, b ∈ M [G]

�}� �{�[��� x, y ∈ M
¬ � � a = ẋG

� �a� b = ẏG
�q� � �Eä � ż :≡ {(ẋ, 1P ), (ẏ, 1P )}

�
��� ���¿���£  � żG = {ẋG, ẏG} = {a, b}

��â   � �;� �k� {a, b} ∈ M [G] �
� � ��� � (Paar)M [G] � �@�P�î�����l���³�´��
ê ÉaÇ�ë îS� í»î´� L�U&d@:=S < ® ⋃ cE¯N,"² M [G] 8�(�X���B�=����� ��� x ∈M [G] � x = ẋG

��¨ �£�b���	�����[�{�v��� ���£����� ���«¬ �{� �q§ �b���[�2���{�v���£���[� � ��������� x �
ẏ :≡ {(u̇, r)|∃p, q ∈ P∃v̇(r ≤ p ∧ r≤̇q ∧ (u̇, p) ∈ v̇ ∧ (v̇, q) ∈ ẋ}.

� �[� � � �k� ���£� ���@¬ �@��� �ô��� ���[� ´  £� ¬ ��� � �@��� M � � ���£  M � � � �����{�[� �»�«�P� ��� Ê � ��� �«� �£�������/� � �a��£� �v¤ � � �������{�v� � � � �{�����{�v�{�[���£� � ��� �k¤ �[ £� � ��� �«¤ ��� �k�P�  [� �v� �{�;� �k�u�Ì � � � �@�P�2� � u ∈ ⋃
x
��¨ ª«�  [� v ∈ x

¬ � � u ∈ v ∈ x = ẋG
��¨ ª@�  £� v̇ ∈ M

� ��� q ∈ G
¬ � �

(v̇, q) ∈ ẋ
� ��� v̇G = v

�a¨ ª@�  [� u̇ ∈M � ��� p ∈ G ¬ � � (u̇, p) ∈ v̇
� ��� u̇G = u

�a¨ ª@�  £� r ∈ G¬ � � r ≤ p, q
�¥��� ���\� �k� (u̇, r) ∈ ẏ

� �a�\� � r ∈ G � �7� u̇G ∈ ẏG ��â   � �!� �k� u ∈ ẏG �� ¬ �@��@� � � �&¤ � � � �@�P�2� � u ∈ ẏG �X¨ ª@�  [� r ∈ G � ��� u̇ ∈ M ¬ � � (u̇, r) ∈ ẏ
� ��� u = u̇G

�����@�P�� �	�X��� � �£��� �@��� ẏ �sª@�  £� p, q ∈ P � �a� v̇ ∈ M ¬ � � r ≤ p, q � (u̇, p) ∈ v̇ � ��� (v̇, q) ∈ ẋ
�M��� ���� �k� p, q ∈ G � ��� u̇G ∈ v̇G � v̇G ∈ ẋG �Xâ   � ��� �k� u ∈ v̇G ∈ x � �a� u ∈ ⋃

x
� ³�´��

µ � � ª@� �a [� �P� ��� µ\� �v� �f�a���  £�[� � ��� � � �P� � ��� � �{�v� â�¤��k�P�   �a�v� �{�[���{� �v�P���«�=� �{� ����� M [G]
ä ���[�@������ �£�����{� â&¤��v�P�   ���v� �������{� §�¤ �{� �u� � � � � � �v�P� �{� � �k�f� �  � ��� �aâ  £ [�{�v���£��� ��¬��«�P� ��� � �������k�@�����£� �»�@�P� �

Ê � ��� �«� �£������� � �[� ä@�]Ì�� �a��� �f�P� ��� �k�^ä{� ���£���Vµ �������{� �f�P�2� �[�{�v�[�@@��� � �{��� � ��� � �[� ¬$§��k� ���Ä�a�[��7�Pª �k@�{�v���\©
� �P� ���£@���;��� � � ª@�P�a�k� �{� ¶ �@� � � ��  � ���£� � � �Eä ��� �
.,Ê è Ï{Ó�y±è
ÕsÛÙÏ�ÔUT ÎVÔGT ×Tè"ÓbÒ{ÑMS�Ï{ß Ô
� ��� �&�@�P�2� �{� � ����� � �{� � ���v�{� â,ã �£� ¬ �!�a���jµ\�����@���� £� � �k���[� M [G]

�7�E���«� �£�þ���{� �«� ����� ¤  £� � è [� ��P� ��� â  [ [�@� ¬ ���[� � ��� �,�@�a���f�P�2� �[���k�[��«��� � ��� �B¨ �£� � �� £ [��� � � � ��� � �{� � ���v� � �����k��� � ��� � � �X� ���\��� �â&���v� �������{� � �a� �E�Iã �£� ¬ � �X��� �,ä ��� � � �  [�{� â,ã �[� ¬!� ���{� � ��� ¬ �� £� �v�P� ��� µ\�{�������a [� � �v�@� ¬ � � �£���[�{�v��� �â �����{��� ¬!¬ �{��� � �£� � �� [ £��� � �@��â����k� �����a��� � ��� �E� ã �£� ¬ �£� M [G] � �@�P�2� �{� � ��� � µ � � ¤ � � � �@�P�2� ��{�[� a ∈ M [G]
� �a�¿���£��� ∈ ��� �@� ¬ ��  ϕ � ¨ �[�� � ��� ¬�� �þ�{�v�v�{� �P� �{���"� �@�v� ���[� â��a�v� �@������� � ��� ���¬ ���a���

{u ∈ a|M [G] |= ϕ(u)} ∈M [G]?
�&�@�P� ��� ¬ �����v��� � ��� ��� � ����� � ����� � �����a���V¶ �@� � � ��  � �_ª«�  [� ¬�� �!���£����� ���@¬ ��� ȧ ∈M � ȧG = a� ��� �@��� �v���P� �j���[� Ì �£ [� � �������£��� �«���«¬ � � ��� ¬ © Ë�� �

ḃ = {(u̇, r)|(r ≤ p ∧ (u̇, p) ∈ ȧ ∧ r ��� ä*� �[��� � ��� �«�v� M [G] |= ϕ(u̇G)}.

¨ �£� ¬$§��k� �{� ���k�v�{� �P� �{���~� �@�k� �a�[� � �{�[� ���«¬ �«� �   � �õ���£� ´  £� ¬ ��� � ��� � á�� � ��� ¬ �f���{ [  � M � �k� ��«¤ �{�����£���j«���v�k�� � � � ���X��� � �[�@�-�[� M � � � � ��� �P�è�®Ì � ä{� � �@�a� ���£� ´  [� ¬ �{� � G �a� ��¬ �����M� �@� � ¬�  [ [�@� ¬ ���[�a���^«���[� ´  [� ¬ �{� � �@��� M � �7�u�



���������
	����@� ���5	 	OÛ&�s# �5�wP!�
�QP&�1Û&	�� �����*)b� �V�

¨ �£�såQ  ��� �{��æ��a�[� � � �t� �v� ¤  £� ¬ � � � � � �P� �¥� �@�k�,� �£�b�[�V���{� Ì � ä�� � �@�a� G �{�[� �»�@�P�V� ����  �@�v� ���T�
ḃ = {(u̇, r)|(r ≤ p ∧ (u̇, p) ∈ ȧ ∧ r ��� ä{� �£��� � �X� �@�v� ϕ(u̇)}.

´ �£��� Ì �����£��� � ��� r � �� £  �   � �\�£�þ�a��� ��� �@� � ���£�������[� � � �P�2� �[�@@��� � ����� ϕ(u̇) �[� ´ � � ��� � ��� � �����{�ä{� @��� � �k�� [ £�[�{�v��� ��� �£� �   ª«�v�k�,� � �P� �[� � ��  �P� ��� â  £ [��� ¬ �{�[� � ��� � ��� �P�2� �{�v�k��� �P� ����� �«¤ �{� � �[�_ � �����{��{�[��� � �k���f� � ���k� �k�P� � � �	�X�a� � �£��� ¬ �@�P� ���b�� 	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��B¼]�2í r ��� ä{� �£��� � ϕ(u̇) ��� �Z���q§ � >@S=S[CZ� �[  � ��� G ⊆ P
¬ � � r ∈ G ���£  � �

M [G] |= ϕ(u̇).

© �«�v�Eª@�P�  £� �P�   �@�k� �{� � � �P� � �@��� �k� �P�2��� �v�T�f� �  [�{� áZ� § �����{��� ¤ � �k� � ¬!¬j� � â&���v�v� ���{���[�����£� � � ¬ � �£�����å÷��� ä{� �[�a������æn� �»�  [  � (ẋ, p) ∈ ẏ � � �$�{� ä*� �[��� � p ���£� ´ �[�@��� �k�P�X�«�=� ẋ ∈ ẏ �è¨ �{���������{�s� ¤ ����� �@�P� ��� �� �£� � �����{� â(ã �[� ¬ �Z��� ä{� �£��� ��tuCvA�C_Ì �{���[��� � ���!� �@�t�"��� � ¬ �{�����{� �Iã �[� ¬ ��â&¤ �{� � �£� � �[� �2� � �(¬ � ��{�[��� ¬ ¤ �� [�£� ¤ �£����� ϕ � �£��� ¬Íâ&���v� �������{� � �a� �E�Iã �£� ¬ �@��� ýâ �����{��� ¬!¬ �{��� � �[�_�@��� �v���P� �{� ����� Ì � � �{� � ��� �(â��a�v� �@������� � ��� �v�Iã �[� ¬!���B´~�,� �{�
u ∈ {u ∈ a|M [G] |= ϕ(u)}

� ��� � �[� � �� [ £��� ä ���£�������«� �@�k� u ∈ ḃG �@¨ �£� ¤ ��� �@� �[���{��� � �����{�[� r ∈ G � �����{�[���{� ���@¬ ��� u̇ ¬ � �
u̇G = u

� ��� (u̇, r) ∈ ḃ
���&�@�P� �a� ¬ � �{� �P�«� �£���{� â � �E�I�Eä,�q§ � ḃ � �[� � �b� �@� ��� �@�v� r ���£� ´ �£����� �v�P�X�«�=�

ϕ(u̇) �{� ä{� �£��� ���2���@��¤ ����� �a� � � �2� �@�k� ���£��� ´ �[���{� �v�P�X�I�=� �2���£�_�[� M [G] ���[  � � �������{�[���{� Ì �����£��� � �a�� ¬�� �£  � ���_�{� ä{�,� ������� � �[�k� �¦ � �v¤ � � �@�������k� ¤ � �@�a�P� ��� � �[� �q§ � � ���a� â����k�E� ��� ψ �/� �@�v� � � ���[�a� Ì ���a�[��� � ��� p � ¬ � �£  � ���(��� ¤a� �� �¿� �@�k� p ��� ä{� �[�a� � ψ ������� p �{� ä{� �£��� � ¬ψ ��¨ �[�   ª@�k�k� � � �P� ���£� � � � �{�v�v�{� �P� �{� ��¨ �£� � �� £ [�{��a�[� ´ � ä{� �[�a� � ��� � �v�{  �«� �[��� §�¤ �{�����{� â��a�q¤��@� ���@� ψ �k�� � � � �£� ���k�  ª �v�{� �sâ �����{��� ¬!¬ �{��� � �[���ª«�v� ��� ¤ �{�v��� �E� ���£��� � �	�X�a� � �£��� �����õå r ��� ä{� �[�a� � ψ æ ��¨ �[� � �� [ £��� �q§ �Z���£� � � � ��  �I� �[�@� ¤ �{�v��� �E�� �@�O� ��� �P� ��� 
�   � â&¤  § � ä{� ��� ¤ ��� �a�Eä ��� �è��� �������[  �
� ���@������� �~â&¤��v�P�   ���k� � � ���@� � �[  � ���k�j� �@�P�� ¤ �{�T�

r  ¬ψ → ¬∃p ≤ r p  ψ.¨ �£� � � �k�E�  [�[�{�v�{� � �!���£� � �{� ��� �{ [ [�b� � � ���£���,é ç�� �£� �  [�{� ä �2�a����� � � ��� �Xª«�k� ��� � �[�~�{�[���,�v�{ � � � �£���� �	�X��� � �£��� �@���  � ¬�� ��� �«� �[��� �k�»�  £  ��� �[� � ���(��� �«�k� � �v�P� � â � �E�«�vä   ª@�v�7�&� � �P� � �[�vè £� �P� � � � �P�a�q§��1��k����� � �£� � �[� �v��ª«� �{� � � � �{� � ���k����� �
r  ¬ψ ↔ ¬∃p ≤ r p  ψ.

â  [ £���v�a�[��� �  � ������� � �[�&��� �P�2��¬ � � � ¬ � ���  [ [�@� ¬ ���[�a��� � �[  � ���k� � � ¤ �{� � �{��� � �����a���v� � �£� ¬$§��k� �{�� � �!�@�a� ���[�a� ©����£ [è  �«�v� �^�@��� d�C*?/C*D*:[U�NPOXC*? � �[  � ���k� ¤ � �v�P� � ª ��@�{� ��� �[� ä{� ��� �a� �v�£��� � �	����� � �[��� � �����{� � �[� � �� £�����a����� ¬���� ��� ¬ � � �£���[�{�v�{�T� � � Â �!� É��2í � �[�&µ\���a��� D = {s ∈ P | s  ψ ∨ s 

¬ψ} � �k� A@:WNPO�< �£� P ��� � ��� ∀r ∈ P∃s ∈ D s ≤ r
�

� �[� � � �~� �� £� �~� � � ��� ���@�a� ��� ¬ � ¤ �[���{� â � �v�«�Eä«�����@�P� ��� ¬ ¤ �{�v�{� �E� á�� �v� � � ��� ¤ �{� �@� �£����� � �£�~� � ���� �@�v� ���[�Z��� �P�è� ��µ\�{����� D �@���;��� ¬ � �[  � ��� G ��� �k�P� ��� �k� �{� � �[�k� � �&� � �{�&���{� � ��� � ���k��� �k�P� �v@�{�â ��� �@�a¬ �«��� �@�v� ���[�\µ\�{����� D �{�[� ´  £� ¬ ��� � ��� � áZ� � ��� ¬ ������ £  � � �7� � �q§�� � � ���[� � � � � � �a� ä��� �@ [���{�������/��� � � � ��� ¬��  /@�@�v�v�{ � ��� � �	����� � �[�����{� �
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ë3!_ê4ë ì ñ ò�ñTíxö«� ÷8øtñB�£ö�õ§�xñTí
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ î�ì í»î � �{� (P,≤, 1P ) �{�[��� � ��� � �£��� ��ß&�   ¤ ���v��� � �a� �¡»�2¢ � ��� D ⊆ P

�a¨ �[�s���	�X�a�[���k���T� D � �7� º
¸»ÅIÆMÇ!¸}¼ P :≡ ∀p ∈ P ∃q ∈ D q ≤ p
�

¡q¤¥¢ � ��� G ���[� � �£  � ��� �@�f� (P,≤)
�a¨ �[�b�a�	�X���£���k���T�

G � �k� P cv½BÂ�¼�Â��«¸»±uÅIÆ Æ ·~Â�� M :≡ ∀D ∈M (D ��� �P�2� �[� P −→ D ∩G 6= ∅)
�

��� � �«� á�� � ��� ¬ �f���{ [  M �@¤aäuª@�   ¤X� �b��� �_ª«�   � � �k� �a� ã � �7� �[�{�v�{�\���{�����k� �k�P� � � �[  � ���	�
ê ÉaÇ�ë î�ì í�Þ ®H�-,�¸»±{Ç�Â�¼�ëè±�ÉaÇ�ëà
 Æ ��½¥Â�¼�Â��I¸»±uÅ«Æ�Â ò ¸»¹=Ç�Â��2² ��C*:

(P,≤, 1P )
C*:=?/CQ¸�HIDEN*:=?�d@hWmZ>@S 4 HIDkA@h?Xe�?�d\e�?BA

D
U�C*:�OXn�NPO2U*<5C*?aU�> 4 ü�oIO�S 4 >@D 8�¯ >@?X?ýCH%�:[U*<}:WC*DJ<�ü�e�tuCvA�C*i p0 ∈ P

C*:=?
P
h»d�C*?/C*D*:[U�NPOXC*D

¸~:=S <5C*D:; | 4 C*D
D
i�:=<

p0 ∈ G 8�(�X���B�=��� � ��� {Dn |n < ω} �{�[��� â&�a�qäuª@�   � �����a��� � �{���[�@��� ´  £� ¬ ��� � �$�@��� D �����£����� �P�2� �[� P� �[��� �¥� �	�X�a�[���k�Z�v�� � � � �T�����£��� ¤�ä ��  � ≤ �@¤a�k� �{�[���{����� � �� [�@� (pn |n < ω)
� �[� � �@ [� � �

p0
� ��� � �@� � ¬ä�a�«�vä ����� � ��� � � ´  [� ¬ ��� � ���@� P �� �k� pn ¤ �{�v�{� �E� �����X���[�{� � � � � � �{� pn+1 ∈ Dn

¬ � � pn+1 ≤ pn �¥���[� � ��  �P� � � pn+1 � ã � �7� �[�{� � �X� � Dn�a� �P�2� �[� P � �7�u�� � �Eä � G :≡ {p ∈ P | ∃n < ω pn ≤ p}
�B��� �a�;���£  � p0 ∈ G

� ��� P ∩D 6= ∅ �q§ � � ����� � D ∈ D �� �@� ��� �P�è� �[� P � �7�u�M��� ≤ � � � � � � � �T�V� �k� �M� �k� G � �«�P� � ¤ �{� �@¤ ��� �v�P�  £� �v� ���T�/� �k� � ª@¬  [� �P� p ∈ G� ��� p ≤ q � � � �sª@�  £� n < ω
¬ � � pn ≤ p � �@�a� pn ≤ p

� ��� p ≤ q
� �� £� � pn ≤ q �/� �ô��� � q ∈ G ����P�  [�£� �  £� �P�$� �[��� � � ä*� �{� ´  £� ¬ ��� � � p, q ∈ G @� ¬!�X�«� � ¤ �� f�[� G � ¨ ª@�  £� ä�� p, q � ª@¬  [� �P� k, l < ω¬ � � pk ≤ p

� ��� pl ≤ q � � � (pn |n < ω)
�@¤��7� �{�[���{��� � ��� ≤ � � � � � � � �£�\� �7� � � �7� pmax{k,l} ≤ p� ��� pmax{k,l} ≤ q

�X���@¬ � � � �k� G �   �_� �[  � �{�s� �@�P� ��� � �£� � �{� � ³�´��

ë3!_êh� Õ±ö�ñ<����í8÷bö�òtô/íxñ õ�À��1ö��/ò

ê

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ î�ì í£¾ � �{� ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1) �{�[��� � �@� ¬ �� @�a��� � ��� � �[��� �4�f� � �@�P� �«��� �ô��� � ϕ(v0, . . . , vn−1)� �k� �{�[��� ∈ ��� ��� ¬ �{  � ��� ẋ0, . . . , ẋn−1 ∈M
� �[��� M �����@¬ ��� ���
§ � p ∈ P � � �Eä ��� � �£�

p P ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1) :≡ ∀G
(
(G � �k� P � �@�����{�v� �k�P� ��� � �[  � ��� §a¤ �{� M ∧ p ∈ G) −→ ϕM [G](ẋG0 . . . , ẋ

G
n−1)

)
.

¦ � ���[� � � ¬ü�¥�  [  �v� ���{� � �[�{� p Â�� ë�� ¸}¼�½XÇ ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1)
�~¦Q�k�

P
�@�a� ��� ¬ �/���E�«¬ ¬ ��� ��� ���¤ �� � �a� � � � � �v�P� �k��� ¤ �{� � �[� 

�k�P�I�v�
P

�
Ý Â � Â��D� °�¼�½ î�ì í�d â&��� ³´³ � �� [� �
p P ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1)←→ ∀G

(
(G � �k� P � ���{�����k� �k�P� ��� � �£  � �{� §�¤ ��� M ∧ p ∈ G) −→ (ϕ(ẋG0 . . . , ẋ

G
n−1))

M [G]
)
.

´ � ä{� �[�a���������{�v�{� ¤a�,� � �P� ���@� �k�P�2�_ª@�P� ���v�{� �@�f�
�7�Pª �k@�{�v� Ì �{���[��� � �����{� � ��������� �7�Pª �k@�{�v��� �@�a��k�P�2�_ª@�P� ���v� â����k�E� ���{�T�
� Â �!� ÉGî�ì�í�� 3 > 6 F!C*?X?

p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1)
d@:=S <=l�U�H;d@:=S <

q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1)
zJ|�D;>@S=S[C

q ≤ p 8
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35476 F!C*?X?
p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)

e�?BA�rsC*?X?
ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)→ ψ(ẏ0, . . . , ẏn−1)

C*:=?/C�w¥>@e�<5HIhS[Hvd@:WCZ:[U*<ql~U�H,zuHISôd@<
p  ψ(ẏ0, . . . , ẏn−1) 83 N 6 ;_:=S <

(ẋ, p) ∈ ẏ
i�:=<

p ∈ P
l"U�Hjd@:=S <

p  ẋ ∈ ẏ 8�(�X���B�=��� ä�� ¡}�2¢J�/� �{� q ≤ p
�"¦Q�k�

G �{�[� P � �����a���v� �v�P� �{� � �[  � �{� §�¤ ��� M ¬ � � q ∈ G � � �õ� �7�
p ∈ G

� �{����� ��� ��â&¤��v�P�   ���k� � � ��� �à� �[  � ��� � � �@�P� � ¤ �{� �s¨ �����{� p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1) ���[  �
ϕM [G](ẋG0 , . . . , ẋ

G
n−1)

��â   � �����[  � q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1)
�

ä{�x¡q¤¥¢*��Ì � � � �«�P�è� �j�{�[���{� P � ���{�����k� �v�P� ��� � �[  � ��� §�¤ ��� M ¬ � � p ∈ G �����«�P� ����� �@���v� � �vä�� ����� �k�
M [G] |= ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ

G
m−1) � � ��� � � ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) → ψ(ẏ0, . . . , ẏn−1) ���[�a�j© �@�a� �@ [�����£�Z� �k� �� �k� M [G] |= ψ(ẏG0 , . . . , ẏ

G
m−1)

�
ä{� ¡»�u¢*�I¦Q�k�

G �{�[� P � ���{�����k� �k�P� ��� � �[  � ��� §�¤ ��� M ¬ � � p ∈ G � � ���@�[  ��� � � ��� �a���É����� �@���v� � �vä�� ���@����@��� ¡»�u¢ ẋG ∈ ẏG � �«�P� � ���X��� � �[�@� ����� ẏG �~� �[� � � �k� � �@�P� ³´³õ�@ [��� �P�2� �{� � �£� ¬ � �j¬ � � (ẋG ∈

ẏG)M [G] � ³�´��
���@�!�{� �E�v�P� ���[�a�������{� Ì �{��� �f�E� ��� �q§ �~���£� � �@� � �£��� � ©
� �P� ���[�� �7� ���[� � �	�X���£��� ¤X� �v«��� � �a��� ´ � ä{� �£� �� � ��� � �v��  �«� �£����� ¬ áZ� � ��� ¬ ������ £  M �X� �ô��� ���£� � �	�����[�{� ¤X� �k@�{� � ����� � ��  �«� �£���

Forcϕ :≡ {(p, ẋ0, . . . , ẋn−1)|p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1)}

�q§ � � ����� ∈ ��� ��� ¬ �{  ϕ ��¨ �£� ä �{�[���{� �a�[� � � � � �P� ¦ ��� �  � �[��� §a¤ �{������� � ��� ¬ ��  �@�a�q¤X�«� � � � ¤ ���� �£�b����� ´ �[� �»�@�P��� �{� �b�X�   ¤ ��� ä�� � ª@�P���7� ���£� È ?BA@e2pI<}:WHI?aUPU�NPO�DJ:=<»<5C�¤ � �X� ������ £� �¨�
� � �  £ [�{ /� �@ä{� � �£�v��@� ä �{�[� � �@� �«�v�b� �����b�£�����£�����~���{�����k� �k�P� ��� ´ � � ��� � ��� � ���Z��� �q§  [  � � â&���v�v� ���,� � � �P� �{�[� ´  [� ¬ �{� � ��� ��@�����{�v� �k�P� ��� � �[  � �{� � �{� ä{�,� ������� � �[�k� �
ê ÉaÇ�ë î�ì í£ì ��C*:WC*?

ϕ(v0, . . . , vm−1)
e�?BA

ψ(v0, . . . , vm−1) ∈
hh¸�HID*i�C*S ?al zJ|�DsA@:WC

Forcϕ
ef?BA

Forcψ:=?
M
A�C�õ�?X:WC*D 4 >@D"U*:=?BA 8 F!C*:=<5C*D
d�C*S <QCXzJ|fD¥tuCvA�C
d�C*?/C*DJ:[U�NPOXC"L�DJrsC*:=<QC*D*e�?�d M [G]

e�?BA
ẋ0, . . . , ẋm−1 ∈

M
Kuz{>@S=SÿU

M [G] |= ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ
G
m−1)

lXU�H�d@: 4 < CPUbC*:=?/C�X�CvA@:=?�d@e�?�d
p ∈ G

i�:=<
p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) 8L�?X<=U��BDECPNPOXC*?BA�CPU�U�C*:�zJ|�D

ψ
g@HIDk>@eèUvd�CPU�C*<[ü�< 8�¯ >@?X?Vd@:=S <¥zJ|fD >@S=S[C2æ�>@i�C*?

ẋ0, . . . , ẋm−1 ∈M
K

3 > 6
p  (ϕ ∧ ψ)(ẋ0, . . . , ẋm−1)

d2A@r 8 p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)
e�?BA

p  ψ(ẋ0, . . . , ẋm−1) 835476
p  ¬ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)

d2A@r 8 ∀q ≤ p ¬q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) 83 N 6
p  ∀v0ϕ(v0, ẋ1, . . . , ẋm−1)

d2A@r 8 ∀ẋ0 ∈M p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) 83 A 6 ¯ :WC�],C*ST>@<}:WHI?/C*? Forcϕ∧ψ
l
Forc¬ϕ

ef?BA
Forc∀v0ϕ

U*:=?BA�:=i�;_DJef?BA@i�H�A�C*S=S
M
A�C�õ�?X:WC*D 4 >@D 83 C 6 F!C*?X?

M [G] |= (ϕ ∧ ψ)(ẋG0 , . . . , ẋ
G
m−1)

l�U�H\d@: 4 <�CPU C*:=?/C�X�CvA@:=?�d@e�?�d
p ∈ G

i�:=<
p 

(ϕ ∧ ψ)(ẋ0, . . . , ẋm−1) 83 z 6 F!C*?X?
M [G] |= ¬ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ

G
m−1)

lXU�H�d@: 4 < CPUbC*:=?/C�X�CvA@:=?�d@e�?�d
p ∈ G

i�:=<
p  ¬ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) 83 d 6 F!C*?X?

M [G] |= ∀v0 ϕ(v0, ẋ
G
1 . . . , ẋ

G
m−1)

l�U�H;d@: 4 <�CPU C*:=?/CUX�CvA@:=?�d@ef?�d
p ∈ G

i�:=<
p 

∀v0ϕ(v0, ẋ1, . . . , ẋm−1) 8�(�X���B�=��� ¡}��¢"� �[� ¦Q¬ �  £�[ �«� �[���Z������ £�[�� � � �@�P� �v� �P�2�v��� �@ [� �"� � � ��� ���@���q��Ua�FÜ�¡»¤¥¢J� � ¬ ���{@� � � ��� ���
p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)

� ��� p  ψ(ẋ0, . . . , ẋm−1)
�aÌ � � � �@�P�2� � G P

� �������{�v� �v�P�Z§�¤ ��� M ¬ � � p ∈ G ���� ��� � �7� M [G] |= ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ
G
m−1)

� ��� M [G] |= ψ(ẋG0 , . . . , ẋ
G
m−1)

�s��� ��� � �k� M [G] |=
(ϕ ∧ ψ)(ẋG0 , . . . , ẋ

G
m−1)

��â   � �����[  � p  (ϕ ∧ ψ)(ẋ0, . . . , ẋm−1)
�



���������
	����@� ���5	 	OÛ&�s# �5�wP!�
�QP&�1Û&	�� �����*)b� åx�

¡q¤¥¢"´ �[� â  [  ç���� � � ���
 � ��� �   � �[�x�X�a� �Pª �v�_¶(��� �k� �a � �[��� �«�a� ��� �»�«�v�k�"� �{�v���{���2����� � �@ [���{����� Ì � � �{� ��{� �E�v� �v� �P�2� � �@� ������� ¬ �q§ �����£� ¤ �£� ª �v�$¶&��� �k� �� � �[�@� � � �£� ¦Q¬ �  [�[ �«� �[���V���@�þ £�[�� � � �«�P� �k� �P�2�E�� �@ [� ��� �£�����{� �«��� �!Ua�dÜa¡»¤¥¢J� � ¬ ����«� � � �j� ��� ∀ẋ0 ∈ M p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)
�jÌ � � � �«�P�è� � G P

�
�@�����{�v� �k�P� §�¤ ��� M ¬ � � p ∈ G

����� ���G� �k� ∀ẋ0 ∈ M M [G] |= ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ
G
m−1)

����� �a� � �k�
M [G] |= ∀v0 ϕ(v0, . . . , ẋ

G
m−1)

�Xâ   � � p  ∀v0ϕ(v0, ẋ1, . . . , ẋm−1)
�¡q��¢_� �{� p  ¬ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)

� ��� q ≤ p
�Xâ �������a� ¬ ¬ ��� q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)

��¨ ª@�  [� G P
�

�@�����{�v� �k�P� §�¤ ��� M ¬ � � q ∈ G �M��� ���;� �k� M [G] |= ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ
G
m−1)

�Bâ �a�����k��� � ��� �E� � �k� p ∈ G� ��� M [G] |= ¬ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ
G
m−1) � ¨ �[���{� �v� � ���P����
§ �Z���[�ò� ¬ ���{@� � � � ��� � �{���a�[�� [�£��@� � �{� � �����{� é çè� �T� �  [�{� ä��»�   �k�P� � ¬p  ¬ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)

�
�&�@�P�¿� �	�X��� � �£���õ����� � ��� � �[�����k��  �«� �£��� �sª@�  £� �{�[���{� P � ���{�����k� �k�P� ��� � �[  � �{� G ¬ � � p ∈ G � ���
M [G] |= ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ

G
m−1)

�_�&�@�P� �a��� ����� �@�a�v� � �Eä{� �����{� §�¤ ��� ϕ ��� ¤a� � � ���[�a� Ì �����£��� � ���
r ∈ G

¬ � � r  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)
��¨ ª@�  [�;���[� q ∈ G

¬ � � q ≤ p, r
�q�&�@�P�ú��Ua�FÜ � �k� � � ���

q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)
�����@¬ � � � �k�(�@���P� ���£���k� �P�2� � � �{� � ���a���,é çè� �£� �  £��� ä��»�   �v�P���¡ � ¢ �(� � ���������ò����� �@�a�v� � �Eä{� ������� �@�v� Forcϕ

� ��� Forcψ �£� M �����X���£��� ¤�� � � �[������ [�£� � �{�v� �a�[��~� �a � � ¡»�2¢��J¡»�u¢_� �	�X�a� � �£�����{�V�@��� Forcϕ∧ψ � Forc¬ϕ
� �a� Forc∀v0ϕ � ¬ áZ� � ��� ¬ ������ £  M �¡ � ¢�� ��� M [G] |= (ϕ ∧ ψ)(ẋG0 , . . . , ẋ

G
m−1)

����� ��� � �7� M [G] |= ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ
G
m−1)

� �a� M [G] |=
ψ(ẋG0 , . . . , ẋ

G
m−1)

�a���«�P� ���@� �@���k� � �Eä�� ���&�@� ¤a� � �jÌ ���a�[��� � ������� p, q ∈ G ¬ � � p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)� ��� q  ψ(ẋ0, . . . , ẋm−1)
��¨ ª@�  [� r ∈ G

¬ � � r ≤ p, q
����� �a�� �7� r  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) �

r  ψ(ẋ0, . . . , ẋm−1)
� ��� r  (ϕ ∧ ψ)(ẋ0, . . . , ẋm−1)¡=�P¢i� ��� M [G] |= ¬ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ

G
m−1)

�¥� ���X���[�{�v�Z���£��µ\�����@�
D = {p ∈ P |p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) �����{� ∀q ≤ p¬q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)}.

���
Forcϕ �[� M �����X���£��� ¤�� ��� �7� �"� �k� D ∈ M

�~� �[� µ ������� D � �k� ���/�{� � � �P�è�  [� �P� �a� �P�2� �[� P ����
G P

� �������{�v� �v�P� §�¤ ��� M � �k� �_ � ������� � �[���{�[� p ∈ G ∩ D
�_ª@�  [��� �_â ���@����� ¬!¬ �����_� ��sª �k� p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)

�
��� ��� �sª �k� M [G] |= ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ
G
m−1) � ¨ �[���{� �v� � ���P���"â   � �;� �k�

∀q ≤ p¬q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)
�¨�&�@�P�¿¡q¤¥¢ � �7� � � ��� p  ¬ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) � � �£�������k  � �a� �u�¡ � ¢i� �{� M [G] |= ∀v0 ϕ(v0, ẋ

G
1 . . . , ẋ

G
m−1)

�¥� �	�X�a�[���k�Z���[��µ\�{�����
D = {p ∈ P |∀ẋ0 ∈M p  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1) �����{� ∃ẋ0 ∈M p  ¬ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1)}.

���
Forcϕ

� ��� Forc¬ϕ �[� M �����X���£��� ¤�� � � �£�����X� �7� D ∈M �X�CPOa>@eD�B<»ef?�d � D � �k� ��� �P�2� �£� P ��(�X���B�=��� Ì � � � �«�P�è� � r ∈ P �2¨ ����� ∀ẋ0 ∈M r  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1) � � � � �k� r ∈ D �èâ �����{�v� ��»�  [  �&�_ª@�  [�����£� ẋ0 ∈ M
¬ � � ¬r  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1)

��¨ ª@�  [���{�[���{� P � �@�����{�v� �k�P� ��� � �[  � �{�
H
§a¤ �{� M � � ��� �@�v� M [H] |= ¬ϕ(ẋH0 , ẋ

H
1 , . . . , ẋ

H
m−1)

�T�&�@�P� ��� ¬ � ¤ ��� ¤ � � �[� � �{����� ¡q�E¢ ��� ¤a�� � ���£��� Ì �{���[��� � ��� s ∈ H ¬ � � s  ¬ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1)
��¨ ª@�  £� �v�P�  [�[� �  [� �P� ���£��� Ì �{���[�a� � ���

p ∈ H
¬ � � p ≤ r, s

�¥��� ��� � �k� p  ¬ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1)
� ��� p ∈ D � ç �{� ¡RÌ � �X�@���f�E� ��� ¢¨ �{������a��� Ì � �X�@�a�a�E� �a� � ����a���£áZ�{�����k� ä � �Pª«� �@��� G  � ������� � �£�����[� p ∈ G ∩ D

�_ª@� �
 £��� �&â ���@����� ¬!¬ ���Ã� � ���{  � � ∃ẋ0 ∈ M p  ¬ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1)

��¨ ª@�  [� ẋ0 ∈ M
¬ � �

p  ¬ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1)
�~���

p ∈ G ���[  � � � �a� M [G] |= ¬ϕ(ẋG0 , ẋ
G
1 , . . . , ẋ

G
m−1) �~� ¬ ¨ � ��a��� �k� � �a�P�cä{� � Ì � � �{� �v� ��� �@�a¬ � �����@� ��� ¬j���v� p �[�\å÷����� � �����{�v�{� ß�ª   �=� �Jæ��@��� D  £�[�{������� � �a�

∀ẋ0 ∈M p  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1)
�¨���@�P� ¡»�u¢ � �k� � � ��� p  ∀v0 ϕ(v0, ẋ1, . . . , ẋm−1)

� ³�´��



���������
	����@� ���5	 	OÛ&�s# �5�wP!�
�QP&�1Û&	�� �����*)b� å21
ë3!_ê ¼ Õ±ñTíÙÀ`�´�?� À�í8ñ���À/õ�õ
� ¤ �{�v� �@�v�P� �{�����{� � ��� � ��� �7� ���[� Ì � � � �@�P�2�E� �a�j���{� �I� � ¬ � �v�{� � ª  [ £� p  x1 = x2

� ��� p  x1 ∈ x2¤ � � �������{� � �@��� � � � @�{  ���X� �[� � � �k� �[���a��� � �[��� � � �P� � �v�P� ��� ��� � �  �E� � �  £ [��� ¬ �{�[���{��µ\�����@��� ¤ ����� § � ��a� �u�¥� �[� ´ �[���{� �v�P�X�I�=� xG1 = xG2
¤ ����� �a� � � �¥� �@�k�

{yG1 |∃s1 ∈ G (y1, s1) ∈ x1} = {yG2 |∃s2 ∈ G (y2, s2) ∈ x2}.

�
§ �$���£� á� [��� �P��� �{� � �a�[� � ��� ä*� �{� ¦ � � ��� � �v� �P�«� �[���a���x� �7� � � ��� � �@�v���{�v [� �P� ��� �@�v� � ��ä�� � �{��� ¬ yG1 £�[�� � �{�[� yG2 �k� �P�2�E� � � ��� ��¬ �@��@� � � � �X��� ¤f� � � � � �@�v� yG1 = yG2
�X� �[� �b�q§�� � �,ä{� �{�[���{�b�v�{ � � � �T���{�å � �	����� � �[����æ����{�«áZ £��� �P�a� ��� � �a�a�[� � � �P� �£������� � ��� � �[�a� ��� ��  �«� �£��� � �£����� �v� �£�����{  ���a¨ �[� ¤ ��� �@� �£������{�[���Zè [�{�[��� � � �P� �a� �v�P� � � ���X��� � �[�@�T�

	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ î�ì í�� � �{� p ∈ P � ��� D ⊆ P
�
D � �7� º�¸»Å«ÆMÇ�¸»¼ P °�¼MÇ�Â�� p :≡ ∀q ≤ p ∃r ≤ q r ∈

D
�

� Â �!� ÉGî�ì�í�µ3 > 6
p  x1 = x2

d2A@r 83
α
6

∀(y1, s1) ∈ x1

(
s1 ∈ P −→

{q ∈ P | q ≤ s1 → ∃(y2, s2) ∈ x2(s2 ∈ P ∧ q ≤ s2 ∧ q  y1 = y2)}︸ ︷︷ ︸
≡:D(α)(y1,s1,x2):[U*<_A@:WNPO�<�:=?

P
e�?X<5C*D

p
) °�¼
º

3
β
6

∀(y2, s2) ∈ x2

(
s2 ∈ P −→

{q ∈ P | q ≤ s2 → ∃(y1, s1) ∈ x1(s1 ∈ P ∧ q ≤ s1 ∧ q  y1 = y2)}︸ ︷︷ ︸
≡:D(β)(x1,y2,s2):[U*<_A@:WNPO�<�:=?

P
e�?X<5C*D

p
)
835476

Forcv1=v2

:[U*<�:=?
M
i�:=<�m�:=S zuC A�C*D�],CPpIefDEU*:WHI?aU*g@HIDEU�NPO�DJ: zJ<�>@eèU 3 > 6 A�C�õ�?X:WC*D 4 >@D 83 N 6 F!C*?X?

xG1 = xG2
l U�Hjd@: 4 <,CPUjC*:=?/C�X�CvA@:=?�d@e�?�d

p ∈ G
i�:=<

p  x1 = x2 8�(�X���B�=��� ¨ �£� ¤ � � ��� � ���ý� �«�|� � ¬!¬�� � � � �P�ý¦ ��� �  � �[�@� §�¤ �{�$���£��©��v� � ��  (p, x1, x2) ∈ P ×
M ×M

¬ � � ���{� �7�P� �k �q� ���a�[��� � �{� � ��  �«� �£���
(q, y1, y2)R(p, x1, x2) :≡ q ∈ P ∧ p ∈ P ∧ y1 ∈ dom(x1) ∧ y2 ∈ dom(x2).

Ì � � � �@�P�2� � �   � �¿�{�[�Ä©��v� � �{  (p, x1, x2) ∈ P × M × M
¬ � � ���{� â ��� �@��¬ �@��� �@�v� Forcv1=v2¤ � ä{§ �� £� �P� R � � � ��� ���   ¤ �@��� (p, x1, x2) � � � �P� ���£��é çè� �£� �  £��� ä �[� ¡}�2¢ �v�� � � � �T�¿�����X���[�{� � � �k� �� ��� ¡q¤¥¢_� ��� ¡»�u¢s� � � ��� �X�   ¤ �@��� (p, x1, x2) �@��  � ��� �¡»�2¢bâ �����{��� ¬!¬ �{��� p  x1 = x2

��Ì � � � �@�P�2� � p′ ≤ p
¨ �£� �k���P� ��� �{�[��� Ì ���a�[��� � ��� p′′ ≤ p′ � � �� �@�v� ���£� ´ �[���{� �v�P�X�I�=� ��� ¡ α ¢"� ��� ¡ β ¢�¬ � � p′′ �7�P�«�k�~¬ � � p �{� �q§  £  �"� �[�a� ����� p′ ¤ �� £�[� ¤ �[� � � � ��� ���   ¤�@��� p �@� �sª@�   �b� ���k�����\ � �����X�{� �q§  £  � � � ��� �«���P� p � �{  ¤��7� ���[� ´ �[�@��� �k�P�X�«�=� �{� ¡ α ¢s� �a� ¡ β ¢J�¨ ª«�  [�&���[�a��� � �£  � ��� G �f���{� P � ���{�����k� �k�P�^§�¤ ��� M � �k� � ¬ � � p′ ∈ G �a��� ����� �7� p′  x1 = x2

� ���
xG1 = xG2

��� � �Eä �
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D :≡
{
p′′ ∈ P

∣∣∣ p′′ �{� �q§  £  � ���£� ´ �[���{� �v�P�X�I�=� ��� (α)
� ��� (β)

∨ ∃(y1, s1) ∈ x1

(
s1 ∈ P ∧ ∀q ≤ p′′

(q ≤ s1 ∧ ∀(y2, s2) ∈ x2((s2 ∈ P ∧ q  y1 = y2)→ ¬ q ≤ s2))
) ¡

¬α
¢

∨ ∃(y2, s2) ∈ x2

(
s2 ∈ P ∧ ∀q ≤ p′′

(q ≤ s2 ∧ ∀(y1, s1) ∈ x1((s1 ∈ P ∧ q  y1 = y2)→ ¬ q ≤ s1))
)}

.
¡
¬β
¢

â&��� �����,�£��� �  � �T���{� � ���X���£��� ¤�� �v«��� �v�E� �a� �@��¬ � ¡»¤¥¢s� �� £� �b� � � ��� � ��� �@�k�¡}1�¢
D ∈M

�
¡»02¢

D � �k� �a� �P�2� �[� P �
�(�X���B�=���ÔÌ � � � �«�P�è� � r ∈ P ��´ � �q§  [  � � � �a� r ���[� ´ �£����� �v�P�X�«�=� ��� (α)

� ��� (β) � � �V� �k� r ∈ D �� ���¿���£� � � �P�2�E� �{� �v� ���£����� �v�P�X�«�=� ���[  �u�/¨ �£�Z��� ��¬ ���þ� � � � ����� �«�v� �{�[���!���{� Ì �{���[�a� � �����{� ¡ α ¢¤aä{�Z�
¡
β
¢ ��� �P�è� �{� �q§  £  � � �k��� Ê �ÿ´b�X� �{� ¡ α ¢ �a� �P�2� ��� �q§  [  � �a� �ô��� �
∃(y1, s1) ∈ x1

(
s1 ∈ P ∧

{q ∈ P | q ≤ s1 → ∃(y2, s2) ∈ x2(s2 ∈ P ∧ q ≤ s2 ∧ q  y1 = y2)}︸ ︷︷ ︸
=D(α)(y1,s1,x2)

� �k� ¼�¸}ÅIÆMÇZ��� �P�2� �£� P � � � �{� r).
��� �{�[��� µ\�{����� C ����� �«� � � ���\�a� �P�2� �a� �P�2�(� � � ��� r � �k� � � �{���;� � �{�[� p′′ ≤ r ��� ¤a� � � �!� �����q§ ��  [ [� q ≤ p ���[  � q /∈ C �X� �k� ���£�� [� �vä{� � � �@� ¬ �� ��� £��� �P�è� ��� � �£� ä��

∃(y1, s1) ∈ x1(s1 ∈ P ∧ ∃p
′′ ≤ r ∀q ≤ p′′ q /∈ D(α)(y1, s1, x2)).

¨ ª«�  [���a� ¬ ��� �E�k� �v� �P� ����� p′′ ≤ r
¬ � � ∃(y1, s1) ∈ x1(s1 ∈ P ∧ ∀q ≤ p′′ q /∈ D(α)(y1, s1, x2))

�´~� � �k�  [��� �P�2�jä{�x� � � ���x� ��� q /∈ D(α)(y1, s1, x2) �� [�{� �P�2� �{� � �[�-� �k� ¬ � � q ≤ s1 ∧ ∀(y2, s2) ∈
x2((s2 ∈ P ∧ q  y1 = y2) → ¬ q ≤ s2)

�Mâ   � � ���[  � ¡ ¬α ¢b�q§ � p′′ � ��� � � ¬ � � p′′ ∈ D �X¨ �{�����
p′′ ≤ r � �7� p′′ � �[� �q§ �b���£� � � �P�2�v� ��� �&¤ ��� �@� �£� �u� ç ��� ¡}0è¢
���

G P
� ���{�����k� �v�P� §a¤ �{� M � �k� �/� ã � �k� �[��� ��� �����{� ¡}1�¢&� ��� ¡»02¢ �{�[� p′′ ∈ G ∩ D �/� ��� �f�«�Eä � �k�¤ � � �£� � ����� � ����� � �[�b��� ä ���£� �,�X�@¤ ���b�¡��è¢
p′′ ��� �q§  [  � ���£� ´ �£����� �v�P�X�«�=� ��� ¡ α ¢s� ��� ¡ β ¢*��(�X���B�=����¨ ���a�!�a�[� � ��� �P�2� �@�[  � � ���[  �_¡ ¬α ¢ �����{� ¡ ¬β ¢�� ���@��� p′′ ∈ D �«â����/��Ëf¬!¬ � � �k�[�{��� § �a����� � �����{� � �[� � ���a� ��¬ �����B� ���-¡ ¬α ¢b�q§ � p′′ ��� �q§  [  � � �k����¨ ª@�  [� (y1, s1) ∈ x1

¬ � � s1 ∈ P
� �[���[�¡

¬α
¢*��� � �Eä*�(¬�� �V�£� ¡ ¬α ¢ q :≡ p′′ � � � � �� [� � p′′ ≤ s1 � � ��� �«�v�
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¡����Ä� ¢
s1 ∈ G� ���@��� p ∈ G � �� £� �u�x���@�P�;� �	����� � �[�������@� xG1 � �k� � � ��� yG1 ∈ xG1 � �   � � yG1 ∈ xG2 = {yG2 | ∃s2 ∈

G (y2, s2) ∈ x2}
� ���@��� xG1 = xG2

�a¨ ª«�  [�Z���£� (y2, s2) ∈ x2

¬ � �¡����ÿ1�¢
s2 ∈ G

� �a� yG1 = yG2
�

��� ���õ���[  � (s2, y1, y2)R(s, x1, x2) � � �V� ��� yG1 = yG2 � �@�P�õ¦ ��� �  � �[��� � ���@� �@���k� � �Eä�� ���;���£� ´"ã � ��7� �{� ä �{�[��� �¡���� 02¢
q′ ∈ G

� ¬ �  [� ä �[�{� � � � � � �«�v�¡����l�è¢
q′  y1 = y2

�@�[  ����¨ ª@�  £� q ∈ G
¬ � � q ≤ p′′, s1, s2, q

′ �s¡RÌ � �@�P�2� ��� ���@�P� ¡����Ä� ¢CÝ ¡����l�è¢ ���[  � s1, s2, q
′ ∈ G �� �@�P�^¨¿�«�  M�@��� p′′ � �k� p′′ ∈ G � ¢�¨ �{����� q ≤ q′

� ��� ¡����l�è¢�� �� £� � q  y1 = y2 � � ��� �@�v���q§ � q ���[  �
q ≤ p′′ ∧ q ≤ s1 ∧ (y2, s2) ∈ x2 ∧ s2 ∈ P ∧ q  y1 = y2 ∧ q ≤ s2.� �[� �b� �£����� �v� �k� �P�2�j¡ ¬α ¢J�Xâ   � � ¬$�8�\¡��2¢ ��� �P� �v� �P�2� �[� � ���£� � ç �{� ¡���¢

���@¬ � � � �7� ���£��� ¦Q¬ �  £�[ �«� �[��� �����,�[� ¡»�2¢_¤ � �X�@���f� � � ��� é çè� �£� �  £��� ä ��� ä ���£� �u�� ¬ �@��@� � � ��¤ � � � �@�P�2� � p ∈ G � �a� x1, x2 ∈ M �B���£�j���£� ´ �[�@��� �k�P�X�«�=� �{� ¡ α ¢,� �a� ¡ β ¢ �{� �q§  £ [�{� �¨ �£� ¤ � �X�«���a� �{��� � �«�v� xG1 = xG2
��â��a� � Ë�¬ ¬ � � �v�[�{��� § ������� ����� § � � � � � xG1 ⊆ xG2

ä��xä �{�[���{� �ß �[�{� ä��þ¤ � � � �@�P�2� � z ∈ xG1 = {yG1 | ∃s1 ∈ G (y1, s1) ∈ x1}
� ¨ ª@�  £� y1 ∈ dom(x1)

� ��� �{�[�
s1 ∈ G � � �!� ��� (y1, s1) ∈ x1

� ��� z = yG1 � �7�u�¨�&�@�P� �a��� â ��� �@��¬ � ¡ α ¢ � �k�
D(α)(y1, s1, x2) = {q ∈ P | q ≤ s1 → ∃(y2, s2) ∈ x2(s2 ∈ P ∧ q ≤ s2 ∧ q  y1 = y2)}

�a� �P�2� �[� P � � � �{� p �¡RÜ�¢
∃q ∈ D(α)(y1, s1, x2) ∩G q ≤ s1

�
�(�X���B�=��� � ��� r ∈ G ¬ � � r ≤ p, s1

�¥���
D(α)(y1, s1, x2) �a� �P�2�(� � � ��� p � �7� ��� �k� D(α)(y1, s1, x2)�«���P� ��� �P�2��� � � ��� r �B��� � �@�P� ³�³ D(α)(y1, s1, x2) ∈ M ���£  �b� �a� r ∈ G � �7� �¥� ã � �7� �£��� � � �«�P� ³´³�{�[� q ∈ D(α)(y1, s1, x2) ∩G

¬ � � q ≤ r
��¨ ���@��� r ≤ s1 � �7� q � �[� ¤ ��� �@� �[� ��� ç ��� ¡YÜ2¢

� ����� � � q � �£�j�£� ¡YÜ@¢*�X¨ �{����� q ∈ D(α)(y1, s1, x2)
� �a� q ≤ s1 � ã � �k� �[�{� � � �@�P� � ���X��� � �[��� �����

D(α)(y1, s1, x2) ���[� (y2, s2) ∈ x2

¬ � � s2 ∈ P � q ≤ s2

� ��� q  y1 = y2

�����«�P�\¦ ��� �  � �[�@� � �@��� ��«���v� � �Eä{� ���^�@�[  � yG1 = yG2
��¨ �����{� q ≤ s2

� ��� q ∈ G � �7� s2 ∈ G
�aâ����

(y2, s2) ∈ x2

� �� £� �(�   � �
yG2 ∈ x

G
2 � �«�P�þ� �	�X��� � �£���-����� xG2 �M¦ � � ��� �E�@¬ � ���v�@� ¤a��� � �P� z = yG1 ∈ x

G
2

� ���õ���£� � � ���s� � �q§ �¡»�2¢sä�� ä �{�[���{� �¡q¤¥¢sâ��a��¡}�2¢�� �� £� �_� � � ��� � �a� �@�v�,¬ � �����[���v�� � � � �T��� � �	�X�a� � �£�����@��� p  v1 = v2

�@�a� � �@� ©��v� � �{ 
p, x1, x2

�@���k� ��� � �{�\ � ���/� � ��� � �@�v� ���£� � ��� ¬ á�� � �a� ¬ �����{ [  M �@��� ��� � ��� � � �(� ���v�a���; � �a� �¡q��¢�â �����{��� ¬!¬ �{��� xG1 = xG2
�è¨ �[� �X�«�v� ����� ¬ Ì � � ��� � �@��� ¡}��¢s�@��� �a���_�� £��� �P� ��� â ��� �@�a¬ ���a�[�´"ã � �7� �{� ä ���£��� � p′′ ∈ G � �{�v���{ [��� � � � �¥� �@�k� ���[� ´ �[���{� �v�P�X�I�=� ��� ¡ α ¢b� ��� ¡ β ¢ ��� �q§  [  ��¡q� �£� � � ¡��è¢k¢*��&�@�P� ¡}�2¢ ���£  � � � ��� p′′  x1 = x2

� ³�´��
� �[� Ì � ��� ����  � ��������� � ��� ¬ �{  v1 ∈ v2 � �k�b� �£�����{�(�{�[� �»�«�P� ���	�
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� Â �!� ÉGî�ì�í�¶3 > 6
p  x1 ∈ x2

d2A@r 8 D :≡ {q ∈ P | ∃(y, s) ∈ x2 (s ∈ P ∧ q ≤ s ∧ q  x1 = y)}:[U*<_A@:WNPO�<�:=?
P
ef?X<QC*D

p35476
Forcv1∈v2

:[U*<�:=?
M
i�:=<~m�:=S zuCjA�C*DC¸
HIDJi�C*S >@e2U 3 > 6 A�C�õ�?X:WC*D 4 >@D 83 N 6 F!C*?X?

xG1 ∈ x
G
2

l~U�Hjd@: 4 <bCPU�C*:=?/C-X�CvA@:=?�d@ef?�d
p ∈ G

i�:=<
p  x1 ∈ x2 8�(�X���B�=��� ¡»�2¢�â ���@����� ¬!¬ ��� p  x1 ∈ x2

� � ¬ �a�[� � � �P�2�v� ��� � �@��� D ä{�þä ���[�@����� ¤ � � � �@�P�2� ��{�[��� Ì �{���[��� � ��� p′ ≤ p
�
��� �a� ���£  � p′  x1 ∈ x2

��¨ ª«�  [�!���£����� � �[  � ��� G �����{� P � ���{�����k� �v�P�§a¤ �{� M � �k��� ��� � �V� �«�v� p′ ∈ G ����� �a� � �k� xG1 ∈ xG2 �T�&�@�P�c� �	�X�a� � �£���;�@��� xG2 � ã � �7� �[�{� � �{�[�
(y, s) ∈ x2

¬ � � s ∈ G
� ��� xG1 = yG

��&�@�P� ©����[  ¡q��¢ ��� �  [� �vä{� ��� � � ¬ ¬ �@�  � �a����� � �£���{�[�
r ∈ G

�sª@�  [�{� ¬ � � r  x1 = y
��¨ ª@�  [� q ∈ P ¬ � � q ≤ r, s, p′

�¥��� ��� � �7� q ∈ D � ��� q ≤ p′
�

� ¬ �@��@� � � �Z� ��� �a�[��µ ������� D �a� �P�2� �[� P � � � �{� p �bÌ � � � �@�P�2� ���{�[���{� P � �����a���v� �v�P� �{� � �[  � ��� G§a¤ �{� M ¬ � � p ∈ G �@��� D ��� �P�è� �[� P � � � �{� p ∈ G � �k� �I � ������� � �£�"���£��� Ì �����£��� � ��� q ∈ D∩G�sª@�  £��� ���&�@�P�\� �	�X�a� � �£���V�����&µ\�{����� D �_ª@�  [� (y, s) ∈ x2 � � � � �@�v�
s ∈ P ∧ q ≤ s ∧ q  x1 = y.

��� ��� � �k� s ∈ G � �a� yG ∈ xG2 ��¨ �{� � �{�b� �7� xG1 = yG
�Xâ   � ��� �k� xG1 ∈ xG2 � � �£����� �,§ � �v�P�2�u�¡q¤¥¢s� �� [� �b� � � �@� �(�@��� ¡»�2¢*�¡q��¢~â ���@����� ¬!¬ ��� xG1 ∈ xG2 �1�&�@�P�^� �	�X��� � �£��������� xG2 � ã � �k� �£��� � �{�[� (y, s) ∈ x2

¬ � � s ∈ G � �a�
xG1 = yG

�x���@�P� ©����£  ¡q��¢ �a� �  [� �Eä*� ��� � � ¬ ¬ �@�  � ���a��� � �[�����£� r ∈ G �_ª«�  [�{� ¬ � � r  x1 = y
�¨ ª«�  [� p ∈ G ¬ � � p ≤ r, s

�����@�P� ��Ua�FÜ �@�[  � p  x1 = y
� ��� p  y ∈ x2

�x�/�a�E�@¬!¬ �{�����[  � � � ���
p  x1 ∈ x2

� ³�´��
� �[� � � ¬!¬ �@� ��Uf� U � ��Ua�¥�� ��� �!Ua�Få �{�v��� ¤ �{� ä����v�@¬!¬ �{� ¬ � � ���{� � �	����� � �[��� �a��� � ��� � �[��� �� ��  �«� �£����� �@�_� �@ [���{����� ¸�HIDPN*:=?�d@huw�OXCPHIDEC*i �   �«�f�P� � ¬���§�¤ ���,���[� � ��� ¬ �{  � ¶&� ¬!�  [� ã � �PªI� �
ê ÉaÇ�ë î�ì í»îq· ��C*:WC*?

ϕ(v0, . . . , vm−1)
C*:=?/C
∈
hh¸
HIDJi�C*S ? 8�¯ >@?X?�d@:=S <WK3 > 6 ¯ :WC�],C*ST>@<}:WHI? Forcϕ

:[U*<�:=i';_DJef?BA@i�H�A�C*S=S
M
A�C�õ�?X:WC*D 4 >@D 835476 ¸�|fD >@S=S[C|æ�>@i�C*?

ẋ0, . . . , ẋm−1 ∈ M
d@:=S <÷K

M [G] |= ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ
G
m−1)

d2A@r 8 CPU�C*:=?/CwX�C*hA@:=?�d@ef?�d
p ∈ G

d@: 4 <�i�:=<
p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) 8

ë3!_ê�Ô ½àö�ô/ñ òC� ÷8øCÀo#=�1ñ ò ¾tñTí�����í8÷oö4òtô V �îñ õ�À`�1ö«�/ò

ê

ê ÉaÇ�ë î�ì í»î¥î ��C*:
M
C*:=?�;_DJef?BA@i�H�A�C*S=S(ef?BA

(P,≤, 1P )
C*:=?/C�¸�HIDEN*:=?�d@hWmZ>@S 4 HIDkA@?Xe�?�d zJ|fD

M 8¸�C*DJ?/C*D�U�C*:
ϕ
C*:=?/C
∈
hh¸�HIDJi�C*S�e�?BA

ẋ0, . . . , ẋn−1 ∈M 8Ó¯ >@?X?^d@:=S <÷K3 > 6 ¯ :WC~zuHISôd�C*?BA�C*?Vy�e2UPU�>�d�C*?\U*:=?BA^o2ö�e�:=gI>@S[C*?X<÷K3 : 6
p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1) �3 :=: 6
∀q ≤ p q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1) �3 :=:=: 6
{q ∈ P | q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1)}

:[U*<sA@:WNPO�<�:=?
P
e�?X<5C*D

p 835476
{p ∈ P | p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1) ∨ p  ¬ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1)}

:[U*<"A@:WNPO�<":=?
P
ef?BA�L�S[C*i�C*?X<�g@HI?

M 8



���������
	����@� ���5	 	OÛ&�s# �5�wP!�
�QP&�1Û&	�� �����*)b� åVU

�(�X���B�=���¿¡}�2¢b´~� ����� § � � � ¡ �£�[� ¢ → ¡ � ¢~ä{�\ä ���£����� �Xâ �����{��� ¬!¬ �{���
D :≡ {q ∈ P | q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1)} � �7� ��� �P�2� �[� P � � � �{� p �xÌ � � � �@�P�2� ���{�[���{� P � �����a���v� �v�P� �{�� �[  � ��� G §�¤ ��� M ¬ � � p ∈ G ���&�@�P� ��� ¬ä� ��� � �£��� � © � �����k� ¬ � �k� D ∈M � � ��� � � G �������{�v� �v�P�§a¤ �{� M � �k� �~� �k� D ∩ G 6= ∅ �~¨ ª@�  £� q ∈ D ∩ G

�����
q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1) ��� �7� M [G] |=

ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ
G
n−1)

��â   � �!�@�[  � p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋn−1)
�¡q¤¥¢s� �� [� �b� � � �@� �(�@���~��Uf� UX¡q¤¥¢s� ��� ��Ua�Ä�aÈa� ³�´��

¨ �£� �X�   � ���V��� �P��¬ �   ��� � �k� � � �[� � � �P� � �@�(´ � ä{� �£������� ��� �   � ������� �«� �@� ¬ ��  �«�a�q¤X�@��� ���v�@� ¤a� �
ê ÉaÇ�ë î�ì í»î Þ ��C*:

M
C*:=?�;_DJef?BA@i�H�A�C*S=S(ef?BA

(P,≤, 1P )
C*:=?/C�¸�HIDEN*:=?�d@hWmZ>@S 4 HIDkA@?Xe�?�d zJ|fD

M 8¸�C*DJ?/C*D�U�C*:WC*?
ϕ
e�?BA

ψ ∈
hh¸
HIDJi�C*S ?;e�?BA

ẋ, ẋ0, . . . , ẋm−1 ∈ M 8�¯ >@?X?Vd@:=S <WK3 > 6
p  ¬ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)

d2A@r 8 ¬∃q ≤ p q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) 835476
p  (ϕ ∧ ψ)(ẋ0, . . . , ẋm−1)

d2A@r 8 p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)
e�?BA

p  ψ(ẋ0, . . . , ẋm−1) 83 N 6
p  (ϕ∨ψ)(ẋ0, . . . , ẋm−1)

d2A@r 8 {q ∈ P | q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) ∨ q  ψ(ẋ0, . . . , ẋm−1)}A@:WNPO�<�:=?
P
e�?X<5C*D

p
:[U*< 83 A 6

p  ∀v0ϕ(v0, ẋ1, . . . , ẋm−1)
d2A@r 8 ∀ẋ0 ∈M p  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)3 C 6

p  ∃v0 ϕ(v, ẋ1, . . . , ẋm−1)
d2A@r 8 {q ∈ P | ∃ẋ0 ∈ M q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)}

A@:WNPO�<(:=?
Pef?X<QC*D

p
:[U*< 83 z 6

p  ∀v0 (v0 ∈ ẋ → ϕ(v, ẋ1, . . . , ẋm−1))
d2A@r 8 ∀(ẋ0, s) ∈ ẋ {q ∈ P |q ≤ s → q 

ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1))}
A@:WNPO�<�:=?

P
e�?X<5C*D

p
:[U*< 83 d 6

p  ∃v0 (v0 ∈ ẋ ∧ ϕ(v, ẋ1, . . . , ẋm−1))
d2A@r 8 {q ∈ P | ∃(ẋ0, s) ∈ ẋ (q ≤ s ∧ q 

ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1))}
A@:WNPO�<�:=?

P
e�?X<5C*D

p
:[U*< 8�(�X���B�=���;� �[� â��a�v�E� ����� ¡}�2¢ � ¡q¤¥¢s� ��� ¡ � ¢��s� �k���;�£� ��Ua�¥U �@� ä �{�[� ���¡q��¢�â �����{��� ¬!¬ �{� p  (ϕ∨ψ)

�xÌ � � � �@�P�2� � r ≤ p
�è¨ ª@�  £���{�[���{� P � �������{�v� �v�P� �{� � �[  � ��� G §�¤ ���

M
¬ � � r ∈ G ����� �a� ���[  � M [G] |= (ϕ ∨ ψ)

�o�B�  [  � M [G] |= ϕ � �_ª«�  [� ���[� s ∈ G ¬ � � s  ϕ
�¨ ª«�  [�(���£� q ≤ r, s

�f��� �������[  � q  ϕ
� é � �a [� �P� ���{� �»ª@� � �_¬ � ��� �»�  £  � M [G] |= ψ

�f���@¬ � � � �7� ���£��@� �,§ � �k�P�2� � � � �P�2�E� �{� � ��� ä ���£� �u�
� ¬ �@��@� � � � � �{���a�[� µ\���a��� D :≡ {q ∈ P | q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1) ∨ q  ψ(ẋ0, . . . , ẋm−1)}�a� �P�2� �[� P � � � �{� p ��Ì � � � �@�P�2� �V���£����� P � ���{�����k� �k�P� ��� � �£  � �{� G §�¤ ��� M ¬ � � p ∈ G

� ���
G�@�����{�v� �k�P� � �k� �� � ��� ¬�� � q ∈ G ∩D � q ≤ p

�sª@�  £��� �X��� ��� � �k� q  ϕ �f���{� q  ψ � M [G] |= ϕ�����{� M [G] |= ψ
��â   � � M [G] |= (ϕ ∨ ψ)

�¡ � ¢~â ���@����� ¬!¬ ��� p  ∃v0 ϕ(v, ẋ1, . . . , ẋm−1)
��Ì � � � �@�P�2� � r ≤ p

��¨ ª«�  [�,���£����� P � �����a���v� �v�P� �{�� �[  � ��� G §a¤ �{� M ¬ � � r ∈ G �è��� ���^�@�[  � M [G] |= ∃v0 ϕ(v, ẋG1 , . . . , ẋ
G
m−1)

�2¨ ª@�  £�(�{�[� ẋ0 ∈M¬ � � M [G] |= ϕ(ẋG0 , ẋ
G
1 , . . . , ẋ

G
m−1)

��¨ ª@�  £���{�[� s ∈ G ¬ � � s  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1)
��¨ ª@�  £���{�[�

q ≤ r, s
����� �a�\���£  � q  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1)

�����@¬ � � � �k� ���[���@� �,§ � �k�P�2� � � � �P�2�E� �{� �b¤ � � �£� � ��� �
� ¬ �@��@� � � �^� ���(���£� µ\�{����� D :≡ {q ∈ P | ∃ẋ0 ∈ M q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)} �a� �P�2� �£� P� � � ��� p �bÌ � � � �@�P�2� ���{�[���{� P � �����a���v� �v�P� �{� � �[  � �{� G §�¤ ��� M ¬ � � p ∈ G �/��� G �����a���v� �v�P� � �k� � � �a� ¬�� � q ∈ G ∩D � q ≤ p

�_ª@�  [��� �B¨ ª@�  [� ẋ0 ∈ M
¬ � � q  ϕ(ẋ0, . . . , ẋm−1)

�M��� �a� ���[  �
M [G] |= ϕ(ẋG0 , . . . , ẋ

G
m−1)

� �a� M [G] |= ∃v0 ϕ(v0, ẋ
G
1 , . . . , ẋ

G
m−1)

�¡=�P¢�â �����{��� ¬!¬ �{��� p  ∀v0 (v0 ∈ ẋ → ϕ(v, ẋ1, . . . , ẋm−1))
�zÌ � � � �@�P�2� � (ẋ0, s) ∈ ẋ

��� � �Eä �
D :≡ {q ∈ P |q ≤ s → q  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1))}

� � ¬ ���[� � � �P�è�v� ��� � �@��� D � � � ��� p ä{�ä ���£������� ¤ � � � �@�P�2� � � ��� � ��� r ≤ p
�u¨ ���a� ¬r ≤ s � � �&� �7��¤ �{�v��� �E� r ∈ D � ´���� �{� �   � � � �������a� ¬ ¬ ���/�



���������
	����xÙ ñ~ò ø �5� M [G]
. å��

� �@�v� r ≤ s
�¥¨ ª@�  [�����£����� P � �����a���v� �v�P� �{� � �£  � �{� G §�¤ ��� P ¬ � � r ∈ G �M��� ��� � �k� p ∈ G � ���

M [G] |= ∀v0 (v0 ∈ ẋG → ϕ(v, ẋG1 , . . . , ẋ
G
m−1))

��¨ �{� � ���^� �k� s ∈ G
� �a� ẋG0 ∈ ẋG

�sâ   � �
M [G] |= ϕ(ẋG0 , ẋ

G
1 , . . . , ẋ

G
m−1))

��¨ ª@�  [� t ∈ G ¬ � � t  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1))
��¨ ª@�  £� q ≤ r, t

���� ��� � �k� q  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1))
� ��� q ∈ D �� ¬ �@��@� � � ��� ��� ∀(ẋ0, s) ∈ ẋ {q ∈ P |q ≤ s → q  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1))} ��� �P�è� �£� P � � � ���

p
�OÌ � � � �@�P�2� � ���£����� P � �����a���v� �v�P� �{� � �£  � ��� G §�¤ ��� M ¬ � � p ∈ G

�/Ì � � � �@�P�2� �\���£� z ∈ ẋG
�

�&�@�P�x� ���X��� � �[�@�c�a��� ¦ � � ��� � �v� �E�«� �£��� �7�q� �� � �£���þ�@� ¤a� � � (ẋ0, s) ∈ ẋ
¬ � � s ∈ G

� ��� ẋG0 = z
�

� � �Eä � D :≡ {q ∈ P |q ≤ s → q  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1))}
��¨ ª@�  £�����[� t ∈ G

¬ � � t ≤ s, p
�

�&�@�P� ���@� �@���k� � �Eä�� ���^� �7� D ��� �P�2� �£� P � � � ��� p � �a�;� �@� ���(��� �P�2� �[� P � � � ��� t ∈ G � µ\� � ���{�
á����a���v� ä � �Pª«� ����� G �sª@�  £� q ∈ G ∩D � q ≤ t

�X��� ���\� �k� q ≤ s
� �a�\� �«�P�\� �	�X��� � �£���^����� D � �k�

q  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1))
�
M [G] |= ϕ(ẋG0 , ẋ

G
1 , . . . , ẋ

G
m−1))

� ��� M [G] |= ϕ(z, ẋG1 , . . . , ẋ
G
m−1))

����
z
¤ �{ [�£� ¤ �£��� � ´  [� ¬ ��� � ����� ẋG �s� �������£  � M [G] |= ∀v0 ∈ ẋϕ(v0, ẋ

G
1 , . . . , ẋ

G
m−1))

��â   � �
p  ∀v0 (v0 ∈ ẋ → ϕ(v, ẋ1, . . . , ẋm−1))

�¡ � ¢�â �������a� ¬ ¬ ��� p  ∃v0 (v0 ∈ ẋ ∧ ϕ(v, ẋ1, . . . , ẋm−1))
�xÌ � � � �@�P�2� � r ≤ p

�a¨ ª@�  [���{�[���{� P ��@�����{�v� �k�P� ��� � �£  � �{� G §�¤ �{� M ¬ � � r ∈ G ����� ���Z���[  � M [G] |= ∃v0 (v0 ∈ ẋ
G ∧ϕ(v, ẋG1 , . . . , ẋ

G
m−1))

�¨ ª«�  [�^�{�[� y ∈ ẋG
¬ � � M [G] |= ϕ(y, ẋG1 , . . . , ẋ

G
m−1)

���&�@�P�G� �	�X�a� � �£���x���{� ¦ � � ��� � �v� �P�«� �[���
ẋG ����� ẋ  � �����{� � �[� (ẋ0, s) ∈ ẋ

�sª@�  £��� ¬ � � s ∈ G
� �a� ẋG0 = y

����� ���Ä� �k� M [G] |=
ϕ(ẋG0 , ẋ

G
1 , . . . , ẋ

G
m−1)

��¨ ª«�  [� t ∈ G
¬ � � t  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1)

��¨ ª@�  £� q ≤ r, s, t
����� ���ä ���£� � q ���£���@� �,§ � �k�P�2� � � � �P�2�E� �{� ���� ¬ �@��@� � � ��� �{�
���£�$µ ������� D :≡ {q ∈ P | ∃(ẋ0, s) ∈ ẋ (q ≤ s ∧ q  ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1))}�a� �P�2� �[� P � � � �{� p ��Ì � � � �@�P�2� �V���£����� P � ���{�����k� �k�P� ��� � �£  � �{� G §�¤ ��� M ¬ � � p ∈ G
� ���

G�@�����{�v� �k�P� � �k� �  � �a� ¬ � � q ∈ G ∩ D � q ≤ p
�_ª«�  [�{� � ¨ ª@�  [� (ẋ0, s) ∈ ẋ

¬ � � q ≤ s ∧ q 

ϕ(ẋ0, ẋ1, . . . , ẋm−1))
����� ���þ�@�[  � ẋG0 ∈ ẋG

��¨ �{� � �{�Z���[  � M [G] |= ϕ(ẋG0 , ẋ
G
1 , . . . , ẋ

G
m−1)

� â   � �
M [G] |= ∃v0 (v0 ∈ ẋ

G ∧ ϕ(v0, ẋ
G
1 , . . . , ẋ

G
m−1)

� ³�´��

Ý Â � Â��D� °�¼�½ î�ì í»î�¾ � �£� ��¬ �7�Pª �a�� [� �P� ��� � ��� ¬ �{ [� �q§ ��� �@��´ � ä{� �£�������Z���{� �«� � ¬ � �k��� � ��� ¬ �� £�
x0 = x1

¤�ä*�Z�
x0 ∈ x1   �@�v� ��� � � �P� � � � �P� ���£� � ª  [ [� ¡=�P¢~� ��� ¡ � ¢ ��� � ����� � ��� ¤ � � �[� � �����{� �a�«�Eä � ��{�vè  ª �v���b� ¤ � �@�P�2� �«�X� �@�k� x0 = x1 ↔ ∀y0 ∈ x0∃y1 ∈ x1 y0 = y1 ∧ ∀y1 ∈ x1∃y0 ∈ x0 y0 = y1¤aä{�Z�

x0 ∈ x1 ↔ ∃y1 ∈ x1x0 = y1

�
. æ � ï�� Ï{Ô

M [G]
á

�&� � �P� ���£��� ¬ á�� � ��� ¬ ������ £  M �a�	�X���£��� ¤X� �v� � �@� � �£��� �a� �{  �«� �[��� �X�@¤ ��� � �£� � � � � � � �a�[��µ � � � £� �P� «��� � ���{� �k�P�X� � � � ���«¬ �{� �q§ �-���£�ýµ\���a������� ã � �k� ��� ä ��� �[� ���{� @� ¬!�  [� ä �£��� � ���k��� � �{� ¬ �� [� �� � � ����«��  �v�P� �{� â(ã �£� ¬ �{� ä�� @��� �7� � � �[�{�v��� �
ê ÉaÇ�ë î´�/í»î L�U&d@:=S < (Aus)M [G] 8�(�X���B�=����� ��� ϕ(v, ~w) �{�[��� ∈ ��� ��� ¬ ��  � ��� � ���£��� y, ~z ∈ M [G]

�q���@�P�ú�����]�þ�X�@¤ ��� � �£� ä��ä ���£�����T�¡�� ¢
{v ∈ y | ϕ(v, ~z)M [G]} ∈M [G]

�



���������
	����xÙ ñ~ò ø �5� M [G]
. åV�

�(�X���B�=��� ¨ ª@�  [� �&�@¬ �{� ẏ, ~̇z ∈M ¬ � � y = ẏG
� �a� ~z = ~̇zG

� ��� � � �vä �
t :≡ {(ẋ, p) | ẋ ∈ dom(ẏ) ∧ p ∈ P ∧ p  (ẋ ∈ ẏ ∧ ϕ(ẋ, ~̇z))}.

´~� ���[  � t ∈ M ��� � ���[� � ��� � �[��� �a� �{  �«� �[���x�£� M ���	�X�a�[��� ¤X� � � �k� � ��� M �[� �k¤ � � ���a�����k�;� �@�â&���v� �������{� � �a� �v�k�P� � ¬ � ��� �q§  [  �u�/¡4� ¢s� �� £� � � � � � � � ��� �(�@���
¡����Ä� ¢

tG = {v ∈ ẏG | ϕ(v, ~̇zG)M [G]}
�

�(�X���B�=��� ä�� å ⊆ æ � � ��� v ∈ tG �;���@�P��� �	����� � �[���$�@��� M [G] ���[  � � � ��� v = ẋG � � � ¤ �{� (ẋ, p) ∈ t�q§ � �{�[� p ∈ G
��â����

(ẋ, p) ∈ t
� �� £� � p  (ẋ ∈ ẏ ∧ ϕ(ẋ, ~̇z)) � �s�@��� �{����� p ∈ G � �@�P� ��� ¬� ��� � �£��� � © � �����k� ¬ �@�a� (ẋG ∈ ẏG ∧ ϕ(ẋG, ~̇zG))M [G] � �   � � ẋG ∈ ẏG ∧ ϕ(ẋG, ~̇zG)M [G] �q§�� � ���¨ ���@��� v = ẋG

¤ ���a� �a� � � ���[� � �@��� � ���@�¥� ��� v ´  £� ¬ ��� � ������µ\�{����� �@�a� �����,�v� �P�2� �{� � ��� � �����@�¡����Ä� ¢ � �7�u�ä{� å ⊇ æ � ´~� ����  � � v ∈ ẏG ∧ ϕ(v, ~̇zG)M [G] �/¨ ���@��� v ∈ ẏG � ã � �k� �£��� � � �@�P�þ� �	����� � �[���-�@��� ẏG�{�[� (ẋ, q) ∈ ẏ
¬ � � q ∈ G � � � � ��� v = ẋG � �k�u���&�@�P� ��Ua�FÜ �@�[  �¡

∗
¢

q  ẋ ∈ ẏ
�

¨ ���@��� ϕ(ẋG ~̇zG)M [G] � ã � �7� �£��� � � �@�P� ��� ¬ä� ��� � �[��� � © � �{���v� ¬ ���£� r ∈ G ¬ � �¡
∗∗
¢

r  ϕ(ẋ, ~̇z)
�

� ��� p ∈ G �{�[������� ¬ �{�[� �v�@¬ �2���{� �7�Pª �k � ��� �@��� q, r �X��� �a�;���{  � �{� ¡ ∗ ¢_� ��� ¡ ∗∗ ¢ � � �{��� ¬ � � q¤aä{�Z�
r � � � �P� p �{� � � �Eä*� � � ��� ��� (ẋ, p) ∈ t � �k���a¨ �����{� p ∈ G � �k� � � ��� v = ẋG ∈ tG

��ç �{� ¡4���Ä�I¢
���@¬ � � � �7� ¡4� ¢s¤ � � �£� � ��� � ç ��� ¡4�I¢
â&��� ¡4� ¢ �{�v��� ¤a�b� � �P� (Aus)M [G] � ³�´��

ê ÉaÇ�ë î´�/í�Þ L�U&d@:=S < (Pot)M [G] 8�(�X���B�=��� � �{� a ∈ M [G] �¥� �Q�_� a = ȧG
¬ � � ȧ ∈ M ���&�@�P�!�����l� � �k� P(a) ∩M [G] ∈ M [G]

ä��ä ���£����� ��� � �Eä �
s :≡ {ẏ ∈M | ẏ ⊆ dom(ȧ)× P}.¨ ���@��� (Pot)M

� ��� dom(ȧ)×P ∈M � �7� s ∈M � s � �k� ���[��µ\�����@�������� � �a����� �k�P� ��� �&�@¬ ����q§ ��©
�{�[  ¬ �{�������\����� a �M¨ �£� � � �Eä ��� t :≡ {(ẏ, 1P ) | ẏ ∈ s}
�B¨ �{����� s ∈ M � ��� (Ers)M � �k�

t ∈M � t = {z ∈M | ∃ẏ ∈ s (z = (ẏ, 1P ))M}
�

¡�� ¢
P(a) ∩M [G] ⊆ tG

�
�(�X���B�=��� � ��� z ⊆ a � z ∈M [G]

��� ��� ż ∈M ¬ � � żG = z
�a¨ �[�s���	�X�a�[���k��� ���£������å÷ � ������� �v�P� �{��&�@¬ ����æ �q§ � z � � � �P� ẏ :≡ {(ẋ, p) ∈ dom(ȧ)× P | p  (ẋ ∈ ż)}

�X¨ �����{� dom(ȧ)× P ∈ M� ��� (Aus)M � �k� ẏ ∈ M ��� �� £�� [� �P� � �7� ẏ ∈ s � ��� � � ¬ � � (ẏ, 1P ) ∈ t � �s�@�¡����Ä� ¢
ẏG ∈ tG



���������
	����xÙ ñ~ò ø �5� M [G]
. å�å

� ¬ �  [� ä �[�{� �u��´~� ���{� ¤  £��� ¤f�&ä{�\ä ���£�������a� ��� ẏ �E�«�E�vª@�P�  [� �P� �{�[� ���«¬ � �q§ � z � �7� ��� �����   � ���@�[  �¡����ÿ1�¢
żG = ẏG

�
�(�X���B�=� ����� ¡����ÿ1�¢*� ä�� å ⊆æ �x� ��� x ∈ żG ��¨ �{����� żG ⊆ a = ȧG � �k� � � ��� �@���P� x ∈ ȧG � � ��� ���� �@�P� � ���X��� � �[�����@��� ȧG �{�[� �"��� � (ẋ, q) ∈ dom(ȧ)× P

¬ � � q ∈ G � ã � �7� �£��� � � � � � ��� x = ẋG

�@�[  ���f¨ �£� �X�@¤ ���V� � ��� ẋG ∈ żG � �_�«�&�«�a� (ẋG ∈ żG)M [G] �q§�� � �u�����«�P� ��� ¬ä� ��� � �[��� � © � �{���v� ¬� ã � �k� �[�{� � ���£� p ∈ G
¬ � � p  (ẋ ∈ ż)

�~��� ���G� �7� (ẋ, p) ∈ ẏ
�"¨ ���@��� p ∈ G

� �� [� �$� �[�{� �@���
ẋG ∈ ẏG � �s�@� x ∈ ẏG ¤ �{��� �a� � ���M� �[� �_�s� � ä�� ä �{�[���{� �ä{� å ⊇æ �_� ��� x ∈ ẏG

�,��� ��� � ã � �7� �[�{� � � �@�P� � �	����� � �[���Ä���@� ẏG
� ��� ẏ �{�[� �"��� � (ẋ, p) ∈

dom(ȧ) × P
¬ � � p  (ẋ ∈ ż)

� ��� p ∈ G � � �c� ��� x = ẋG � �7�u�~â&��� p  (ẋ ∈ ż)
� �@ [� �

(ẋG ∈ żG)M [G] � �@�P� ��� ¬ � ��� � �£��� � © � �����k� ¬ �Q� � �Eä*� �{�v� � � �7� ¬ � � ẋG ∈ żG � �   � � x ∈ żG�@ [��� �P�2� �{� � �£� �X� �£� �b�s� � ä�� ä ���£����� � ç �{� ¡4���ÿ12¢
â&��� ¡4���Ä� ¢s� �a� ¡���� 1@¢�� �� [� �_� � � ��� � z ∈ tG �X���[� �_�_� � ä{�\ä ���[�@��� � ç ��� ¡4�I¢
���

z ⊆ a �{�[��� Σ0
��� ��� ¬ �{ �� �k� � � �@ [� ���@���$¡4� ¢ � P(a) ∩M [G] = {z ∈ tG | z ⊆ a} = {z ∈ tG |

(z ⊆ a)M [G]}
�"¨ �����{� (Aus)M [G] � �7� ���[���v� �P�2�v�!�7� � � �����a�;¶�  �«�v� ���{�[� ´  [� ¬ �{� � ����� M [G]

�� �[� �b�s� � ä�� ä �{�[���{� � ³�´��

ê ÉaÇ�ë î´�/í£¾ L�U&d@:=S < (Ers)M [G] 8�(�X���B�=����� ��� ϕ(u, v, ~w) ���£��� ∈ ��� ��� ¬ ��  �¨� �{�[�{� a, ~z ∈M [G] � � �!� ���¡
∗
¢

∀x, y, y′ ∈M [G] ((ϕ(x, y, ~z)M [G] ∧ ϕ(x, y′, ~z)M [G]) −→ y = y′)

�@�[  ����´~� � �7�Zä�� ä ���£�������/� ��� s :≡ {y ∈ M [G] | ∃x ∈ a ϕ(x, y, ~z)M [G]} ∈ M [G] � �7�u�/¨ �����{�
(Aus)M [G] ����� § � � � � �¥���£� t ∈ M ä�� �X�����{��� � �!� ��� s ⊆ tG �@�[  ���8� ��� a = ȧG � ~z = ~̇zG

��¨ ª@�  [�¬ � �iß �[  � ����� �&´ � � � �vä�� �a� �E�Iã �£� ¬ � �[� M ���£� S ∈M � � � � �����q§ � �  [ £� ẋ ∈ dom(ȧ) ���£  �
¡�� ¢

∀p ∈ P
(
(∃ẏ ∈ M p  ϕ(ẋ, ẏ, ~̇z)) −→ ∃ẏ ∈ S p  ϕ(ẋ, ẏ, ~̇z)

) �
� ���s� � � t :≡ {(r, 1) | r ∈ S}

� µ\� � ����� §�¤  £� �P� �{� â �k� ��¬ ��� � �{� � �� [� � t ∈ M
�
¨ �[� ä ���£�����

s ⊆ tG
��ß �£��� ä{�V� ��� y ∈ s �X��� ��� � ã � �k� �£��� � ���[� x ∈ a ¬ � �¡}1�¢
ϕ(x, y, ~z)M [G] �

¨ ���@��� x ∈ a = ȧG � ã � �k� �[�{� � ���[� �"�@� � (ẋ, q) ∈ ȧ
¬ � � q ∈ G � � �^� ��� x = ẋG � �k����� ��� ẏ ∈ M¬ � � y = ẏG

��¡}1�¢s¤ �{��� �f� � � � � �a�¡»02¢
ϕ(ẋG, ẏG, ~̇zG)M [G] �

�&�@�P� ��� ¬ � ��� � �£��� � © � �����k� ¬ � ã � �k� �£��� � �{�[� p ∈ G ¬ � � p  ϕ(ẋ, ẏ, ~̇z)
�o���@�P�ý¡�� ¢ � ã � �k� �[�{� � ���[�

ẏ′ ∈ S
¬ � � p  ϕ(ẋ, ẏ′, ~̇z)

�a¨ ���@��� p ∈ G � ¬!�  [� ä �£��� � � �@�«� ��� � �[�a� � © � �{���v� ¬
ϕ(ẋG, ẏG, ~̇zG)M [G] ∧ ϕ(ẋG, ẏ′G, ~̇zG)M [G],�s�@� � �@�P�c¡ ∗ ¢ ẏG = ẏ′G � ¬ �  £� ä �[��� �u�@���$�@��� ẏ′ ∈ S � �� [� � ẏ′G ∈ tG � �X�@¤ ��� � �[� y = ẏG = ẏ′G ∈

tG � �@�P� ��� � �£� � �{� �B� �[� �b�_� � ä{�\ä ���[�@��� � ³�´��



���������
	����xÙ ñ~ò ø �5� M [G]
. �aÈ�È

ê ÉaÇ�ë î´�/í�d L�U&d@:=S < ZFM [G] 8
ê ÉaÇ�ë î´�/í4� ��C*:

N
C*:=?�<}Dk>@?aU*:=<»:=g@CPU

ZF
h)� 4 C*D*i�H�A�C*S=Sag@HI?

M
l A2>IU

G
>@SÿUbL�S[C*i�C*?X<~C*?X<qOao@S < � A 8 O 8 l

N
:[U*<bC*:=? <}Dk>@?aU*:=<»:=g@C*D^wMC*DJi i�:=<

ZFN l M ⊆ N
e�?BA

G ∈ N 8Ó¯ >@?X?�d@:=S <3 > 6
(ẋG)N = ẋG ∈ N

zJ|�Dj>@S=S[C
ẋ ∈M 835476 ¯ C�õ�?X:WC*DJ<�i!>@? intG:M → V
A@e�DENPO

intG(ẏ) :≡ ẏG
l/U�H�:[U*<

intG � x ∈ N
zJ|fDb>@S=S[C

x ∈M 8�(�X���B�=���Gä�� ¡}�2¢J�M¨ �£� ä ���£�����õ���£� � � � � �P� ���[�a� ¦ ��� �  � �£��� §�¤ �������£� � �{  �«� �[��� R �@�a� ³´³ � � ���
ẋ ∈M

� ��� �q§ � �  [ £� ẏRẋ � ��� (ẏG)N = ẏG ∈ N �@� ä �{�[� ���X��� �a�\���£  �
ẋG = {z | ∃p ∈ G ∃ẏ ((ẏ, p) ∈ ẋ ∧ z = ẏG)}

=
⋃{
{z | ∃p ∈ G ∃ẏ ((ẏ, p) = w ∧ z = ẏG)}

∣∣∣ w ∈ ẋ
}

=
⋃{
{z ∈ N | ∃p ∈ G ∃ẏ ∈ N ((ẏ, p) = w ∧ z = (ẏG)N)}

∣∣∣ w ∈ ẋ
} ¡ � �@�P� ¦ ��� � ����� �ÿ¢

=
⋃{
{z ∈ N | ∃p ∈ G (∃ẏ ((ẏ, p) = w ∧ z = ẏG))N}︸ ︷︷ ︸

∈N wegen (Ers)N und G∈N

∣∣∣ w ∈ ẋ
}

=
⋃{

v ∈ N
∣∣∣ ∃w ∈ ẋ v = {z ∈ N | ∃p ∈ G (∃ẏ ((ẏ, p) = w ∧ z = ẏG))N}

}

=
⋃{

v ∈ N
∣∣∣ ∃w ∈ ẋ (v = {z | ∃p ∈ G ∃ẏ ((ẏ, p) = w ∧ z = ẏG)})N

}

︸ ︷︷ ︸
∈Nwegen (Ers)N

∈N � � ���@���x® ⋃cE¯N,"² N .
(ẋG)N = ẋG

¤ � � ��� �k�(¬�� � � � � ���{� �@�V� �[� (ẋG)M [G] = ẋG � ¬ Ì � � ��� � ���@�b³�³ �ä{�¿¡q¤¥¢*��� ��� x ∈M �
intG � x= {u ∈ N | ∃ẏ ∈ x ∃z ∈ N (z = ẏG ∧ u = (y, z))}

¡=� �{����� ẏG ∈ N � ��� (Paar)N
¢

= {u ∈ N | ∃ẏ ∈ x (∃z (z = ẏG ∧ u = (y, z)))N}
¡q� ���@��� ¡}�2¢k¢

∈N � � �{����� (Ers)N .

���@¬ � � � �7� ����� �a�I�Eä ���� £  �7�Pª ���a�[� ¤ � � �£� � �{� � ³�´��
â   �b� � ¬ � �v� �{  ¤X� �v� � �� £����� � ������� �X�   � ��� � �£�C�
ø����D�B¹}¹qÉ8�\îO�Mí£ì M [G]

:[U*<ZA2>IU
⊆
hWpIS[C*:=?aU*<5C <»Dv>@?aU*:=<»:=g@C!9þH�A�C*S=S

N
g@HI?

ZF
i�:=<

M ⊆ N
ef?BA

G ∈ N 8�(�X���B�=��� ���«�P� ©����[  ¡»�2¢ ��� �6�a�«�Eä � � � �7� �q§ � � �{��� � � ��  �P� � N ẋG ∈ N
�q§ � �  £ [� ẋ ∈ M � �   � �

M [G] ⊆ N
��¨ �{����� ZFM [G] � �7�$�   � � M [G] � �@� ⊆ � � £���£� �k� � � � � � � � � �£��� ZF

� µ\�f�a�� [ }��� �@� M�{� � ��� � ��� �(� ��� G �   �,´  £� ¬ ��� � ��� �E��ª   ��� ³�´��
µ � �«ß �£  � ���@��� �N�f�FÜ�ä ���£����� � �[� �@�x� ���k��� ¬ ��� ��� � �«�(â&���k�s�@�   �Iã �[� ¬ �[� M [G] �@�[  ���



���������
	������ 	~�5��+¿)b��	�����äM�MÛÃ�&�5	�!),�����5�^�&�"+-���}%:� �&) �
%&	��f	 �aÈx�

� Â �!� ÉGî´�Mí � L�U�d@:=S < (AC)M [G] 8�(�X���B�=���ý���^¤ ���k��� �E� ZFM [G] � �@�P� ��� � �[� � ���õ� �k� �M����� § � � � � �����£��� � � � �{� ñ�ò ä�� ®k¯�ø�² ª@çè� � �� �  £��� � � â&���v�v� ��� ä�� ¤ � � �{� � ��� ��ß �£��� ä�� ä ���£����� � �£� ä�� � ª«�P���k�¡�� ¢
ZF ` (AC)←→ ∀x ∃x′ ∃β ∈ On ∃f (x′ ⊇ x ∧ f : β

surj.
−→ x′)

�
�(�X���B�=��� ���@�P��Ua��� ���£  � �¡
∗
¢

ZF ` (AC)←→ ∀x ∃β ∈ On ∃f f : β
bij.
−→x

�
ß �[�{� �@���b� �� £� �_� � � ��� � å ⇒ æ �ä{� å ⇐æ ��� �{� x′ ⊇ x

� ��� f : β
surj.
−→x′

��� � �vä � u :≡ {min f−1[{y}] | y ∈ x}
�@��� ���$� �7� u ⊆ β

� ���
g :≡ f � u � �k� �{�[��� Ì � � �� � �£��� g: u bij.

−→x
�M� ��� γ �����É° Ð ���jÐ��V�N² �Ä� ¶(�� [  �@��� �@��� (u,<)

� ���
π: γ

bij.
−→u ���[� ¦ �2���{� � ����� � ° Ð"�N�jÐ��V�N² �Ä�÷¦Q� � ¬ ��� ��� � �k¬$����� ����� (u,<)

����� ��� � �k� g ◦π: γ
bij.
−→x

�â   � �!� �k� ���£���v� �P�è� � � ��� � ������� ¡ ∗ ¢ �{� �q§  £  ��� ç �{� ¡4�I¢
(AC)M [G] � �k�(�   � ����� ä �{�[� � � � �{��� � �£�_���{�v��� ä �[�{�v�{�T�¡}1�¢

(∀x ∃x′ ∃β ∈ On ∃f (x′ ⊇ x ∧ f : β
surj.
−→x′))M [G] �

�(�X���B�=��� � �[� ä��\ä �{�[���{����� Ì � ���@���a�v� ���!� �k�,� �����{� OnM [G] = OnM = On∩M
¡q� �£� � � �DÜf�Ä� 1�¢� ���\�a��� M [G]

�
V
�Qâ�¤a� ��  �a�E� �{� � �@��� x ⊆ x′

� ��� f : β
surj.
−→x′

¡»� �[� � �|³�³ ¢ �� £��� �P�è� ��� � �£� ¬ � �
∀x ∈M [G] ∃x′ ∈M [G] ∃β ∈ On∩M ∃f ∈M [G] (x′ ⊇ x ∧ f : β

surj.
−→x′).� ��� �   � � x ∈ M [G]

�q� ��� ẋ ∈ M
¬ � � x = ẋG

�����
ZFCM �@�[  � � � �� [� ���«��� ¡ ∗ ¢ � (∃g ∃β ∈

On g: β
bij.
−→dom(ẋ))M

�"¨ �����{� (g: β
bij.
−→ dom(ẋ))M ⇐⇒ g: β

bij.
−→dom(ẋ)

¤ ����� �a� � � �a�[� �
∃g ∈ M ∃β ∈ On∩M g: β

bij.
−→dom(ẋ)

�D� ��� �   � � β ∈ On∩M
� ��� g ∈M ¬ � � g: β bij.

−→ dom(ẋ)
�

�&�@�P� ���f�dÜ � �k� h :≡ intG � dom(ẋ) ∈M [G]
�2â   � ��� �k� x′ :≡ ran(h) ∈ M [G] ��� �@�P��� �	�X��� � �£����@��� ẋG � �k� ẋG ⊆ x′

�}� ��� f :≡ h ◦ g
��´�� � �7� ran(f) = ran(h) = x′

��´~� ���{� ¤  £��� ¤a� �   � ���
f ∈M [G]

ä�� ä �{�[���{� ��ß �£��� ä�� �
h ◦ g= {z ∈ dom(g)× ran(h) | ∃u, v, w ((u, v) ∈ g ∧ (v, w) ∈ h ∧ z = (u, w))}

= {z ∈ dom(g)× ran(h) | ∃u, v, w ∈M [G] ((u, v) ∈ g ∧ (v, w) ∈ h ∧ z = (u, w))}¡=� �{����� g, h ∈M [G]
¢

= {z ∈ dom(g)× ran(h) | (∃u, v, w ((u, v) ∈ g ∧ (v, w) ∈ h ∧ z = (u, w)))M [G]} ∈ M [G]¡=� �{����� (Aus)M [G] ¢*�
x′ � β � ��� f � �£��� �   � � � �[� ¤ ��� �@� �[� ��� ç �{� ¡W12¢
���@¬ � � � �7� � �@��� � ¬!¬��$¤ � � �£� � ��� � ³�´��
â&���~�N�f�¥U�� ��� �N�f� �$� �@ [� �b� � � ��� � �
ê ÉaÇ�ë î´�/í4µ M [G]

:[U*<�C*:=?¿> 4 ü�oIO�S 4 >@DECPUPl�<»Dk>@?aU*:=<}:=g@CPU�9þH�A�C*S=S�g@HI? ñ�ò ø 8 L�U�:[U*<,A2>IU ⊆ hWpIS[C*:=?aU*<QC<»Dk>@?aU*:=<}:=g@C
ZFC

h)� 4 C*DJi�H�A�C*S=S/g@HI?
M
lbA2>IU

G
>@SÿU�LsS[C*i�C*?X<bC*?X<=Oao@S < 8
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.�ç y Ï{Ô 1 ß Ö�ÓbÒ*Ò���� è Ö�Ï*Ó ç ßjÔ�S�Ï�Ô!ÎVÎVà ×c�Oé��~ñ ß�S�Ý�Ó,× Ó
�/� Ì �����£���¿���{� ´ � �Q� � � �  � ���õ���{��µ\���a������ £� � �k� ä �{�[� � �àáZ�{���v� ô_� � � ���{� � �@�k� ���[�^µ\�����@��������k���{ [ [�{� ���«�  [�{� §�¤ ��� �@¤�ä�ª@�   ¤�� ��� �k��¡Y�f�«�Eä����Ä� ¢*�2¦Q� �k��¶ � �k���[� �  [� �Eª«�   ª@�v�7�s� � �P�  � �v���£� �   ä��@�   � �v� �E�1�¬ � � � �k�P�;�@�a� ��� §�� @�{� �   �

R = 2ℵ0.ô_� � � ���"�@��� ¬j�a� � � �@�2� �@�v� ���£�b¶ � �v�a�[� �  £� �Eª«� ������µ �������b�a��� �k���� £ [�{� ���@�  [�{�$���£�_è [���£� �k� � §�¤ ��� �@¤1�ä�ª@�   ¤X� �v��¶ � �k���[� �   äu�«�  /� �k� �X� � ��� � �@�v� R = ℵ1

��¨ �[� � �� [ £��� �[�V���£� � � ¬ ¶ �@� � � �� �� � � �P� � �@� � �£����{�[� µ\�����{ [ B�����,µ �������{�� [� � �v��«��� �7� � � �[���k�����a�[�^��� ¬ ���£� � ��¶&��� � �[� ����¬!�v�;Ë�� � �E� � � �@� �«¤ ���� § � ä{�ø 8 ���[  �u�â   � � ��� � �[��� ��ß��   ¤ ���v��� � �a� � �[�v� ���£� µ ������� �  £ [��� �«¤�äuª@�   ¤X� �k��� â���� �v� ã � ¬ �«� �£������� � � ���£������ � � �{ � �[�������@� ℵ1

�@�f�
P(ω) �@��� � �{����� ���a¦ � ���������{�����k� �v�P� ��� ´ � � ��� � �{� � ��� � ã � �7� �£��� � � � �����{�[���� ��  �P� � ��� � � �{ � �[�����@���j���{� ���@�   ℵ1

A�CPU-;_D*e�?BA@i�H�A�C*S=SÿU/�@�a� ���[��µ ������� P(ω)
A�CPU7;_D*e�?BA@i�H�A�C*S=SÿU*�´~� ¤  [��� ¤a�
ä��$ä ���[�@�����I� �@�k� �[� ����� ¤ � � � �«�P�è� � � ��� � � �v�X�«� �[��� ℵ1

� ��� P(ω)
ä*� � �v�P� ��� á�� � ��� ¬ ������ £ � ��� ´ � � �{� � �{� � �a� �@¤a� ��  �a�,� �£��� �¨ �£�t� ã �£���v�{� ���£� áZ� � ��� ¬ �f�a�� [  M ��� �	�X�a�[���k�$���£��� � ��� � �[�a� ��ß&�   ¤ ���v�a� � ��� P = (P,≤, 1P ) �[�

M �´~��� �{� P :≡ Fn(ℵ1,P(ω),ℵ1)
M = {p ∈M | p: dom(p)→ P(ω)∧ dom ⊆ ℵ1 ∧ p

M
< ℵ1} ���[�µ ������� �  £ [�{� �@¤�ä�ª@�   ¤X� �v�{� �X� � � �[�{ [ £��� �X� �a � �[���a��������� ℵ1 �[� P(ω) �a�@� ¤ �£ [��� � � ¬ á�� � ��� ¬ ������ £ 

M
�¥� �	�X�a�[���k� �a�[� ß��   ¤ ���v��� � �a� �«�a� P � � � �P� � p ≤ q :≡ p ⊇ q � � �a� 1P :≡ ∅

�
� ��� G ���[� P � �@�����{�v� �k�P� ��� � �[  � ��� §�¤ ��� M ¬ � �$ä{� ��� �a� �v�£�����$�@�����{�v� �k�P� ��� ´ � � �{� � �{� � �a� M [G]

�¨ �£� � � �k� ��� ¤ ���v�{� �v� �X� �@�k� M [G] |= ZFC � � ��� � �[� � �� £ [��� ä ���[�@������� �@�v� M [G] |= CH
�

� Â �!� ÉGîSµ�í}î ∃f ∈M [G] f :ℵM1
surj.
−→P(ω)M 8�(�X���B�=����� ��� f :≡

⋃
G
�¥´�� � �k� f ∈M [G]

� ���@���x® ⋃cP¯N,
² M [G] �
¡�� ¢

f :ℵM1 → P(ω)M
�

�(�X���B�=������� ���[� ´  £� ¬ ��� � � �@��� G �X�@� � � ��� � �~@� ¬ �X�I� � ¤  [� ��� � � �[�� £ [� �¥� �� � �[�@����� p:ℵM1 ⊃→P(ω)M� �[���/� � �� £� � f :ℵM1 ⊃→P(ω)M
� � ¬ dom(f) = ℵM1

ä�� �@���k��� ä �[���k����� ¤ � � � �@�P�2� � α < ℵM1 �M� � � �k�
α ∈ dom(f)

ä�� ä ���£����� ��� � �vä � � �[�{� ä{�
D :≡ {p ∈ P | α ∈ dom(p)}.

¨ ���@��� D = {p ∈ P | (α ∈ dom(p))M} � �7� D ∈M � �@�P� (Aus)M
�
D � �k� �a� �P�2� �[� P � � ¬ ���£� �ä{�\� � � �{���¨� ã �[�{�v� p ∈ P �a¦Q�k� α ∈ dom(p) � � ��� �k� p ∈ D � ��� � �[� � �[��� � �{� � �£� ��¦Q�7� α /∈ dom(p) �� � � � �vä � q :≡ p ∪ {(α, g)} � � � ¤ �{� g ∈ (ω2)M

¤ �� £�[� ¤ �[��� �7� ��� �Q�_� ���[� �(�  [  �q� �� � �£���T� g(n) = 0�q§ � �  £ [� n < ω
� Ê��M��� ¤X� �&� �7� q ∈ P � ��� q ≤ p � � ���k�����&���[  � q ∈ D �Mâ   � ��� �7� D ´  [� ¬ ��� � �����

M
� ���;�a� �P�2� �£� P �¥��� G �����a���v� �v�P�-§a¤ �{� M � �k� �X� ã � �7� �[�{� � p ∈ G ∩D �¥��� ���;� �k� p ⊆ f

� ���� � ���[  � α ∈ dom(p) ⊆ dom(f)
�¥� �[� �,�s� � ä{�\ä ���[�@��� � ç ��� ¡��I¢

¡}1�¢
ran(f) = P(ω)M

�
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�(�X���B�=����� ��� z ∈ P(ω)M = P(ω) ∩M

�¥´�� � �7� z ∈ ran(f)
ä�� ä ���£����� �¥� �[��µ\�{�����

D :≡ {p ∈ P | z ∈ ran(p)}

� �k� �{�[� ´  [� ¬ ��� � ���@� M � � ¬ ä��G� � � ���/��� ��� D ��� �P�2� �£� P � �7� � ¤ � � � �@�P�2� � p ∈ P
�"¨ �����{�

p
M
< ℵM1  � ��� p ��� �P�è�q� �{��� ¬ α < ℵM1 ���[�a��� ¨ �{� �Zä{�è� ��� � �{� ��â   � ��� ã � �7� �£��� � α < ℵM1

¬ � �
α /∈ dom(p)

�z� ��� q :≡ p ∪ {(α, z)}
� ��� ���x���£  � q:ℵM1 ⊃→P(ω)M � qM < ℵM1

� ��� q ≤ p
�

� �{�v���{��� �k� q ∈ D �/â   � �V� �k� D �£�c�a���Z© �I� �a� �P�2� �[� P ����� G ���[� P � �@�����{�v� �k�P� ��� � �£  � ��� §a¤ �{�
M � �k� �X� ã � �7� �£��� � p ∈ G ∩D �¥��� ���-� �k� p ⊆ f

� �a�;� � ���[  � z ∈ ran(p) ⊆ ran(f)
�B� �[� �(�s� � ä��ä ���£����� � ç ��� ¡W12¢

�
§ �_���{� â�¤�� ��  �a�v� ��� �E�k¤ � � �{� � �@��� ℵ1

� ��� P(ω)
ä{� � �v�P� �{� M � �a� M [G]

¤ � �@���P� ��� � �[�����[�a�[���
���@� ¤ ���v�{� �v� �����{�T�
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îSµ í�Þ � �{� (P,≤, 1P ) ���£��� � ��� � �[�a� ��ß&�   ¤ �@�v��� � ��� � P � �k� µ cvÉ�·�½¥Âf±�Å«Æ�¹��B±u±{Âf¼ :≡

∀λ < µ ∀p ∈ λP ∃q ∈ P
(
∀i, j ∈ λ (i < j → p(j) ≤ p(i)) −→ ∀i < λ q ≤ p(i)

) �
P � �k�

Éa·
ë�XÆ�¹q·
É8��É�·
½¥Â�±uÅIÆ
¹��B±u±�Â�¼�� �»�  [  � P ℵ1

�5�@¤ ��� �k�P�  [� �k� �{�;� �7�u�
Ý Â � Â��D� °�¼�½ îSµ í£¾ P � �k���   � � �@��� �@� � � �a� �@¤�ä�ª@�   ¤X� � �@¤ ��� �v�P�  £� �v� ����� � ����� � �{��� �@¤�äuª«�   ¤X� �v��«¤��k� ���[�@������� ≤ � ¶�� �k� �Z�[� P �{�[��� � � � ���v� �f�P� � � ��«� �£� P �X�«�u�� �[�_� ¤ ���������X���£��� � � � ��� � �[��� ��ß��   ¤ ���k��� � ��� (P,≤, 1P) � �7� �@� ¬ á�� � ��� ¬ �f���{ [  M � �«¤�äuª@�   ¤X� � �@¤1��@� �v�P�  [� �k� ���/�X���������a�[�����{�v�{�[���£� � ���$�{�[���{� �@¤aäuª@�   ¤X� �k��� µ\�{����� �X��� � � ��� � ��@� ¬ �X�I� � ¤  [��� �X� �� �� �[���a��� �@��� P � �k��� �£�����{�����£� ´  £� ¬ ��� � ���@� P � ���G���[�a�^��� ¬ ���£� �E�«¬ � � � � ���k� ���P� � � �a@� �����µ ������� �´~� ���£  � � � � ����� � �� £�����a��� � � �P�2� �£��� ´ � �X�   �E� ��� �v�v�«�Eä �
� Â �!� ÉGîSµ�í�d ¸~|fD

a, b ∈M
i�:=<

a
M
< ℵM1

e�?BA
h ∈M [G]

i�:=<
h: a→ b

:[U*<
h ∈M 8�(�X���B�=��� ´~� ����� § � � ������� �f� � ä � �   �»�  £  a = ω

ä{� ¤ � � � �@�P�2� �{� ��¨ ª@�  [���{�[���{� ���«¬ �{� ḣ ∈ M¬ � � ḣG = h
�
M [G] |= ḣG : ω̌G → b = b̌G

�a¨ ª@�  £�����£��� Ì ���a�[��� � ��� p ∈ G ¬ � � p  ḣ : ω̌ → b̌
�¨ �£� � � ¤ ��� � �{� ¬ � � ���[�a� ¬ � � �P�2�E� �{� �v�E� �k� ��¬ ��� � �

¡�� ¢ � �[��µ ������� D :≡ {q | ∃f ∈M q  ḣ = f̌} � �k� ��� �P�è� �£� P � � � �{� p �
�(�X���B�=���"Ì � � � �@�P�2� � r ≤ p

�Xâ � ¤ �{� � ���[� M � ���\�a�	�X���£���k� �{�[��� �X� �� � �[��� f : ω → b
� ���\���[�a�� �� £��� (ri| i < ω) �@��� Ì �����£��� � ���@��� � � � �P� ���£���Z��� ¬ ���£� �E�«¬ � � �� � � � �[�@�T� �"§ � �  £ [� n < ω ���£  �

r  ∃z ∈ b̌ ḣ(ň) = z
� ���@�P� �a� ¬Í�f�«�Eä$§a¤ �{��� �@��´ � ä{� �[�a�����-�@��� ¤ � �v�P� � ª �� �Zçè�X� � � �Ä� ä �£���v�{�� ��� ¬ �{ [�^ � �����{� � �[�_�{�[� r0 ≤ r

� ���V���[� f(0) ∈ b
�sª@�  £��� ¬ � � r0  ḣ(0̌) = (f(0))̌

�O� �� � � � �T��sª@�  £����� �E�k� �v� �P� ����� rn+1 ≤ rn
� ��� f(n+1) ∈ b

¬ � � rn+1  ḣ((n+1)̌) = (f(n+1))̌
� ��� ���j� �k�

(rn|n < ω) �{�[��� �@¤��7� �{�[���{����� ω ��� �� £�����£� P � � ��� � �����{�;���{� �«¤�äuª@�   ¤X� �k��� â�¤ ��� �k�P�  [� �k� �{� � ��� ��@��� P ��� ¤a� � � �{�[� q ∈ P ¬ � � ∀n q ≤ rn
�
q  ḣ : ω̌ → b̌

� ��� �q§ � �  [ [� n < ω � q  ḣ(ň) =
(f(n))̌ = f̌(ň)

�
q  ∀m ∈ ω̌ ḣ(m̌) = f̌(m)

� �a� q  ḣ = f̌
� ç ��� ¡4�I¢
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���
G ���{�����k� �k�P� � �k�s� ��� p ∈ G �a��� ¤a� � � ���[� q ∈ G∩D �è¨ ª@�  [� f ∈M ¬ � � q  ḣ = f̌

�a��� ���� �k� h = ḣG = f̌G = f ∈ M
� ³�´��

� Â �!� ÉGîSµ�í�� ℵM1 = ℵ
M [G]
1 8�(�X���B�=���-¨ �£� ä ���£�����/�X� �@�v� ℵM1 �{�[����¶ � �k���[� �   äu�«�  ��[� M [G] � �k�����¥�  [  � ��� �P�2� � � ���@� ¤a� � � �{�[���

Ê��k���[� �   äu�«�   α < ℵM1 � �������£��� Ì � � �� � �£��� h : α↔ ℵM1 � h ∈M [G]
�����«�P� �a� ¬ �@��� � ����� � �������{�� � ¬ ¬ � � �k� h ∈ M � � ��� � �£� �X�@¤ ���T� M |= h : α ↔ ℵM1

�M��� � �@�a�&�,§ �k��� � �@ [���{� M |= ℵM1 � �k�«���£����¶ � �v���£� �   ä��@�  }� ¨ �£����� �v� � ���P��� ³�´��

� Â �!� ÉGîSµ�í[ì P(ω)M = P(ω)M [G] 8�(�X���B�=���«Ì � � � �«�P�è� � x ⊆ ω � x ∈M [G]
�I´~� ���{� § � �"ä{�$ä �{�[���{��� � �@�k� x ∈M ��� ��� h : ω → {0, 1}�a�[� �P�X� � �  � �{�v� �7� � �v�P� � �X� �� � �£��� ����� x � h(n) = 1 ��� �Z� n ∈ x ��¨ �����{�þ�a��� â�¤�� ��  �f�E� �{� � ���{�� �	�X��� � �£����� �k� h ∈M [G]

�1���@�P� �a� ¬ � ¤ �[�@��� � � ¬ ¬ � � �k� h ∈ M �f��� �a� �@¤ �{��� �k� x = h−1[1] ∈
M
� ³�´��

�/�a�E�@¬!¬ �{�V��� ���   � ��� � �[�	� f :ℵ
M [G]
1

surj.
−→P(ω)M [G] � ³�´��

���@��� � ¬ ¬ �_¤ � �E� � ���@¤ ��� ���{� � ���«�u� �@�k� �[� M [G] �a�[� ô_� � � ��� �k�P� �s¶(��� � �£� �a��¬ �k�;Ëf� � �v� � � ���{� �q§  £  �� �k���
� Â �!� ÉGîSµ�í � ��C*:

T0

C*:=?/CxC*?BAaS :WNPOXC wMC*:=S i�C*?�d�CõA�CPU ����U*<QC*ijU ñ�ò ø 8 ¯ >@?X? d@:=S < ZFC |=
Kons(T0 + CH) 8�(�X���B�=���tÌ � � � �@�P�2� �_���£���s�{���� [� �P� �s©����£  ¬ �����@� T1 ⊆ ZFC �I���£�����k� � �@��� � � �q§ �����£��� �«�P�a� �� [�@��� ��a�j¶(��� �k� � �  � �[��� � �7�u�����«�P� ��� ¬ �  [ £��� ¬ ���£����� � ��^��� � �£��� �v�v�«�Eä � 1f�¥� ��� ¤a� � � �{�[����Ê��v�a�[� �   äu�@�  
θ � � �G� �@�k�V�  [ £� â(ã �£� ¬ � ϕ ∈ T1 Vθ − V

�5�«¤�� ��  �a��� �[��� �_��� ���[� â,ã �£� ¬ �-�[� V ���{  � �����_� �k�
(Vθ,∈) |= T1

�}���«�P� �a� ¬ â����7�_�@�   �Iã �[� ¬ � ��� ≺ �{�[��� ¨ � �  £���v�a� � ��� ���@� Vθ �}�"§ � � �{��� ∈ �� ��� ¬ �{  ϕ(~v) �����X���[�{�v�$�{�[��� X[²jÐzã���â«���X� �� � �£��� Fϕ:V r
θ → Vθ � � � �P� � Fϕ(x1, . . . , xr) :≡ � �@�

≺
�÷¬ �£��� ¬ �  [� ´  [� ¬ ��� � y ∈ Vθ ¬ � � (Vθ,∈) |= ψ(y, x1, . . . , xr) � �»�  £  � ϕ ≡ ∃v0ψ(v0, v1, . . . , vr)� ���\�{�[�V���{� � � � �[�@� � y � ã � �k� �[�{� � � � ��� Fϕ(x1, . . . , xr) :≡ 0

� ��� �7�u�� ��� N ���[� ⊆ � è [���£� �k� �$©����[  ¬ �{�����Z����� Vθ �/�a�[�j�@�����{� §a¤ �{������� �X� �� � �[�����{� Fϕ �@¤ ��� �k�P�  [� �k� �{�� �k���X��� ���[��µ\�{����������� ∈ ��� ��� ¬ �{ [� �«¤�äuª@�   ¤X� �b� �k� ��� �7� N �@¤�äuª«�   ¤X� � �¨ �£� ä ���[�@���x� � �ý� � � �P�G¦ �a� �  � �£���x� �@�P� ��� ¬ � ��� ¬ �{  �@�a�q¤��@� ��� �@�k�t� ����� � ��� ¬ �{  ϕ N − Vθ
��«¤�� ��  �a� � �7�u�¸ >@S=S�¹ 8 â_� � ¬ � �k� � �@� ¬ �� [� � �[�a� � �v�£��� �  [�{� � ��� � � �@¤�� ��  �f�u�¸ >@S=S.º 8 ϕ ≡ (ψ ∧ χ) ������� ϕ ≡ ¬ψ �¨���«�P� ¦ �a� �  � �£��� � �@��� �«���v� � �Eä{� ��� � �[��� ψ � ��� χ N − Vθ ��«¤�� ��  �a�u�u���,�@���v�v� ���{�� [���@� �v�P� �P���{�vè� §��a�q� �a����� �@¤�� �@  �a� ��� � ��� ¬ �� £� � �[�{����� �@¤a� ��  �a� � �£�����u�{�v��� ¤a�� � �P� ���[� Ì � �X�@�a�a�E� �a� �¸ >@S=S�� 8 ϕ ≡ ∃v0ψ

�/��� � �@�P�-¦ �a� �  � �£��� � �@��� �«���v� � �Eä{� ��� ψ N − Vθ
�5�@¤a� ��  �a� � �k� � � �@ [� �,�q§ � �  [ £�

~x ∈ N �
Vθ |= ϕ(~x) ←→ ∃v ∈ Vθ Vθ |= ψ(v, ~x) ←→ ∃v ∈ N Vθ |= ψ(v, ~x) ←→
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¡��è¢
∃f ∈ M [G] f : (κ+)M [G] surj.−→(κ2)M [G] �

â � �  £��� ä�� ¡W1�¢s¤ � � ��� �k�&¬�� �T�
¡RÜ�¢ ¡}�2¢ �
§ � i < n+1 � �k� ℵMi = ℵ

M [G]
i

� ��� (ℵi2)M = (ℵi2)M [G] � � �{�v���{��� �k� ℵMω = ℵ
M [G]
ω

�
¡»¤¥¢

(κ+)M [G] = ℵ
M [G]
ω+1

�
â � �  £��� ä�� ¡}02¢ � �¥�  [ ¥å i < n æ ¤ � � �{� �k�(¬ � �T�
¡ U2¢ �"§ � i < n + 1 ���[  � (2ℵi = ℵi+1)

M [G] �
â � �  £��� ä�� ¡}02¢ � �¥�  [ ¥å i = n æ ä ���£� �,¬ � �T�
¡ ��¢

(2ℵω = ℵω+1)
M [G] �

â&����¡ U2¢(� �a� ¡h��¢b� �� [� � (ZFC + 2ℵ0 = ℵ1 + · · ·+ 2ℵn = ℵn+1 + 2ℵω = ℵω+1)
M [G] � � ��� ���£� ��s� � ä�� ä �{�[���{� � ³�´��

Ý Â � Â��D� °�¼�½ îSµ í»î¥î µ\� � �a� ¬ð� �£��� � � ª«� ��� � �[��� � �{� � ��� � �[����  �@�v� ��� � � �P�;� � �  £��� ä�� ���a�Ä�aÈ$� �{� �� ���k� �k��  �«� �T����¶(��� � � �k� ��� ä �v� �k�   �E�«� �V��� � �[���a��� � ¦Q�7� � �Q�s� κ ���[�¿åE�����{�[����� � �{�5æ�¶Z  �@�v� ��� � �{� ¬ � � ��{� �Xª   �,¬ � �
Kon(ZF) −→ Kon(ZFC + 2κ = κ+).¡»� ��� � � � �{� §�¤ ���v £����� � � �P�;ä�� �A� ¤�� ���a� � ��  �P� � ´ �[���{� �v�P�X�I�=� ���õ���{��©���� ¬ κ ��� �q§  [ £��� ¬j�8� � ��¬åE�����{�[���a� � æ ä��þ� ���£� �ÿ¢ µ\� � ���£��� ¬�� �k�f� �  � �@��� �v�P� �£�����{����� Ì �����£��� � ��� �v¬ �������{�þ � �a� ¬ � � �q§ �åE�����{�[���a� � �Pæ�¶ � �k���[� �   äu�«�   � ��� ¬ � χ

Kon(ZF) −→ Kon(ZFC + ∀i < χ 2ℵi = ℵi+1)

¤ � � ��� � �{� �B���@�,� �[�{� � � ª«� ��� � �[��� � � � ��� � �[���$�@��� �v� � �z� ���a� �P� ¤ �{� ¬ ����� �k���P� �
Kon(ZF) −→ Kon(ZFC + GCH)

ä{� �@���k��� ä �[���k������� � � �£��� ¤ �{�bÉX¹}¹qÂ Ê��k���[� �   ä��@�  [�{� ¤ �{� §��  � � �P�2� �£� ��� �{�v���{� ¬$§��k� ��� �}ß �[�{� ä�� � �k��{�[� È;¹qÉX±u±{Âf¼j
g���IÅ2¸}¼�½Ã��� �Q� ���a���[�8�(µ � � �@��� � �{����� � ���[�a�þ¶�  �@�v� � P ����� Ì ���a�[��� � �������b�b������@�����{�v� �k�P� � � �[  � ��� �k�P� ���{�[��� ��� ���a�;�����X���[�{� ¤X� �v�@����� �P�2� � ©
�{�[ [è  �@�v� � �a�[� � ��� Ì ���a�[��� � ��� � è  �@�v� � �� ��� �@�a� L ^`_
��ã ä�� � §�� è��� � ������� Ì � � ��� � �����b�k��  �I� �£�@���V¶(��� � � �k� ��� ä ���@��}\ø 8 � � ¤ ��� � � � � � ���� ��� � �£����@�@� �k� � �  � �£��� ¬\�]ß � ��� � �[�a�����k���;µ\�f�a�� [  � L ���{�(«��� �7� � �  � � ¤  £���;µ\���a����� �
.�î y Ï{Ô 1 ß Ö�ÓbÒ*Ò���� è

¬CH
¦ �j���[� � � ¬ ¶ �@� � � �{ ��a�	�X���£���k��� � �£�
���{�����k� �k�P� � ´ � � ��� � �{� � ���@�����«�[�j�a�����{�$���[� ô_� � � �@� �v�P� �,¶&��� � � �� ���a¬ �k��Ë�� � �E� � � �&�����k [� �Eä{� � �7�u�2�&� � �P� �{�[���,���{���£����� � � � �@� � �£��� ��ß��   ¤ ���k��� � ��� � ���k����� ä{� �{�[��� ¬
á�� � ��� ¬ �f���{ [ a���£�� [�,�k���� £ [� ���@�  [��� � � �k� �����[�{� � ��� � ���(���£�&¶ � �k���[� �   ä��@�   �7� � �  �E� �~��� � á�� � ��� ¬ � ��a�� [  �bä�� ���{� ª ���a���v� � �(� � ���,�{�[���{�(�k���{ [ [�{� ���@�  /�@��� �7� � � ��� � �£� � �[�{�b���£��� �X� �� � �£��� c:ω → 2

�
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� ��� �   � � M �{�[��á�� � ��� ¬ ������ £  � ��� κ ∈ CardM
� � �	�����[�{�v�����[� � ��� � �£��� ��ß&�   ¤ ���k��� � ��� (P,≤, 1P )� � � �P� �

P = Fn(κ× ω, 2,ℵ0) = {p | p: dom(p)→ 2, dom(p) ⊆ κ× ω, p < ℵ0};¨ �£� ä�� �@���(���	�X�a�[���k�Z���[� ß&�   ¤ ���v�a� � ��� �@�a� P � � � �P� � p ≤ q :≡ p ⊇ q � � ��� 1P :≡ ∅
�

� ��� G ���[� P � �@�����{�v� �k�P� ��� � �[  � ��� §�¤ ��� M ¬ � �$ä{� ��� �a� �v�£�����$�@�����{�v� �k�P� ��� ´ � � �{� � �{� � �a� M [G]
�¨ �£� � � �v� ��� ¤ ���k��� �v� �¥� �@�k� M [G] |= ZFC � � ��� � �[� � �� £ [�{� ä ���[�@�����B� �@�k� M [G] |= ¬CH

�¥¨ �£�ä ���£����� ä�� � ª«�P���k� �M� �«�v� � � �£�-µ Ú á2Ü κ ����� � � ��� � �Z���{� �v�P� �[���a�������k���� £ [� ���@�  [��� ��� ¤a�u�Xâ � ¤ ��� � ��� �[�
M [G]

��� ��� f :≡
⋃
G
�

¡�� ¢
f : κ× ω → 2

�
�(�X���B�=������� ���[� ´  [� ¬ ��� � �s����� G �X�@� � � ��� � �_«� ¬ ���«� � ¤  [� �X� � � �[�{ [ £� �X� �a � �[���a��� p: κ×ω⊃→ 2� �[���/� � �� £� � f : κ×ω⊃→ 2

� � ¬ dom(f) = κ×ω
ä{� ���{�v��� ä �[�{�v�{����� ã �£���k� (α, n) ∈ κ×ω

¤ �{ [�£� ¤ �£� �¨ �£� � � ¤ ��� � �{� �£� V � ��¬ (α, n) ∈ dom(f)
ä{�\¤ � � ��� � �{� �B� �[� µ\�{�����

D :≡ {p ∈ P | (α, n) ∈ dom(p)}

� �k�&� �{����� (α, n) ∈ dom(p) ⇐⇒ ((α, n) ∈ dom(p))M � �@�P� (Aus)M ���[� ´  £� ¬ ��� � �@��� M �
D � �k� �a� �P�2� �[� P � � ¬ �a�[� ��ä��õ� � � ����� � ��� p ∈ P ¤ �{ [�[� ¤ �[� �B¦Q�7� (α, n) ∈ dom(p) � � � � �[��� � �£�� �{� � �[� �B¦Q�k� (α, n) /∈ dom(p) � � � � � �Eä{� � q :≡ p ∪ {((α, n), 0)}

����� �a�c�@�[  � q ∈ P � ��� q ≤ p
�

� �{�v���{�$� �7� q ∈ D
�"â   � �-� �7� D ��� �P�2� �[� P �z� ��� p ∈ G ∩ D

�
��� �a�G� �k� p ⊆ f
� ���ý� �j� �� [� �

(α, n) ∈ dom(p) ⊆ dom(f)
� ¨ �����{� ���{� â&¤�� ��  �a�E� ��� � �a��� � �@� ¬ ��  (α, n) ∈ dom(f)

� �@ [� �
((α, n) ∈ dom(f))M [G] �X�a�[� �_�s� � ä�� ä �{�[���{� � ç ��� ¡4�I¢
�
§ � α < κ �a�	�X���£���k�

cα :≡ (f(α, n) | n < ω).�&�@�P� ¡4� ¢ � �k� cα ∈ ω2
�¥� �£� � �+þ Ð`\���ÒT�����@�  [�{� � �£��� �X��� � � �{� � ���@��� �k�P� �[�{�����b�¡}1�¢

∀α < β < κ ∃n < ω cα(n) 6= cβ(n)
�

�(�X���B�=���þ´~� � �7� ���[� ´"ã � �k� ��� ä ���[�a� � n < ω
ä��;ä ���£�����/� � �^� ��� f(α, n) 6= f(β, n) � �7�u��ß �£��� ä��� � ¤ ��� � ��� � �[�b�£� V ��� �{�

D :≡
{
p ∈ P

∣∣∣ ∃n < ω ((α, n) ∈ dom(p) ∧ (β, n) ∈ dom(p) ∧ p(α, n) 6= p(β, n))
}
.

µ � � � �£� �2�  [�{� �P�2� �B� ��� �a�[�j�a�	�X���£���k������� � ��� ¬ �{ ��@��� D � � ���É����� ª �����{� � �����a��� â&���v�v� ��� �@�a�
M �v�{  �«� �£���[�{� �_� ���k�����\ � ���T� ä«�FÌ�� �@�[  � � ¬ �B�  [  (α, n) � (β, n) ∈ dom(p) �

(p(α, n) 6= p(β, n))M
³�³
⇐⇒ (p(α, n))M 6= (p(β, n))M

³�³
⇐⇒ pM(α, n) 6= pM(β, n)

⇐⇒ p(α, n) 6= p(β, n).
�&�@�P�

(Aus)M �@�[  �~�   � � D ∈ M � D � �7� �a� �P�2� �£� P � � ¬ �a�[� ��ä�� � � � ������� ã �[�{�v� p ∈ P ¤ �{ [�£� ¤ �£� �¨ ���@��� (p < ℵ0)
M � ��� (κ× ω = κ · ℵ0 ≥ ℵ0)

M � ã � �7� �[�{� � �{�[� n < ω
¬ � � (α, n) /∈ dom(p)� ��� (β, n) /∈ dom(p)

��� �{�
q :≡ p ∪ {((α, n), 0), ((β, n), 1)}.
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��� ���;� �k� q ���£��� �X� � � �[�{ [ [� �¥� �� � �[�@� �@��� κ× ω � �@�P� 2 � � ���k����� q ∈ M � ��� qM < ℵ0

�¥´~� ���[  �
q ≤ p

� ��� q ∈ D �Xâ   � � � �k� D �[�V�����(© �«� �a� �P�2� �[� P ��� �{��� � � p ∈ G ∩D �¥��� ���;���£  � p ⊆ f
�¨ ª«�  [� n < ω

¬ � � (α, n), (β, n) ∈ dom(p)
� ��� p(α, n) 6= p(β, n)

�X��� ��� ���£  �
f(α, n) = p(α, n) 6= p(β, n) = f(β, n).

ß �[�{� �@���b� �� £� � (f(α, n) 6= f(β, n))M [G] �X���£� �_�s� � ä�� ä ���£����� � ç ��� ¡W12¢
¦Q¬ µ\�f�a�� [  µ Ú á2Ü����£  � � �@� ���	�

2ℵ0 = ω2 ≥ {cα | α < κ}
(2)
= κ

(∗)
= κ.

¦Q¬ �¥�  £  κ = ℵM2 � �k� � �@¬ � �!�«¤ �{�!�a� �P� ��� �P�2� ���[� � �{� �«� �[���ý���{��¶(��� � �[� ���a¬ �k��Ë�� � �E� � � �\�[�µ Ú á2Ü,��� ä ���£� � � � � � � ���{�� ¤X� � �_ª �v�@�~� �@�v� ���[� ¶ � �k���[� �   äu�«�   ℵ2 ��� � á�� � ��� ¬ ������ £  � è £���[�a����   � ���[� ¶ � �k���[� �   äu�«�   ℵ2 �a���������a���v� �v�P� �{� ´ � � ��� � ��� � ���þ� �k��� © �I�E�Eª«�P�  [� �P� �@¤ ��� � �[��� ¤ �{�b������@���v�@� �k� �� £  � �{�V¶&��� �k� � �  � �£����¶ � �v�a�[� �   äu�@�  [��� �@¤�� ��  �f�_ä{� � �v�P� �{� M � ��� µ Ú áAÜ �8ß �[��� �q§ � ä ���£������ �£���f� �@�v� �a�[� ¤ ��� �a�vä{� � � ��� � �£��� ��ß&�   ¤ ���k��� � ���j�{�[��� ¤ � �k� � ¬ ¬ � ��«� ¬$¤ �£� �«� ���v� �v�P� � ´ �£����� �k�P�X�«�=����«� �X���£�����[� â&¤�� �@  �a�v� ��� � �����(¶ � �v�a�[� �   äu�@�  [����� ¬!�  [� ä �[�{� ���
ë ö ê4ë Öã���Úù�ö4ò�À`�´��íxö«� ÷8øtñ ½àö�ô/ñ òC� ÷8øCÀo#=�1ñ ò�óP�Oò

P� �[�,¶ � �v�a�[� �   äu�@�   �k� � �  �v� � ���£��� � µ\�����{ [  �
� �[�v��� � � �P� ���[�,¶�  �«�v� �,���{� â�¤�¤ �[ [� � �����{� f : α→ β¤ � �7� � ¬ ¬j����â �����{��� ¬!¬ �{��� ḟG : α → β
� ��� 1P  ḟ : γ̌ → δ̌

�Z�B�  [  � p  ḟ(α̌) = β0 �
q  ḟ(α̌) = β1 � � ��� β0 6= β1 � � � � �[�a�����[� Ì �����£��� � �a����� p � ��� q �£��@� ¬ �X�I� � ¤ �� }� p ⊥ q

��¨ �{���� �£� � � � �{�&�{�[��� ¬ �XHI<5C*?X<»:WC*S=S[C*? F!C*DJ< ���@� ḟ(α̌) �{�[� β �@��� �7� � � ����� �q§ �b� �@� � � �{�[��� Ì �{���[��� � ��� p¬ � � p  ḟ(α̌) = β ��� ¤a� � � � �q§a� � � �{�[���_�@�v� � �(µ �������b�@��� � � � ��� � �£�� £ [��� ¨ ��� � �{� ä{� �{�[���{�~� ¤ ��� � ��@�v� � �{� y�?X<»:[p2C*<}<QC �[� P �¥� �ô���/ä{� ���[�a����µ ������� ����� �X�@� � � ��� � � � �2�@��� � � ª �@ [� �P� ��� Ì �{���[�a� � �����{� �â&�a� �a�[� � � ¨ �{� � ��  ª@�v�7�(� � �P� ���{� ¨ ��� � � ¤ �{�v��� �P� �@��� ḟ �k�P� ��� � ¬ á�� � ��� ¬ �f���{ [  ¤ � �v�P� � ª ��«��� �
	 Â�
"¼
¸=Ç ¸��M¼ îS¶ í»î � �{� (P,≤, 1P ) ���£��� � ��� � �£��� ��ß&�   ¤ ���v��� � �a� � ��� κ ∈ Card

�~¨ �[�!���	�X�a�[� ��k���T�¡»�2¢
A � �k� �{�[���Z¯�¼BÇ ¸��¥Â2ÇuÇ�Â��£� P :≡ A ⊆ P ∧ ∀p, q ∈ A (p 6= q −→ p ⊥ q)

�
¡q¤¥¢

A � �k� �þÉ�,�¸�� ÉX¹qÂ\¯�¼BÇ ¸��¥Â2ÇuÇ�Â!�[� P
:≡ A � �k�,â � � �[«� �v� � �£� P ∧ ∀A′(A′ ⊇ A ∧ A′ � �k�,â � � �[«� �v� �Z�[� P −→ A′ = A)

�
¡»�u¢

(P,≤, 1P )
�X�«� ���£� κ cP¯�¼MÇ�¸��¥Â2ÇuÇ�Â�¼»c¤��¸q½¥Â�¼
±uÅIÆ�É8
WÇ :≡ ∀A (A � �k�,â � � �[«� �k� �Z�[� P −→

A < κ)
�

¡ � ¢ (P,≤, 1P )
�X�I� �a�[�!É�·
ë��Æ
¹q·
Éx�IÂG¯�¼MÇ�¸��¥Â2ÇuÇ�Â�¼»c¤��¸q½¥Â�¼
±uÅIÆ�É8
WÇ :≡ (P,≤, 1P )

�X�I� �a�[� ℵ1

�â � � �[«� �k� ��� �5´ �[���{� �v�P���«�=�u�
ê ÉaÇ�ë îS¶ í�Þ ¸�|�D�>@S=S[C~9cC*?�d�C*?

X
4 CPU*:=<[ü�<�A@:WC m�>@S 4 HIDkA@?Xef?�d

Fn(X, 2,ℵ0)
A@:WC�> 4 ü�oIO�S 4 >@DEC�y�?X<»:[p2C*<}<QC*?XhL�:Td�C*?aU�NPOa>kzJ< 8
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�(�X���B�=��� â �����{��� ¬!¬ �{��� A � �{�����£��� §�¤ �{� �@¤aäuª@�   ¤X� �k� â � � �£@� �k� �õ�[� Fn(X, 2,ℵ0)
�_��� �a�[�

���{�v�{�[���£� � ��� �@��� �@¤�ä�ª@�   ¤�� � ���[�{ [�{� ���f�P�a�k� �{� � �@¤�ä�ª@�   ¤�� �v�{� µ\�����@��� �����P���k� ��� � �@¤�ä�ª@�   ¤X� �� �k� ���@� ¤a� � � ���£� n < ω
� �a�¿���£� §�¤ ��� �@¤�ä�ª@�   ¤�� �v� � A′ ⊆ A � � �\� �@�v� ∀p ∈ A′ p = n

��¨ ª«�  [��{�[� ¤ � ä�§ �� £� �P� ����� ¦ ��è  ��� �[��� ¬ �Iã � ¬ �  [� � r ∈ Fn(X, 2,ℵ0) � � �;� �@�v� � � �{�[� §�¤ ��� �«¤�äuª@�   ¤X� �k� �
A′′ ⊆ A′ ��� ¤a��¬ � � ∀p ∈ A′′ r ⊆ p

�B¨ ª@�  [�j���[� ¤ �{ [�[� ¤ �[�@� � p0 ∈ A
′′ �M¨ ���@���õ������µ �Iã � ¬ �  [� �Pª«��@��� r  � �����{� � �[� �q§ � � ����� � x ∈ dom(p0 \ r) ���[� �a�f�P���7� �{� �Z�@¤�ä�ª@�   ¤�� �v� � Bx ⊆ A′′

�sª@�  [�{���� �;� �«�v� ∀p ∈ A′′ \ Bx x /∈ dom(p)
�M� � �Eä � B =

⋃
x∈dom(p0\r)

Bx

�j�"§ � �  £ [� p ∈ A′′ \ B ���[  �
� � ��� dom(p) ∩ com(p0) = dom(r)

� �a� p ∪ p0 � �7� �{�[��� Ì �{���[��� � ��� �[� Fn(X, 2,ℵ0)
����� ����«¤ �{� � �[��� p � ��� p0 ���{� �v�P� �[���a��� � ���\@� ¬!�X�«� � ¤ �� }��� ¤2� � �   A �{�[��� â � � �[@� �v� � �£� Fn(X, 2,ℵ0)� �k���a¨ �[���{� �k� � ���P�/� ³�´��

¨ �£�& � �����{�õ� � � ���[�a�Zæ«� ¤ �{�v��� �  � ��� � ���[�@��� �k�P�X�«�=�_�j�q§ � �X� �a � �[���a��� ä ���[�@�����M���[� ¤ � �E� � � �/� �@�v�� �£� �X� �a � �[���a���;�a�����@�����{�v� �k�P� ��� ´ � � ��� � �{� � ����� ¬ á�� � ��� ¬ ������ £  ¤ � �&�@�a�~�@¤�äuª«�   ¤X� �v� â�¤2� �{� ��P�è� �a����� �@��� �k� ã � ¬ �£���v�{�V � ���a��� �
ê ÉaÇ�ë îS¶ í£¾ ��C*:WC*?

a, b ∈M
ef?BA

f ∈ M [G]
l
f : a→ b 8Ó¯ >@?X?�d@: 4 <,CPU�C*:=?/C2¸/e�?apI<}:WHI?

F ∈ M
l

F : a→ P(b)
l~U�H A2>IUPU

3 > 6
∀x ∈ a f(x) ∈ F (x) �35476
∀x ∈ a F (x) ≤ ℵ0 8�(�X���B�=��� ¨ ª@�  [� ���£����� �&�@¬ ��� ḟ ∈ M

¬ � � ḟG = f
� ¨ ª@�  [���{�[� p ∈ G

¬ � � p  ḟ : ǎ →
b̌
�_� �	�X���£���k� F : a → P(b) � � � �P� F (x) = {y ∈ b | ∃q ≤ p q  ḟ(x) = y̌}

��¨ �{�����Ä���{�� �	�X���£��� ¤X� �v«��� � �a��� � ��� � �[��� �a� �{  �«� �[��� �[� M � �k� F ∈M �¡»�2¢ZÌ � � � �«�P�è� � x ∈ a ��� �{� f(x) = y
����� ��� ��� ¤f� � � ���£� q ∈ G � q ≤ p

¬ � � q  ḟ(x) = y̌
���&�@�P�� �	�X��� � �£��������� F � �7� � � ��� f(x) ∈ F (x)

�¡q¤¥¢qÌ � � � �@�P�2� � x ∈ a �8� ��� �  [  y ∈ F (x)
�_ª@�  [���{�[��� Ì �����£��� � �a� py ≤ p

¬ � � py  ḟ(x) = y̌
�

¡�� ¢ �"§ � y, z ∈ F (x) � y 6= z � �7� py ⊥ pz
�

�(�X���B�=���Üâ �������a� ¬ ¬ ���/�~� ���_ª �k� q ≤ py, pz
����� ��� q  ḟ(x) = y̌ � q  ḟ(x) = ž

� ���
q  ḟ : ǎ→ b̌

�Xâ   � � q  y̌ = ž
� ��� y = z � ¨ �[���{� �v� � ���P��� ç ��� ¡4�I¢

���@¬ � � � �7� ���£� â�¤�¤ �£ [� � ��� y 7→ py ���[�a� ¦ � � �{ � �[�@� �@��� F (x) �[� ���£� â � � �[«� �v� � {py | y ∈ F (x)
�

�&�@�P� �a� ¬ ���@� � ���@� � �{������� �a�«�Eä � �7� {py | y ∈ F (x)
�����P���7� ��� ���@¤�ä�ª@�   ¤�� ��� �   � � F (x) ≤ ℵ0

�³�´��

ê ÉaÇ�ë îS¶ í�d y�?�d�C*?/HIi�i�C*?al�A@:WC~¸�HIDEN*:=?�d@hWmZ>@S 4 HIDkA@?Xe�?�d
P
4 CPU*:=<[ü�<�A@:WC\> 4 ü�oIO�S 4 >@DEC�y�?X<}:[p2C*<»<5C*?XhL�:Td�C*?aU�NPOa>kzJ< 8O¯ >@?X?!:[U*<�A@:WCØ¸�HID*i�C*SB`

β
:[U*<"C*:=?/C�Rj>@DvA@:=?B>@Sôü�>IO�S�� > 4 U�HIS ef<¥ü�r~:[U�NPOXC*?

M
ef?BA

M [G] 8�(�X���B�=��� ¨ �{��� M [G] |=æ β � �7� ���£���V¶ � �v�a�[� �   äu�@�   � � � �õ� �k�!�«���P� M |=æ β � �k� ���£����¶ � �k��� �� �   ä��@�   � ��� � ���[� µ\�{����� ����� â�¤�¤ �[ [� � �����{�c�@��� β � �«�P� β �£� M �������[� M [G] ���@� �X� �a�������{�â&¤�¤ �£ [� � �a�����V� �7�u�
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	���`�� ���5	îÛ&	�� ������� 	Ä�!)b���f�7� �
	���� ��)b�
¬ (AC)

. ��� 1
Ì � � � �@�P�2� ��� � �c����� �¥�  [ }�M� �@�v� M [G] |=æ β � �k� �¥Â�¸}¼�Â-¶ � �k���[� �   ä��@�   �E�X¨ ª@�  [�j���[� α < β

� ����{�[��� �f� � � �� � �£��� f :α → β
�"��� ���¿� �k� α > ω

�W�&�@�P� ��� ¬ �@��� � ����� � �������{� �a�«�Eä  � ���a��� � �[��{�[��� �X� �� � �[��� F ∈M �sª@�  £��� ¬ � � F :α→ P(β)
� �a�¡»�2¢

∀x ∈ α f(x) ∈ F (x) �¡q¤¥¢
∀x ∈ α F (x)

M

≤ ℵ0
�

���
f
�k� � � �{ � �£�!� �7� �����[  � � β ⊆ ⋃

x∈α F (x)
� �a� βM ≤∑

x∈α ℵ0 ≤ α
M
ℵ0 ≤ alpha

M

≤ α
�èâ   � �

M |=æ β � �7� �¥Âf¸»¼�Â^¶ � �v�a�[� �   äu�@�   �P� ³�´��
¨ ���a� � �£��� � �õ���[��� ¤ �[��� � ��� � �£��� ��ß&�   ¤ ���k��� � ��� Fn(κ × ω, 2,ℵ0)

¬ � � κ = ℵM2 ���@�v��� ��¬ �{���� � �@�[  ���q§ �,���£���������a���v� �v�P� � ´ � � ��� � ��� � ����µ Ú áAÜR�
(2ℵ0)M [G] ≥ κ = ℵM2 = ℵ

M [G]
2 .

���@¬ � � � �7� µ Ú áAÜb�{�[� µ\������ £ _���{� � ��� �«� �£���ý������¶(��� � �[� ���a¬ ����ß«Ë�� � �E� � � � �~¨ �[�$�{� �X�   � �{� �   ��k��  �«� �T��� � ¶(��� � � �k� ��� ä �v� �v�   �P�«� �
ê ÉaÇ�ë îS¶ í4� ®Jø��MÆ�Â�¼~² F!C*?X? ñ�ò ø p2HI?aU*:[U*<QC*?X< :[U*<=lZU�Hþ:[U*<�>@e¥NPO A2>IU ����U*<5C*i

ZFC + ¬CHp2HI?aU*:[U*<QC*?X<
dM/ è Ï{Ó è"ÓbÒ{ÑMS�Ï*ÐjÓ ç ß ÔV× Ï�×cS�Ó,Ô�Õ ÐjßjÔ

¬ (AC)
á

� ¬ Kon(ZFC) −→ Kon(ZF + ¬ (AC))
ä{�þ¤ � � ��� � ���/� ���@¤ �{� � �£��� �@�P� ³´³ ñ�ò ø � ���c���[�´"ã � �7� �{� ä �{�[��� � á�� � ��� ¬ ������ £  � M ����� �@���vä{��� � �Eä ��� � ����a�[� ´"ã � �k� ��� ä ���[�a� � ©���� ¬ � � M ′ ä���@���k��� ä �[���k����� � �õ� ��� (ZF + ¬ (AC))M

′ ���[  �u�Ì � �v� �{� �_� � �7� � �E� M ′ ���£������� � � �v� �������a���v� �v�P� �´ � � �{� � �{� � �a���@��� M �X� �£� � � �k� �£����� ¬ � � � ä���¤ � �X� �a���� £������� �¥�  £ M��� �P�2�b¬ � �� [� �P� �è� � �[� � �{������@�����{�v� �k�P� ��� ´ � � ��� � ��� � ���Z����� M � �@��â&���k�s�@�   �Iã �[� ¬ ���[  �u� ¨ �[� �sª@�  £��� �q§ � M ′ �{�[���b�@�����£����� � �©����£ [è  �«�v� ���{�[���{�b�����{�[���a� � �{�\�@�����{�v� �k�P� ��� ´ � � ��� � ��� � ��� �@��� M �Ì ��� ¬ ���@�P�2� ��� � �������v�{  �«� �£�@��� ¶&��� � � �7� ��� ä �@��� (AC)
�X�@¤ ��� � �[��� �@� �[�a�����k��µ �f���{ [  HOD ���{��{� ¤  £� �P� ���v�a�[� �   äu�@�  [�����X���[�{� ¤X� �v��� µ\�{�����{� ¤ � � � �@�P�2� � � � � �[� � � �u0a�dÜ���¨ �[�~���{� �  £ [��� ¬ �{�[���{�v�����[� � �¶(��� �7� � �  � �[��� � �[� � �@ [� ���¨� �{� A �{�[�V©���� ¬Í¬ � � A ∈ V ��� ���

OD(A) :≡
{
x

∣∣∣ ∃ θ ∈ On ∃χ ∈ Fml4(∈̇) ∃α < θ ∃z ∈ < ωA

( x ∈ Vθ ∧ z ∈ Vθ ∧ A ∈ Vθ ∧ ∀y ∈ Vθ (y = x↔ (Vθ,∈) |= χ[y, α, z, A]))
}

�a�[�ZÈ;¹qÉX±u±{Â-º�Â � Æ ·~Â�� A ���Iº
¸»¼�ÉX¹»ë2É�Æ
¹»º�Â�
"¼
¸qÂ�� ·
É8� Â�¼ÁÃÂ�¼�½¥Â�¼ � ���
HOD(A) :≡ {x | TC({x}) ∈ OD(A)}

�a�[�\È;¹qÉX±u±�Â º�Â�� Æ ·~Â�� A Â�� ·"¹»¸}ÅIÆ»c¤���Iº
¸»¼�ÉX¹»ë2É�Æ
¹»º�Â�
"¼
¸qÂ�� ·
É8� Â�¼ ÁÃÂf¼�½¥Â�¼ ��´ � �v�v� �k� �P� �{����u0a� �$ä ���[� �,¬�� �/��� ��� HOD(A) �{�[�V�[�a�����k� � µ\������ £ ������&µ\�{�����{�� [� � �v��� �7� ��� �ô��� � � �[� �X�«¤ �{�
ê ÉaÇ�ë�Þ�·�í»î L�U�d@:=S < ZFC ` (HOD(A)

:[U*<�<}Dk>@?aU*:=<»:=g
) 8�È U*</zuC*DJ?/C*D ϕ C*:=? ZF

h»y_%�:WHIiúH�A�C*D�C*:=?/C
È ?aU*<÷>@?�ü�C*:=?/CPU ZF

hg��NPOXC*i!>IUPl U�H d@:=S <
ZFC ` ϕHOD(A) 8


