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In diesem Vortrag soll gezeigt werden, dass ein A>-Martingal genau dann S-stetig ist, wenn seine
quadratische Variation es ist. Zum Beweis dieses Satzes werden im Wesentlichen die DOOBsche
Maximalungleichung sowie zwei weitere Lemmata benétigt, die wir im folgenden vorstellen und
beweisen werden. Wir halten uns dabei stark an die Ausfithrungen in S. ALBEVERIO et al. [1].

Sei im folgenden stets (€2, o7, P) ein hyperendlicher Wahrscheinlichkeitsraum und 7' = {to,t1,...,t¢}
mit 0 =1y <ty <...<t¢ =1 eine hyperendliche Zeitachse. Zuerst einige

Definitionen:

Eine interne Abbildung X : Q x T' — *R heifit interner Prozess, kurz (X;)er. Fiir ein
festes w € Q heifit die Abbildung ¢ — X;(w) Pfad des internen Prozesses X.

Fir 0<i<¢ -1 und w € € bezeichnen wir mit

AXy (w) = Xy, (W) - Xy, (w)

1+1

die internen Zuwdichse von X. Mit s =1t; und ¢t =t; schreiben wir abkiirzend

t J-1
Zzz X (w) = ];th(w) = X, (W) + Xppy (W) +00+ X, (W)

(Damit ist X;(w) also nicht in der Summe enthalten.)

Eine interne Filtration auf Q ist ein Tupel (Q, (&Zg)tET,IP’), wobei (% )ter eine monoton
wachsende interne Folge interner Algebren auf € ist. (Da wir stets fiir &/ die interne
Potenzmenge von 2 nehmen, sind die 2% automatisch Unteralgebren von <7.)

Ein interner Prozess (X¢)twr heifit *-adaptiert beziiglich der Filtration (Q, (szft)teT,P), falls
X; fir alle t € T' o/-messbar ist.

Ein interner Prozess (M) heifit Martingal bzgl. der Filtration (Q, (%)teT,]P’), falls gilt

(i) M ist *-adaptiert
(ii) Fiir alle s,t €T mit s <t und alle A € o7 ist E(14(M; - Ms)) =0.

Ersetzen wir das Gleichheitszeichen durch ,>“ bzw. ,<*, so heiit M Submartingal bzw.
Supermartingal.

Sei X : Q xT — *R ein interner Prozess. Der Prozess [X ] : Q2 x T — *R definiert durch
. 2
[X](w,t) = )] AX,(w)
s=0

heilt quadratische Variation von X.

Ein Martingal M : Q x T —s *R heiBt A\2-Martingal, falls °IE(Mt2) < oo fiir alle t €T



e Eine interne Abbildung 7 : Q@ — T heiit interne Stoppzeit, falls {w | 7(w) < t} € o fiir
alle teT.

Fiir eine interne Stoppzeit 7 und ein Martingal M wird der gestoppte Prozess M, definiert
durch

(M7)¢(w) = Mpr(w) (w)-

e Ein Martingal M heifit lokales A\? -Martingal, falls eine monoton wachsende Folge (7, )nen
interner Stoppzeiten existiert, sodass gilt:

(i) Fiir alle n € N ist der gestoppte Prozess M;7, ein A2-Martingal.

(ii) Fiir fast alle w € Q existiert ein n € N, sodass 7, (w) = 1.

o Fiir zwei gegebene interne Prozesse X,Y : Q xT — *R ist das stochastische Integral
definiert durch

¢ t
/0 XdY =Y X,AY,.
5=0

e Ein interner Prozess X : Q x T heifit S-stetig, falls fast alle seine Pfade S-stetig sind..
Definition: Wir definieren eine Aquivalenzrelation ~; auf  durch
Wi VAed(weA=oweA).
Die zugehorige Aquivalenzklasse ist dann also
[wle=HAe|weA}.

Ein Martingal und eine interne Stoppzeit lassen sich mit Hilfe dieser Aquivalenzrelation wie folgt
charakterisieren:

Proposition:

(a) Sei M ein Martingal. Die beiden definierenden Eigenschaften (i) und (ii) eines Martingals
kénnen umformuliert werden zu

(i) VteT Yw,& € Q(w~ & = My(w) = My(@)).
(ii") VteT VweQ Y AM(@)P({@})=0.

&)E[w]t
(b) 7:Q — T ist interne Stoppzeit <= Yw € Q(T(w) =t=>Voew:7(w) = t).

Beweis:

(a) (i) = (i")“: Sei t € T. Da M *-adapiert ist, ist M, (I) € o fiir alle Intervalle I c *R,
also insbesondere
Vo e *R: M7 ({z}) € 4.

Seien w, @ € Q mit w ~; @ und sei z := M;(w) € *R. Dann

M ({a}) ety = (weM,'({z}) = veM;'({z}))
= (Mt(w) =z < M/(®) =33)
— M (w) = My(@).

Also ist M; auf allen Aquivalenzklassen [w]; konstant fiir alle ¢ € 7.



»(1") = (1)“: Sei t € T' und M, sei konstant auf allen [w];. Sei I c *R ein Intervall.
Da  hyperendlich ist, ist I n M (Q) = {x1,...,2x} mit K € *"Nund z1,...,2x € 'R,
also

T

MY = My (10 M) = M, ( {xi}) _ G M ()

i=1

Da M; auf den Aquivalenzklassen konstant ist, ist jedes der M;!({x;}) Vereinigung
von endlich vielen Aquivalenzklassen, also ist auch M, ! (I) endliche Vereinigung von
Aquivalenzklassen. Da die Aquivalenzklassen in .7 liegen, ist auch M;(I) € o7. Also
ist (My)ser *-adaptiert.

L(i) = (it")“: Sei s; € T und w € Q. Da [w]s, € @, und s;41 > s;, gilt aufgrund der
Martingaleigenschaft, dass

Y AM,(@)P({}) =0.

welwls,

(") = (ii)“: Sei A € & und seien s,t € T mit s < t. Es gilt:

>, (My(@) - My(@)) P({@}) = X0 | X AM(@) | P({&}) = 3 ) AM (@) P({@}).

( ) t
weA weA \r=s r=s 0eA

Da (4 )ser eine aufsteigende Folge interner Algebren ist, gilt A € 7, fiir alle r € [s,].
0.B.d. A. sei A+ @. Fiir jedes 7 € [s,t] lisst sich A dann disjunkt in Aquivalenzklas-
sen zerlegen, d.h. A =J;[w;],. Es ergibt sich also:

t

Y (My(@) - My(@))P({@}) = )] Z] AM, (@) P({@}) =0,

weA r=s j Welw;

wobei wir im letzten Schritt die Voraussetzung verwendet haben.

VieT:{r<tled < VteT:{r=t} e
VteT : 1y,—y ist -messbar

T ist Stoppzeit

Vw,JJ € Q(w ~ W = ]l{,rzt}(w) = ]l{'r=t}(‘;)))
VweQ(r(w) =t = Vo e [w],: T(0) =t).

rrtt

Corollar: Sei X : QxT — *R *-adaptiert und M : Q xT'— *R ein Martingal. Dann ist auch
[ X dM ein Martingal.

Beweis: Sei t € T. Da X *-adaptiert ist, ist X auf den Aquivalenzklassen [w]; konstant. Daher

> a( [ xam)@P(eh = Xiw) ¥ AMG)B{E}) =0,

welwlt we[wl:

weil M ein Martingal ist. |



Lemma (Doobsche Maximalungleichung):
Sei (M )¢er ein positives Submartingal und p € *R mit p > 1. Dann gilt fiir alle t € T":

Bsup M2) < (L) EQU7)

s<t
Beweis: Wir fithren den Beweis in zwei Schritten:
(i) Sei z € *R,. Wir definieren eine Stoppzeit 7: 2 — T durch
T(w) =inf{s e T | Ms(w) >x} A2.

Sei teT. Dat<2,ist {sup,o; Ms >z} ={7 <t}. Es folgt dann fiir alle t € T":

#P(sup M, > ) = x]P’(TSt)zf zdP < M, dP = M, ny dP
s<t {r<t} {r<t} {r<t}

- f (Myps — M) dP + M, dP
{r<t} {r<t}

- f(MT,\t—Mt)d]P’+/ M, dP < M, dP
Q {r<t} {r<t}

- f M, dP,
{5 oey M >}

wobei wir im vorletzten Schritt benutzt haben, dass M ein Submartingal ist.

(ii) Sei p > 1. Setze F' := sup,, M und bezeichne mit p das Bildmafl von P unter F. Wir
konnen annehmen, dass alle auftretenden Momente existieren. (Fiir E(M]) = oo ist die
Aussage niamlich trivialerweise richtig.) Es folgt

fooypdu(y)=f (/ px“dw)dﬂ f (/ paP L du(y) )d

f paPu(y>ax dx—f paP 'P(F > z) dx

f pxp2(ﬂp>m} Mtd]P’) dx:A(Af( )pxp2dw) M;(w) dP({w})

E(Fp lMt) E(Fp)(:n 1)/pE(Mp)1/p
p-1 p-

E(FP)

INZ

—

wobei wir im letzten Schritt die HOLDER-Ungleichung mit p L und p angewendet haben.

Daraus folgt
ANV P ) MP 1/p
B() s Lo B()

und indem wir die Terme auf beiden Seiten zur p-ten Potenz nehmen, auch die Behauptung.

O

Proposition: Sei X : Q) xT — *R ein hyperendlicher Prozess. Dann ist

(X](t) = X (1)% - X(0)% - 2 fothX.



Beweis:

AIX](L) = (X(tisn) - ?

ti))
X (tis)? 2X(tZ)X( 1) + X (t;)?
X (tis1)? - X (t; )2 2X (t:) (X (tir1) - X (:))
(t

X (ti1)? - 2[ X dX.

Die Behauptung folgt, wenn wir iiber alle ¢; <t summieren. |

Corollar: Sei M : Q xT — *R ein Martingal. Dann ist
E(M]) = E(M§ + [M](t)).

Beweis: Aus obiger Proposition folgt

t
E(M2) = E(MZ + [M](t)) + 2 (fo MdM) —E(MZ + [M](1)),
weil [ M dM ein Martingal ist, das bei 0 beginnt, und deshalb Erwartungswert Null hat. O

Lemma 1: Sei M : QxT — *R ein Martingal mit My = 0. Dann gibt es Konstanten C, K € R,
mit
4 2 4
C-E(max M) <E([M]) < K - E(max M;).
Beweis:
(i) Linke Ungleichung:
Mit der DooBschen Ungleichung ergibt sich:

E(maxM;) = (§)4E(Mt4)

8 i (4)4 (z::((M+AM) M4))

= ( ) ( (AM2AM, + 6MZAM? + 4M, AM3+AM4))

Da IE(MS?’AMS) =0 und ‘AMS‘ < 2max, < ‘Mr‘, folgt daraus:

4 4
E(IrslthM‘l) < (g) E(GH;%XM?[M](t)+8H8122XM82[M](75)
+4n;§txM82[M](t))
4
_ 18(%) E(max M2[M](1))

|

< 18(%)41}3(1&1 M) P E([M](1)?)

1/2

-2
Wenn wir nun noch durch E( maxXg<t M. ;1)1/2 dividieren und C' := (18 (%)4) setzen, erhal-
ten wird die linke Ungleichung.



(ii) Rechte Ungleichung:

E([M](t)?) o E((Mf—Mg—2fothM)2)

=0

- E(M;*—4Mff0thM+4(f0thM)2)
< EB(MP)+4E(MH) PR ((/ MdM) )1/2+4E((fthM)2)

/2

IN

B max M) +4E(max M) ((/ MdM) )

+4E((f0thM)2).

Da [ M dM ein Martingal ist, gilt mit der Bemerkung zu Lemma 1 und wegen M (0) = 0:

s(([raf) - (fvao)

= E (Etj M2AM2)
0
< E(nslgtx MZ[M](t))

< E(n;gtxM;*)”QE([M](tF)”Q.

Wir setzen dies oben ein und erhalten
E(IM(t)?) < B(max M) +4E( maxM4) E([M](t)2)"*

E([M](£)%)".

+4E( max ]\4;1)1/2
s<t

Wie wir in (i) gezeigt haben, ist E( max,¢ M) < % ([M](t)?). Daher
B(max M) " E([M](1)?) "

E([M](£)?)"?

1/2

E([M](t)?) < o

4 1/2
+m IE( HslthM;l)
+4E(max M) E([M](1)?)

1 4 1/2 1/2
= (m+m+4)E(H;3XM§) E([M](t)z) :

Wenn wir noch durch E([M](t)2)l/2 dividieren und K := (C}ﬂ 01/4 4) setzen, haben
wir die auch die rechte Ungleichung bewiesen und damit das Lemma.

Lemma 2: Sei M ein A\>-Martingal, sodass die Menge

{weQ|IteT: AM(w) %0}



LoEB-MaB Null hat. Dann gibt es ein A2-Martingal M mit infinitesimalen Zuwdichsen (d. h.
AM;(w) ~ 0 fiir alle w € Q,t € T'), sodass auf einer Menge vom LOEB-Maf} Eins fiir alle ¢ € T' gilt:

M;~ M, und [M](t)~[M](t).
Beweis: Fiir n € *N setze
1
Qn:{weQ|ElteT:|AMt(w)|> —}.
n

Sei A:={ne*N|P(Q,) <1/k}. Aist intern und N c A, also existiert nach Overspill-Prinzip ein
N e *NN N mit N € A. Setze

ty =min{t € T : |AM;(w)| >1/K} A 1.

(t, ist i. A.keine Stoppzeit, denn AM; ist zwar %-messbar, i. A. jedoch nicht @7, A;-messbar.)
Wie eben bezeichne [w]; die Aquivalenzklasse von w unter der Aquivalenzrelation ~;. Sei

[w]; ={@ € [w]t|ts <t}
Wir definieren nun einen neuen Prozess X durch X := My und

AMy(w), fallst<t,,

AX. =
«(@) {0 falls £ > £,

sowie einen Prozess Y durch Yy =0 und

AYy(w)B([w]:) = fw AM,dP.

e M := X +Y ein Martingal, denn

/[] AMdP = . AX; dP + . AY; dP
w |t wle wle
1
= AM,; dP + _ AMA VPO P(LD
f[wh\[w]: ' @e%]t]P’([w]t) 2 H(W)P(W)P({o})

wel@]F

f AM, dP + AM, dP =0
[l fw]? [t

t
e Fiir alle we Q und t €T ist

_AMdP= AM, dP,

wl [wte

denn wegen {w €} | t, <t} € & folgt fiir alle s,t € T mit s <t, dass {we | t, =5} €.
Dann ist auch [w]; n{weQ | t, = s} € & und wegen der Martingaleigenschaft gilt daher

AM,dP = / AM, dP
[w]e [w]len{we|tu,<t}
t

- AM, dP + / AM, dP

./[w]tn{wéQHw:t} ! SZ% [w]en{we | t,=s} K
=0

- AM, dP.

[wlte



e Fiir fast alle w e Q ist Y1 |AY;(w)|~ 0, denn

1
E(z(:) |AYt(w)|)

2

> AM“D[ ](){”}) P({})

1
2
=0 |efw]
! @
< YY Y |AM: ()| P({ })P({w})
Sl Pl
-y ¥ [AMy, (@)| P({w })]P’({w})
DeQN wel@]r,, ([w]tw)
- f |AM,_|dP
Qn
< 2/;2 r?gX|Mt|dIP’.
Nun ISt Doos Vor.

| |

2
(E(max|nnl)) < E((max|dl)?) € 4-°E(MP) < oo,

d.h. maxy< |[My| ist S-integrierbar. Da nach Konstruktion P(2y) < % ~ 0, ist also auch
obiges Integral infinitesimal.

e Auf derjenigen Teilmenge von 2\ €y, auf der ¥, |AY;| infinitesimal ist, gilt fiir alle t € T,
dass M; ~ My, denn

|M - My = V3| =

ZAY

e Fiir alle ¢ € T und fast alle w € Q ist [M](t) ~ [M](t), denn

<Z|AY|
s=0

[[M](t)-[M] ()] = Z(:)((AXS +AY;)? —AMSQ) =

t 1
S (2AM, + AY,)AY,| < C-3 |AY:| ~ 0
s=0 s=0

e M ein A2-Martingal, denn fiir alle ¢ € T' gilt:

"E(M7) = "E(Mg) + "E([M](t)) = "E(M§) + "E([M](t)) = "E(M{) < o0

e M hat nicht notwendigerweise infinitesimale Zuwiéichse, denn AY konnte nichtinfinitesimal
sein. Wir beheben dieses Problem wie folgt: Nach dem Overspill-Prinzip enthélt die Menge

{ne*N|P({weQ|3t<1:|AYt|>l})<l}
n n

ein Element v € *N \ N. Wir definieren nun 7 : 2 — 7" durch
1
W) = min{t e7|IAY,(w)) > —} AL
B

Da AY;(w) nur von [w]t_abhéingt, ist 7 eine Stoppzeit. Da 7 = 1 fast iiberall, erfiillt der
gestoppte Prozess M := M, das Lemma.
m|

Wir verfiigen nun iiber alle technischen Hilfsmittel, um den zentralen Satz dieses Vortrags zu
formulieren und zu beweisen:



Satz: Ein lokales A\2-Martingal ist genau dann S-stetig, wenn seine quadratische Variation
S-stetig ist.

Beweis: O.B.d. A. kénnen wir uns auf den Fall von A>-Martingalen beschrinken. Mit Lemma 2
geniigt es aulerdem, die Aussage nur fiir Martingale mit infinitesimalen Zuwéchsen zu zeigen.
Unter Verwendung von internen Stoppzeiten

Tn(w) =min{teT||Mt(w)|2n v [M](w,t) ;n}

koénnen wir ferner annehmen, dass M und [M] S-beschrinkt sind.

»<="“: Sei [M] S-stetig. Definiere fiir jedes Paar (m,n) € *“N x *N eine Untermenge A, ,, von
durch
11
Amm: w€Q|E|i€*N: sup (Ms_Mi) >— ¢,

(i/n)<s<(i+1/n) m

n

wobei 7 das kleinste Element in T bezeichne, das grofler oder gleich r ist. Um zu zeigen,
dass M S-stetig ist, miissen wir zeigen, dass die Menge A = U en MNneny Am,n LOEB-MaB
Null hat. Unter Verwendung des Underspill-Prinzips geniigt es zu zeigen, dass P(A, 5) ~ 0
fiir alle m e N,y e *N - N. Es gilt:

0 < P(Any)<Y Plo]  swp (M- Mg
i<y (i/)<s<(i+1/7) v

IN

mZE sup (MS—ME)4)
i<y (ify)<s<(i+1/v) K

= xel(on () )

wobei im letzten Schritt Lemma 1 angewendet worden ist. Weil die quadratische Variation
S-stetig und endlich ist, diirfen Summe und Erwartungswert vertauscht werden. Dann ist
wegen

. —\\ 2 . _
Z(([M](”l)—[m(i)) )smax([Ml(“1)—[M](i))-([Ml(l)—[Ml(O))wo,
< Y Y i< v v

auch der Erwartungswert infinitesimal, und somit ebenfalls P(A,, ).

IA

»=: Sei M S-stetig. Wir definieren

— = 2
pra-foenfsen (0 (Z)-on(2)) '+ )

Wie oben geniigt es zu zeigen, dass P(B, ) ~0 fir alle m e N und v e *N-N.

Wihle v € *N - N fest und sei N die Einschrankung von M auf die grobere Zeitachse
S ={i]y | i<~v}. Wir kénnen annehmen, dass [N] S-beschrinkt ist, denn durch Verwen-
dung von Stoppzeiten kann man annehmen, dass [M] S-beschrénkt ist und [N] < [M].
Es gilt



o< ropegrfonlfon(Z)- (3 -3}

. ng(([M](é)—[Ml(;))Q)

Lemma 1 4
< mKZIE( max (MS—M;) )
( ) v

i<y \(i/7)SsS(i+1/y
DOlOB 4 4 4
< mK(—) ZE((Mm—M;))
3/ 5 R

IN

i (5) 2 (o1 -0z o)

was infinitesimal ist, weil [N] S-beschrinkt und M S-stetig ist.
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