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Erinnerung: Eine hyperendliche Menge T' = {to,t1,...,t¢} mit 0=1%¢ <t; <... <t¢ =1 heifit
hyperendliche Zeitachse, falls t;41 —t; ~ 0 fiir alle 0<i <& - 1.

Definitionen: Sei T eine hyperendliche Zeitachse und (£2,.27,P) ein hyperendlicher Wahrschein-
lichkeitsraum.

e Eine interne Abbildung X : Q x T'— *R heifit interner Prozess, kurz (X¢)ter.

Fir 0<i <& -1 und w € Q bezeichnen wir mit

AXy (w) = Xy, () - Xy, (w)

1+1

die internen Zuwdchse von X. Mit s =t; und ¢t =¢; schreiben wir abkiirzend

¢ j-1
Zzz X (w) = ];th(w) = Xp, (W) + Xy (W) +0+ X, (W)

(Damit ist X;(w) also nicht in der Summe enthalten.)

e Eine interne Filtration auf Q ist ein Tupel (Q, (,th)teT,]P’), wobei (% )ter eine monoton
wachsende interne Folge interner Algebren auf  ist. (Da wir stets fiir </ die interne
Potenzmenge von 2 nehmen, sind die 2% automatisch Unteralgebren von 7 .)

e Ein interner Prozess (X ) heifit *-adaptiert beziiglich der Filtration (Q, (szft)teT,P), falls
X; fir alle t € T' o/-messbar ist.

e Ein interner Prozess (M;)ier heifit Martingal bzgl. der Filtration (Q, (%)teT,]P’), falls gilt

(i) M ist *-adaptiert.
(ii) Fiir alle s,t €T mit s <t und alle A € o7 ist E(14(M; - My)) =0.

Ersetzen wir das Gleichheitszeichen durch ,>“ bzw. ,<*, so heifit M Submartingal bzw.
Supermartingal.

e Sei X : Q xT — *R ein interner Prozess. Der Prozess [X]:Q x T — *R definiert durch
. 2
[X](w,t) = )] AX,(w)
s=0

heifit quadratische Variation von X.
e Ein Martingal M : Q x T —s *R heiBt A\%-Martingal, falls °E(Mt2) < oo fiir alle t € T

e Eine interne Abbildung 7: Q — T heifit interne Stoppzeit, falls {w | 7(w) < t} € o fiir
alleteT.

Fiir eine Stoppzeit 7 und ein Martingal M wird der gestoppte Prozess M, definiert durch

(M7)t(w) = Mpr(w) (w)-



e Ein Martingal M heiBt lokales A\2-Martingal, falls eine monoton wachsende Folge (7,,)nen
interner Stoppzeiten existiert, sodass gilt:

(i) Fiir alle n € N ist der gestoppte Prozess M, ein A\?-Martingal.
(ii) Fiir fast alle w € Q gibt ein n € N, sodass 7, (w) = 1.

e Fiir zwei gegebene interne Prozesse X,Y : Q xT — *R ist das stochastische Integral
definiert durch

¢ t
fo XdY =Y X, AY,.
s=0

e Ein interner Prozess (X¢)swr heifit S-stetig, falls fast alle seine Pfade S-stetig sind.

Mit diesen Definitionen kénnen wir nun den zentralen Satz dieses Vortrags formulieren:

Satz: Ein lokales A\2-Martingal ist genau dann S-stetig, wenn seine quadratische Variation
S-stetig ist.

Zum Beweis des Satzes bendtigen wir einige Lemmata:

Lemma (Doobsche Ungleichung): Sei X : Q xT'— *R ein positives Submartingal. Dann
gilt fiir alle p>1und t€T":

E(sup X?) < (Ll)p E(X?).

Lemma 1: Sei M : QxT — *R ein Martingal mit My = 0. Dann gibt es Konstanten C, K e R,
mit
4 2 4
C-E(max M) <E([M](1)*) < K - E(max M;).

Lemma 2: Sei M ein A\?>-Martingal, sodass die Menge
{weQ|IteT: AM;(w) %0}

LoEB-Maf} Null hat. Dann gibt es ein A2-Martingal M mit nfinitesimalen Zuwdichsen (d. h.
AM;(w) ~ 0 fiir alle w € Q,t € T'), sodass auf einer Menge vom LOEB-Maf} Eins fiir alle ¢ € T" gilt:

M;~M, und [M](t)~[M](t).



