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3. Konstruktion von Nichtstandard-Modellen (Teil 1)

Matthieu Felsinger

1 Filter und Ultrafilter

Definition 1.1. Sei I # () fest vorgegeben. Ein System F C P(I) heikt Filter (tiber I),
falls gilt:

(i) F#Ound 0 ¢ F
(ii) A BeF=ANBeF

(i) Ae F;ACBCI=BeF

Ein Filter F, zu dem es keinen echten Oberfilter gibt (d.h. fiir den gilt: G Filter und
F C G = F =G ), heift Ultrafilter.

Bemerkung 1.2. Sei I eine unendliche Menge. Dann ist
F:={ACI : I— Aendlich}

ein Filter iiber I, genannt Filter der koendlichen Teilmengen von I.

Satz 1.3 (Existenz von Ultrafiltern).
Zu jedem Filter iber I existiert ein diesen Filter umfassender Ultrafilter dber I.

Bemerkung 1.4. Sei F ein Filter iiber I. Dann gilt fir A C I:
Ay,... A, e Fund A1N..NA, CA=AecF

Bemerkung 1.5 (Eigenschaften von Ultrafiltern). Sei F ein Ultrafilter iber I. Dann
gilt:

(i) firalle ACTist Ac FoderI —AcF.
(ii) fir Ay,..., A, CI1: AiU...UA, e F=3Jke{l,...,n} mit A, € F

2 Vorbereitungen fiir die Abbildung *: V(S) — V(W)

Beispiel 2.1 (Konstruktion eines Systems *R). Wiahlt man I = N und fiir F einen
Ultrafilter, der die koendlichen Teilmengen von N umfasst, kann man ein *R iiber folgende

Aquivalenzrelation erhalten:
Fiir a, § € RN definiere:

a~f:{ieN: a@i)=p0)}eF



Sei weiter ry(¢) := r fiir alle ¢ € N und setze

__m falls a ~ ry fiir ein r € R ist
B {BERN: Bwa} sonst

~ ein System R = {a: o€ RN}

Von nun an sei F ein fest gewahlter Ultrafilter iiber der Menge I.
Seien f, g Abbildungen von der Menge I in die Standard-Welt V (S) (kurz: f,g € V(S)7).

Dann schreiben wir

f(@) =g@) fi., falls {iel: f(i)=g(i)} € F
und f(i) # g(i) f.i. analog. Desweiteren schreiben wir auch

f(@) € g(@) fa., falls {ieI: f(i)eg(i)} e F
und f(i) ¢ g(7) f.i. analog.

Definition 2.2.
Erinnerung: Vo (S) := S, Vo (S) := Vo1 (S) UP(Vi—1)

Setze fiir jedes n € Ny
Zy ={feV(S): f(i) € V,(S) L.ii.} und ferner Z, := U Zn,
n=0

Bemerkung 2.3.

(i) Fiir jedes f € Zoo — Zp gibt es genau ein n € N mit

f € Zn— Zna
Dann ist f(i) € Vj,(S) — Vi,—1(S) f.i. und daher ist f(i) ¢ S f.i.
(ii) Ist f € Z, — Zp und k € V(S)!, so gilt:

k(i) € f(i) ti. =k € Zp

Nun fithren wir analog zur Konstruktion von *R durch Aquivalenzklassen auch hier
folgende Aquivalenzrelation ein: Sei f € Z;, dann setzen wir

(1)

= s , falls f(7) = s f.i. fiir ein s € S ist
"\ {keZy: k(i) = f(i) fi. } , sonst



Dann folgt:

f=ge f(i)=9g0) fi. (2)

Wir wollen, dass die gesuchte Menge W Grundlage der Superstruktur V(W) wird. Des-
halb darf W nur Urelemente enthalten und keine Mengen. Also ersetzen wir alle Ele-
mente in W, die keine Urelemente sind, durch Urelemente f ¢ S. Falls f €8S, so setzen
wir f := f. Also gilt:

s fes (3)
o7

f=9 (4)

n

S

m

S

Q|

Bemerkung 2.4. Mit obigen Festsetzungen gilt fiir die Menge W := {f fe ZO} und
f,9 € Zy, s€S:

(i) f=so fli)=sfi.
(i) f=ge f(i)=g(i) Li.
(iii) S c W

Definition 2.5 (Induktive Definition von ffiir f € Zso).
Es sei n € N, und es sei f fiir f € Z,,_1 schon definiert. Setze fir f € Z,, — Z,,—1

Fi= {E: k€ Zp_1 und k() € £(i) f.ii.}
Aus 2.4 und 2.5 erhélt man sofort folgende Beziehungen:

o feys varelement & fe wW.

o &7 <:>]?Menge <:>]?§§ w.

Lemma 2.6.
Fir f,g € Zo gilt:

(i) f¢ Zo= f = {7.5; k€ Zoo und k(i) € £(i) fu}
(i) =3 f(i)=g(i) fi.
(iii) § € f < gi) € f() fi



