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Übungen zur Mengenlehre I

41. Zeigen Sie: Ist A unendlich, so ist in dem in der Vorlesung konstruierten
Modell von ZFA die Menge A eine unendliche Menge, die nicht Dedekind-
unendlich (vgl. Aufgabe 20) ist.

42. Zeigen Sie: Ist A unendlich, so existiert in dem in der Vorlesung konstru-
ierten Modell von ZFA ein Vektorraum V , der keine Basis hat.

Hinweis: Betrachten Sie A2, und setzen Sie −(a, u) = (u, a) für (a, u) ∈ A2.
Dann ist V = {x ∈ (A2)<ω | es kommen nicht sowohl (u, a) als auch (a, u)
in x vor} mit einer geeigneten Addition und Skalarmultiplikation ein Vektor-
raum über Z3.

43. Sei X ∈ V . Eine Menge a ⊆ X heißt definierbar über X, falls es eine
Formel ϕ(x,−→z ) ∈ Fml(L(∈)) und −→a ∈ X gibt, so dass

a = {b ∈ X | (x,∈� X) |= ϕ[b,−→a ]}

ist. Sei Def(X) die Menge aller über X definierbaren Mengen. Definiere rekur-
siv 〈Lα | α ∈ On〉 durch L0 = ∅, Lα+1 = Def(Lα) und Lλ =

⋃
{Lα | α < λ}

für λ ∈ Lim.

Zeigen Sie:

(a) Lγ ⊆ Lα für alle γ ≤ α

(b) Lγ ∈ Lα für alle γ < α

(c) Lα ist transitiv

(d) On ∩ Lα = α.

44. Sei L =
⋃
{Lα | α ∈ On}. Zeigen Sie, dass L ein inneres Modell von ZF

ist.

Jede Aufgabe wird mit 8 Punkten bewertet.
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