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Vorwort

Die Mathematik fur¨ Informatiker IIa (Logik und diskre te Strukturen) baut auf der
Vorlesung Mathematik fur¨ Informatiker Ia (Lineare Algebra) auf. S ie ist ahnlich¨
organisiert wie die Lineare Algebra . D ie Vorlesung wurde folgendermaßen
angekundigt¨ :

Mathematik fur¨ Informatiker IIa

( Logik und diskrete S trukturen)

Sommersemester 2004

Vorlesung: Prof. Dr. Peter Koepke, Dr. Benedikt Lowe¨

Montags, 1 4 - 1 6 Uhr, HS D, Romerstrasse¨

Ubungen¨ : Dr. Bernhard Irrgang

Die Ubungen¨ finden in Form von Ubungsgruppen¨ statt . Die erfolgreiche Tei lnahme an den Ubungen¨ i st Vor-

aussetzung fur¨ die Zulassung zur Klausur. An den Ubungen¨ hat erfolgreich tei lgenommen, wer jewei ls mehr als

die Halfte¨ der in den Ubungsblattern¨ ¨ und Prasenzubungen¨ ¨ mogli chen¨ Punkte erreicht .

Diplomstudium Informatik: Vorlesung 2 Semesterwochenstunden ( SWS) mit Ubungen¨ 2 SWS ( Modul im

S inne der Diplomprufungsordnung¨ ( DPO ) ) .

Abschlussprufung¨ : Klausur Juli 2004, Note und ( 4) Lei stungspunkte sind Tei l der Vordiplomprufung¨ . Voraus-

setzung zur Zulassung zur Abschlussprufung¨ : aktive und erfolgreiche Tei lnahme an den Ubungen¨ .

Ubungsbetrieb¨ : 2-stundige¨ Ubungsgruppen¨ unter Anlei tung von Tutoren; wochentli che¨ Hausaufgaben, Aus-

gabe montags, Abgabe bis spatestens¨ montags vor der Vorlesung, wochentli che¨ Anwesenhei tsaufgaben ( Test) in

den Ubungsgruppen¨ . Hausaufgaben konnen¨ allein oder in Zweiergruppen eingereicht werden

Erfolgreiche Ubungstei lnahme¨ : jewei ls 50% der moglichen¨ Punkte in den Hausaufgaben und in den Anwesen-

hei tsaufgaben.

Termine:

1 9. 04. 2004: 1 . Ubungsblatt¨ , Eintragung fur¨ Ubungsgruppen¨

1 . Vorlesungswoche: Festlegung der Ubungsgruppen¨

2 . Vorlesungswoche: Beginn der Ubungsgruppen¨ , Beginn der Prasenzubungen¨ ¨

Juli 2004: Anmeldung zur Abschlussklausur

voraussi chtli ch 21 . 07. 2004: Abschlussklausur

Semesterferien: Wiederholungsklausur

Die Logik formalisi ert die mathematischen Methoden, die in der Vorlesung Mathematik fur¨ Informatiker Ia

informell eingefuhrt¨ wurden:

Mathemati sche Aussagen

Defini tionen

Satze¨

Schlussfolgerungen

Beweise.

Mathemati sche Aussagen beziehen sich auf S trukturen, insbesondere eine Schar immer wieder kehrender

Grundstrukturen:

Zahlsysteme, Korper¨ , Vektorraume¨

Relat ionen
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Graphen

Boolesche Algebren.

Wir betrachten hier insbesondere di skrete Strukturen, bei denen kombinatori sche und algorithmische Fragen

im Vordergrund stehen. Die Methoden der Logik lassen sich in Analogie zu Axiomensystemen und Strukturen

auch auf Programmiersprachen und Algori thmen anwenden. Wir betrachten unter diesem Gesichtspunkt auch:

Logisches Programmieren.

Literatur: Uwe Schoning¨ , Logik fur¨ Informatiker, 5 . Auflage, Spektrum Akademischer Verlag, 2000

Mart in Aigner, Diskrete Mathematik, 4. Auflage, Vieweg, 2001
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Kapitel 1

Pradikatenlogische¨ Schreibweisen

In der Vorlesung Mathematik fur¨ Informatiker Ia (Lineare Algebra) wurde beson-
derer Wert auf logisches Vorgehen , d . h. auf vollstandige¨ sprachliche Formulie-
rungen und Argumente gelegt . Es wurde eine , , Sprache der Mathematik” einge-
fuhrt¨ , in der in eingeschrankter¨ und kontrollierter Weise mathematische Aussagen
gebildet werden konnten. Der Hauptbegriff der linearen Algebra wurde beispiels-
weise folgendermaßen erfasst :

. . . . Dann ist V = (V, + , · ) ein
�

-Vektorraum oder ein Vektorraum uber¨
�

, wenn die folgenden Axiome gelten:

a) Fur¨ x , y , z ∈ V gilt ( x + y) + z = x + ( y + z ) ( Assoziativgesetz) .

b) Fur¨ x , y ∈ V gilt x + y = y + x ( Kommutativgesetz) .

c) Es gibt ein 0 ∈ V , so dass fur¨ x ∈ V gilt x + 0 = x ( Existenz eines Nullvek-
tors ) .

d) Fur¨ x ∈ V gibt es ein − x ∈ V , so dass x + ( − x ) = 0 ( Existenz additiver
Inverser) .

e) Fur¨ λ , µ ∈ �
und x ∈ V gilt λ ( µx ) = ( λ µ) x ( Assoziativgesetz) .

f) Fur¨ x ∈ V gilt 1 x = x ( Neutralitat¨ der 1 ) .

g) Fur¨ λ ∈ �
und x , y ∈ M gilt λ ( x + y) = λ x + λ y ( 1 . D istributivgesetz) .

h) Fur¨ λ , µ ∈ �
und x ∈ M gilt ( λ + µ) x = λ x + µx ( 2 . D istributivgesetz) .

D ieser mathematische Text benutzt nur wenige sprachliche Figuren: , , Fur¨ . . . ” ,
, , gibt es . . . ” usw. Es bietet sich von daher an, abkurzende¨ Notationen fur¨ diese
Sprach-Figuren einzufuhren¨ .

In der Linearen Algebra hatten wir die Bildung von mathematischen Aus-
drucken¨ diskutiert . D ie einfachsten Ausdrucke¨ sind die atomaren Ausdrucke¨ , die
re lationale Aussagen uber¨ Terme machen. Wir bilden zunachst¨ wie gewohnt aus
Variablen, Konstanten und Funktionssymbolen Terme :

c , a + b , an , log( x ) usw.

Wenn t0 , t1 , � Terme und = , < , R ( . , . ) Symbole fur¨ Relationen sind, so lassen sich
hieraus atomare Ausdrucke¨

t0 = t1 , t0 < t1 , R( t0 , t1 , � ) usw.
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bilden. Man erhalt¨ komplexe Ausdrucke¨ mit Hilfe folgender Rege ln :

Aussagenlogische Verknupfungen¨ :

• Konjunktion: , ,A und B ” , , , es gelten A und B ” , oder manchmal auch nur
, ,A, B ” .

• Disjunktion: , ,A oder B ” , , , es gilt A oder B ” .

• Negation: , , nicht A” , , ,A gilt nicht” .

Quantorenlogische Verknupfungen¨ :

• Existenz: , , es gibt ein x mit A” , , , es existiert ein x mit A” , , , es gibt ein x ,
so dass A” , , , es gibt ein x mit A , so dass B ” ; , , es gibt x0 , � , xk− 1 mit A” .

• Allquantor: , , fur¨ alle x gilt A” , , , fur¨ alle x ist A” , , , fur¨ x gilt A” ; , , fur¨ alle
x0 , � , xk− 1 gilt A” .

• Bedingter Allquantor: , , fur¨ alle x mit A gilt B ” , , , fur¨ alle x mit A ist B ” ,
, , fur¨ x mit A gilt B ” ; , , fur¨ alle x0 , � , xk− 1 mit A gilt B ” .

• Eindeutige Existenz: , , es gibt genau ein x mit A” .

Wir fuhren¨ die Abkurzungen¨ ∧ , ∨ , ¬ , ∃ , ∀ anstelle von , , und” , , , oder” , , , nicht” ,
, , es existiert” und , , fur¨ alle” ein:

• Konjunktion: A ∧ B fur¨ , ,A und B ” ,

• Disjunktion: A ∨ B fur¨ , ,A oder B ” ,

• Negation: ¬A fur¨ , , nicht A” ,

• Existenzielle Quantifizierung: ∃xA fur¨ , , es gibt ein x mit A” ,

• Universelle Quantifizierung: ∀xA fur¨ , , fur¨ alle x gilt A” .

D ie Vektorraum-Definition kann mit diesen Abkurzungen¨ folgendermaßen
geschrieben werden:

a) ∀x , y , z ∈ V : ( x + y ) + z = x + ( y + z ) ( Assoziativgesetz) .

b) ∀x , y ∈ V : x + y = y + x ( Kommutativgesetz) .

c) ∀x ∈ V : x + 0 = x ( Nullvektor) .

d) ∀x ∈ V ∃ y ∈ V : x + y = 0 ( Existenz additiver Inverser) .

e) ∀λ , µ ∈ � ∀x ∈ V : λ · ( µ · x ) = ( λ · µ) · x ( Assoziativgesetz) .

f) ∀x ∈ V : 1 · x = x ( Neutralitat¨ der 1 ) .

g) ∀λ ∈ � ∀x , y ∈ M : λ · ( x + y ) = λ · x + λ · y ( 1 . Distributivgesetz) .

h) ∀λ , µ ∈ � ∀x ∈ M : ( λ + µ) · x = λ · x + µ · x ( 2 . D istributivgesetz) .

6 Pradikatenlogische¨ Schreibweisen



Kapitel 2

Relationen

Wir erinnern an die Definition einer Relation aus der Linearen Algebra:

Definition 2 . 1 . a ) R ist e ine n- ste llige Relation, wenn R e ine Menge von
n-Tupe ln ist. Statt ( x0 , � , xn− 1 ) ∈ R schre iben wir auch R( x0 , � , xn− 1 ) .
Im Fall n = 2 schre iben wir statt R ( x , y) auch xRy (Infix-Notation).

b ) R ist e ine Re lation auf A und B , wenn R ⊆ A × B . R ist e ine 2- ste llige
Re lation aufA , wenn R ⊆ A × A .

Relationen lassen sich 2 -dimensional graphisch darstellen; eine Relation kann mit
ihrem Graphen identifiziert werden. Wir definieren wichtige Eigenschaften von
Relationen mit Hilfe pradikatenlogischer¨ Schreibweisen.

Definition 2 . 2 . a ) R ist e ine Funktion von A nach B , R : A → B , wenn
∀a ∈ A∃b ∈ B ( aRb ∧ ∀b ′ ∈ B ( aR b ′→ b = b ′) ) .

b ) R ist e ine injektive Funktion von A nach B , wenn (R : A→ B ∧ ∀a , a ′ ∈
A∀b , b ′ ∈ B ( ( aR b ∧ a ′Rb ′ ∧ a � a ′) → b � b ′) ) .

c ) R ist e ine surjektive Funktion von A auf B , wenn (R : A → B ∧ ∀b ∈
B∃a ∈ A aRb) .

d ) R ist e ine Bijektion zwischen A und B , R : A ↔ B , wenn (R : A → B ∧ R
ist injektiv ∧ R ist surjektiv ) .

Definition 2 . 3. Sei R e ine 2 - ste llige Re lation aufA . Dann definiere

a ) R ist symmetrisch, wenn ∀a , b ∈ A ( aR b→ bR a ) .

b ) R ist antisymmetrisch, wenn ∀a , b ∈ A ( ( aR b ∧ bR a ) → a = b) .

c ) R ist reflexiv, wenn ∀a ∈ A aR a .

d ) R ist transitiv, wenn ∀a , b , c ∈ A ( ( aR b ∧ bR c) → aR c) .

e ) R ist e ine Aquivalenzrelation¨ , wenn R symmetrisch, reflexiv und tran-
sitiv ist.

2 . 1 Aquivalenzrelationen¨

Definition 2 . 4. Sei R e ine Aquivalenzre lation¨ auf A . Fur¨ a ∈ A ist die Aquiva-¨

lenzklasse von a bezuglich¨ R

[ a ] = [ a ]R = { b | bRa } .
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Satz 2 . 5 . Sei R e ine Aquivalenzre lation¨ aufA . Dann gilt:

a ) ∀a , b ∈ A ( [ a ] = [ b ] ∨ [ a ] ∩ [ b ] = ∅ ) .
b ) A =

⋃
a∈A [ a ] .

Beweis . a) Betrachte a , b ∈ A .
Fall 1 : aR b :
Behauptung : [ a ] = [ b ] .
Beweis : Betrachte x ∈ [ a ] . Dann ist xRa ; aR b ; xR b , wegen der Transitivitat¨ von
R ; x ∈ [ b ] . Also ist [ a ] ⊆ [ b ] .
Den Beweis der umgekehrten Inklusion notieren wir noch knapper:

[ x ∈ [ b ] ; xRb ; bRa , wegen der Symmetrie von R ; xRa , wegen der Transitivitat¨ von

R ; x ∈ [ a ] ] [ b ] ⊆ [ a ] . qed ( Behauptung)

Dabei bezeichnet der Rahmen

[A0 ; A1 ; � ; Am− 1 ]

ein Teilargument , in dem ausgehend von der Annahme A0 sukzessiv A1 , � , Am− 1

gezeigt werden. Nach Abschluss des Teilarguments ist die Implikation

A0→ Am− 1

bewiesen.
Fall 2 : ¬aRb :
Behauptung : [ a ] ∩ [ b ] = ∅ .
Beweis : [ x ∈ [ a ] ∩ [ b ] ; xRa ; xR b ; a Rx , wegen der Symmetrie von R ; a R b wegen

der Transitivitat¨ von R ; Widerspruch zur Fallannahme ] ∀x ( x ∈ [ a ] ∩ [ b ] → 0 = 1 ) ;
∀x ( x � [ a ] ∩ [ b ] ) ; [ a ] ∩ [ b ] = ∅ . qed ( Behauptung)

b) Wegen der Reflexivitat¨ von R gilt ∀b ∈ A bR b . Daraus folgt ∀b ∈ A b ∈ [ b ]
und ∀b ∈ A b ∈ ⋃

a∈A [ a ] . A ⊆ ⋃
a∈A [ a ] . D ie Gegenrichtung A ⊇ ⋃

a∈A [ a ] ist tri-

vial . Also ist A =
⋃
a∈A [ a ] . �

Beispiel 2 . 6 . Faktorisieren nach Unterraumen¨ . Es sei V ein
�

-Vektorraum und
U ein Unterraum von V . Definiere eine Relation R ⊆ V × V durch

xRy � x − y ∈ U.

Wir zeigen, dass R eine Aquivalenzrelation¨ auf V ist :
( 1 ) R ist reflexiv.
Beweis : Betrachte x ∈ V . Dann ist x − x ∈ U und xRx . Also gilt ∀x ∈ VxRx . qed
Die Struktur des Argumentes kann folgendermaßen notiert werden:

[ x ∈ V ; x − x = 0 ∈ U ; xRx ] ; ∀x ∈ VxRx .

( 2 ) R ist symmetrisch.

[ x , y ∈ V , xRy ; x − y ∈ U ; y − x = − ( x − y) ∈ U ; yRx ] ; ∀x , y ∈ V ( xRy→ yRx ) .

( 3 ) R ist transitiv.

[ x , y , z ∈ V , xRy , yRz ; x − y ∈ U ; z − y ∈ U ; x − z = ( x − y ) + ( y − z ) ∈ U ; xRz ] ;
∀x , y , z ∈ V ( ( xRy ∧ yRz ) → xRz ) .
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Definition 2 . 7. Sei R e ine Aquivalenzre lation¨ aufA . Dann se i

A/R = { [ a ]R | a ∈ A }

die Menge der Aquivalenzklassen¨ von R . A/R ist die Faktorisierung oder der
Quotient von A nach R .

Beispiel 2 . 8 . Quotientenvektorraume¨ . In dem Beispiel 2 . 6 sind die Aquivalenz-¨

klassen von der Gestalt

[x ]R = x + U = {x + u | u ∈ U } .

Beweis : Betrachte v ∈ [x ]R . Dann ist vRx , u = v − x ∈ U , v = x + u ∈ x + U .
Umgekehrt betrachte v ∈ x + U . Wahle¨ u ∈ U mit v = x + u . Dann ist v − x = u ∈
U und vRx , v ∈ [x ]R . qed

Die Struktur der Umkehrung ist :

[ v ∈ x + U : [ u ∈ U , v = x + u ; v − x ∈ U ; vRx ; v ∈ [x ]R ] ; v ∈ [x ]R ] .

Geometrisch sind die Aquivalenzklassen¨ Paralle lverschiebungen x + U des
Untervektorraums U um den Vektor x . Nach Satz 2 . 5 zerfallt¨ der Raum V in zu
U parallele Untermengen.

Man kann weiter zeigen, dass die Menge A/R mit folgenden Operationen zu
einem

�
-Vektorraum A/R = (A/R , ⊕ , � ) erweitert werden kann:

( x + U ) ⊕ ( y ⊕ U ) = ( x + y) + U ;

λ� ( x + U ) = ( λ · x ) + U.

Beispiel 2 . 9 . Modulare Arithmetik . F ixiere n ∈ � , n � 0 . Wir hatten die Rela-
tion ( mod n) der Kongruenz modulo n auf den ganzen Zahlen � definiert :

i ≡ j ( mod n) gdw. n | ( i − j) .

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation¨ auf � ; der Beweis verlauft¨ ahnlich¨ wie
bei der Bildung des Quotientenraums bei Vektorraumen¨ . D ie Aquivalenzklassen¨

[ i ] bezuglich¨ dieser Relation sind von der Gestalt

[ i ] = i + n · � = { i + n · k | k ∈ � } .

Wir hatten die Aquivalenzklassen¨ durch die Reste modulo n reprasentiert¨ :

� n = { 0 , 1 , � , n − 1 } .

Die naturliche¨ Korrepondenz ϕ zwischen � n und � / ( mod n) ist durch

i � [ i ] = i + n · �

gegeben. Die Korrespondenz ist mit den Operationen ⊕n und ⊗n der Arithmetik
modulo n vertraglich¨ :

ϕ ( i ⊕n j) = ( i ⊕n j) + n · � = ( i + j) + n · � = ( i + n · � ) ⊕ ( j + n · � ) = ϕ ( i ) ⊕ ϕ ( j)

ϕ ( i ⊗n j) = ( i ⊗n j) + n · � = ( i · j ) + n · � = ( i + n · � ) ⊗ ( j + n · � ) = ϕ ( i ) ⊗ ϕ ( j) .

2 . 1 Aquivalenzrelationen¨ 9



2 . 2 Ordnungsrelationen

Definition 2 . 1 0 . Eine 2 - ste llige Re lation 6 aufX ist e ine partielle Ordnung,
wenn 6 transitiv, reflexiv und antisymmetrisch ist. Die Re lation 6 ist e ine
(totale) Ordnung oder lineare Ordnung, wenn 6 außerdem linear ist:

∀x , y ∈ X ( x 6 y ∨ x = y ∨ y 6 x ) .

Beispiel 2 . 1 1 . a) Die Inklusion ⊆ auf Mengen ist eine partielle Ordnung. Die
Inklusion ist nicht total , denn es gibt nicht-leere, zueinander disjunkte Mengen:

{ 0} * { 1 } , { 0} � { 1 } , { 1 } * { 0} .
Die Antisymmetrie der Inklusion ist das fundamentale Kriterium fur¨ die Gleich-
heit von Mengen ( Extensionalitat¨ ) , das haufig¨ fur¨ den Beweis von Mengengleich-
heit benutzt wird:

∀x , y ( ( x ⊆ y ∧ y ⊆ x ) → x = y ) .

b) Die gewohnlichen¨ Ordnungen 6 auf den Zahlbereichen � , � , � und � sind
totale Ordnungen.

Zu jeder partiellen Ordnung lasst¨ sich eine strenge oder strikte Variante defi-
nieren:

Definition 2 . 1 2 . Sei 6 e ine partie lle Ordnung aufX. Definiere dann e ine zwe i-
ste llige Re lation < aufX durch:

x < y gdw. ( x 6 y ∧ x � y ) .

Diese Re lation ist transitiv und irreflexiv:

∀x , y , z ∈ X ( ( x < y ∧ y < z ) → x < z ) ,

∀x ∈ X¬x < x.

Wenn zusatzlich¨ 6 to tal ist, so erfullt¨ < die fo lgende Tricho tomie :

∀x , y ∈ X ( x < y ∨ x = y ∨ y < x ) .

Partielle Ordnungen ( in nicht-strikter und strikter Form) treten haufig¨ auf. Wir
fuhren¨ einige wichtige Begriffe fur¨ partielle Ordnungen ein. Fur¨ eine partielle Ord-
nung 6 auf X definiere den Ausdruck

max ( a , X ) ↔ ( a ∈ X ∧ ∀x ∈ X : x 6 a ) ,

der das Maximum von X charakterisiert .

Satz 2 . 1 3. Eine partie lle Ordnung hat hochstens¨ e in Maximum:

∀a , a ′ ( ( max ( a , X ) ∧ max ( a ′, X ) → a = a ′) .

Wenn es existiert, beze ichnen wir das Maximum a von X mit

a = max (X ) .
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Beweis . Betrachte a , a ′ ∈ X mit max ( a , X ) und max ( a ′, X ) . Dann ist

∀x ∈ X : x 6 a und ∀x ∈ X : x 6 a ′.

Speziell ist a ′ 6 a und a 6 a ′. Wegen der Antisymmetrie von 6 ist a = a ′. �

Definition 2 . 1 4. Sei (X, 6 ) e ine partie lle Ordnung. Definiere

a ) os( a , Y ) ↔ ( a ∈ X ∧ ∀y ∈ Y : y 6 a ) ; os( a , Y ) besagt, dass a e ine obere
Schranke von Y ist;

b ) sup ( a , Y) ↔ os( a , Y ) ∧ ∀b( os( b , Y ) → b > a ) ; sup ( a , Y ) besagt, dass a e ine
kleinste obere Schranke oder e in Supremum von Y ist.

Satz 2 . 1 5 . Wenn sup ( a , Y) und sup ( a ′, Y ) , dann ist a = a ′. Wir konnen¨ daher
a = sup (Y ) anste lle von sup ( a , Y ) schre iben.

Beweis . Ubung¨ . �

Definition 2 . 1 6 . Definiere us( a , Y ) ↔ ∀x ∈ Ya 6 x . Die s besagt, dass a e ine
untere Schranke von Y ist. a ist e in Infimum von Y, wenn inf ( a , Y) ↔ us( a ,
Y ) ∧ ∀b( us( b , Y) → b 6 a ) . Wie das Supremum, so ist e in Infimum eindeutig defi-
niert, wenn es existiert. Daher schre iben wir auch a = inf (Y) anste lle von inf ( a ,
Y )

Satz 2 . 1 7 . Angenommen, max (X ) existiert. Dann ist max (X ) = inf ( ∅ ) .

Beweis . us( a , ∅ ) ist aquivalent¨ zu: ∀x ∈ ∅ a 6 x . D iese Eigenschaft ist immer
erfullt¨ . Daher

inf ( a , ∅ ) ↔ ∀a ′ a ′ 6 a↔ a = max (X ) . �

Beispiel 2 . 1 8 . ( Kleine) endliche Beispiele von partiellen Ordnungen lassen sich
durch Hasse-Diagramme angeben. Das sind Figuren, in denen die Elemente der
Tragermenge¨ durch Kanten verbunden sind. Wenn a und b durch eine Kante ver-
bunden sind und a oberhalb von b liegt , so bedeutet das, dass a > b ist . D ie Rela-
tion 6 besteht aus allen Paaren, die durch einen von unten nach oben laufenden
Kantenzug verbunden werden konnen¨ .

?
Abbildung 2 . 1 . Hasse-Diagramm der partiellen Relation m | n | 1 2 .

2 . 2 Ordnungsrelationen 1 1



1 . Lineare endliche partielle Ordnung.
2 . So eine Raute.
3 . D ie nicht-distributive mit 5 Punkten.
4. Die Teiler der Zahl 24. Hier konnte¨ man sich uberlegen¨ , dass Suprema und

Infima existieren. D ie Suprema sind die kleinsten gemeinsamen Vielfachen, die
Infima sind die großten¨ gemeinsamen Teiler.

4. Das ganze auch fur¨ � . Dabei geht alles entsprechend, allerdings gibt es kein
maximales Element.

Existenz von Suprema und Infima in partiell geordneten Mengen. Wir konnen¨
verschiedene Beispiele angeben.

Wir interessieren uns besonders fur¨ Suprema und Infima endlicher Mengen.

Definition 2 . 1 9 . Sei (X, 6 ) e ine partie lle Ordnung. atb = sup ( { a , b } ) ist die
Vereinigung von a und b . aub = inf ( { a , b } ) ist der Schnitt von a und b .

Satz 2 . 20 . Wenn ⊆ die partie lle Ordnung der Inklusion auf Mengen ist, so
gilt:

a ) ∀a , b : atb = a ∪ b .
b ) ∀a , b : aub = a ∩ b .

Beweis . a) Betrachte Mengen a und b .
Es gilt a ⊆ a ∪ b und b ⊆ a ∪ b . Daher ist os( a ∪ b , { a , b } ) . Betrachte ein c mit os( c ,
{ a , b } ) . Dann ist a ⊆ c und b ⊆ c . Zusammen ist a ∪ b ⊆ c . Also ist ∀c ( os( c , { a ,
b } ) → a ∪ b ⊆ c) . Damit ist

a ∪ b = sup ( { a , b } ) = at b.
b) lasst¨ sich analog zeigen. �

Definition 2 . 21 . Eine partie ll geordnete Menge (X, 6 ) ist e in Verband , wenn
die Suprema und Infima aller endlichen Teilmengen existieren.

Satz 2 . 22 . Sei (X, 6 ) e in Verband. Dann besitzt (X, 6 ) e in Maximum und e in
Minimum, namlich¨ inf ( ∅ ) und sup ( ∅ ) . Wir beze ichnen das Maximum und das
Minimum mit > und ⊥ (Top und Bottom).

Folgende Gesetze gelten in Verbanden¨ :

Satz 2 . 23. Sei X e in Verband. Dann gilt in X:

a ) ∀x , y : x 6 xt y und ∀x , y : x > xu y.

b ) ∀x : xtx = x und ∀x : xux = x (Idempotenz).

c ) ∀x , y : xt y = ytx und ∀x , y : xu y = yux (Kommutativitat¨ ).

d ) ∀x , y , z : xt ( ytz ) = ( xt y) tz und ∀x , y , z : xu ( yuz ) = ( xu y )uz (Assoziati-
vitat¨ ).

e ) ∀x , y : xu ( xt y) = x und ∀x , y : xt ( xu y) = x (Absorption).

f) ∀x : ⊥tx = x und ∀x : ⊥ux = ⊥ (Minimum).
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g ) ∀x : >ux = x und ∀x : >tx = > (Maximum).

Beweis . a) Betrachte x , y ∈ X . os( xt y , {x , y } ) und xt y > x .
b) Betrachte x ∈ X . x > x und os( x , {x , x } ) . Betrachte ein y ∈ X mit os( y , {x ,
x } ) . Dann ist y > x . Also ist ∀y ∈ X ( os( y , {x , x } ) → y > x ) . Zusammen ist

( os( x , {x , x } ) ∧ ∀y ∈ X ( os( y , {x , x } ) → y > x ) ) ,

d. h. x = sup ( {x , x } ) = xtx .
d) Betrachte x , y , z ∈ X . Dann gilt

xt ( ytz ) > x
xt ( ytz ) > ytz > y
xt ( ytz ) > xt y

xt ( ytz ) > ytz > z
xt ( ytz ) > ( xt y )tz

Umgekehrt :

x 6 xt y 6 ( xt y)tz
y 6 xt y 6 ( xt y)tz

z 6 ( xt y)tz
ytz 6 ( xt y )tz

xt ( ytz ) 6 ( xt y )tz
Wegen der Antisymmetrie von 6 ist dann

xt ( ytz ) = ( xt y )tz .
e) Betrachte x , y ∈ X . Wir zeigen die Gleichheit durch zwei Ungleichungen:
Beh: xu ( xt y) 6 x . D ies gilt nach a) .
Beh: xu ( xt y) > x . x > x und nach a) xt y > x . Also ist us( x , {x , xt y } ) und x 6
inf ( x , xt y) = xu ( xt y) .

Da 6 antisymmetrisch ist , ist xu ( xt y) = x . �

Beim Rechnen mit zwe i Rechenarten sind Distributivgesetze interessant. Fur¨
allgemeine Verbande¨ gilt :

Satz 2 . 24. Sei X e in Verband.

a ) ∀x , y , z : ( y > z→ xu y > xuz )

b ) ∀x , y , z : xu ( ytz ) > ( xu y)t ( xuz )

c ) ∀x , y , z : xt ( yuz ) 6 ( xt y)u ( xtz ) .

Beweis . a) Betrachte x , y , z ∈ X mit y > z . Dann ist xuz 6 x . xuz 6 z 6 y .
us( xuz , {x , y } ) . Also xuz 6 inf ( {x , y } ) = xu y .
b) Betrachte x , y , z ∈ X . Dann ist x > xu y , x > xuz und x > ( xu y)t ( xuz ) . Weiter
ist ytz > y > xu y , ytz > z > xuz und ytz > ( xu y)t ( xuz ) . Also ist ( xu y)t ( xuz )
untere Schranke von {x , ytz } und xu ( ytz ) > ( xu y )t ( xuz ) .
c) lasst¨ sich mit einem zum Beweis von b) , , dualen” Argument zeigen, bei dem u
und t bzw. 6 und > vertauscht sind. �
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Definition 2 . 25 . Ein Verband (X, 6 ) ist e in distributiver Verband , wenn in
ihm die Distributivgesetze ge lten:

∀x , y , z : xu ( ytz ) = ( xu y)t ( xuz )

∀x , y , z : xt ( yuz ) = ( xt y) u ( xtz ) .

Beispiel 2 . 26 . Hasse-Diagramme von distributivem Verband mit 5 Elementen,
einmal distributiv, einmal nicht-distributiv.

Beispiel 2 . 27. Der Teilbarkeitsverband ( das ist der Verband mit kleinsten und
großten¨ gemeinsamen Teilern) ist distributiv: Ubung¨ ?

2 . 3 Boolesche Algebren

Wenn wir den Verband der Teilmengen einer Menge Z betrachten, so gibt es dort
noch eine weitere wichtige Operation, namlich¨ die Komplementbildung:

A � − A = {x ∈ Z | x � A } = Z \ A.

Das Komplement ist dadurch gekennzeichnet, dass A ∩ ( − A) = ∅ und A ∪ ( − A) =
Z . Wir konnen¨ dieses Phanomen¨ abstrakt in beliebigen distributiven Verbanden¨
studieren.

Definition 2 . 28 . Sei (X, 6 ) e in distributiver Verband. Elemente x , x ′ ∈ X
he ißen komplementar¨ , wenn xtx ′= > und xux ′= ⊥ .

Satz 2 . 29 . Sei (X, 6 ) e in distributiver Verband und x , x ′, x ′′ ∈ X. Wenn x und
x ′ als auch x und x ′′ komplemetar¨ sind, so ist x ′ = x ′′. Die ses Komplement x ′

von x wird auch mit − x beze ichnet.

Beweis . Betrachte x , x ′, x ′′ mit den genannten Eigenschaften.

x ′ = x ′u>
= x ′u ( xtx ′′)
= ( x ′ux )t ( x ′ux ′′)
= ⊥t ( x ′ux ′′)
= x ′ux ′′

Daraus folgt x ′ 6 x ′′. Genauso zeigt man die umgekehrte Ungleichung x ′′ 6 x ′.
Zusammen gilt dann x ′= x ′′. �

Definition 2 . 30 . Eine Boolesche Algebra ist e in distributiver Verband (X, 6 )
mit der Eigenschaft:

∀x ∈ X ∃x ′ ∈ X ( x und x ′ sind komplementar¨ ) .

In diesem Verband konnen¨ wir die Operationen t , u , − betrachten. Wir bevor-
zugen allerdings folgende algebraische Definition von Booleschen Algebren.
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Definition 2 . 31 . Eine Boolesche Algebra ist e ine Struktur (B , + , · , − , 0 , 1 )
mit zwe i zwe iste lligen Funktionen + , · , e iner e inste lligen Funktion − , und zwe i
Konstanten 0 und 1 , die die fo lgenden Axiome erfullt¨ :

a ) ∀x , y , z : x + ( y + z ) = ( x + y ) + z , ∀x , y , z : x · ( y · z ) = ( x · y) · z;
b ) ∀x , y : x + y = y + x , ∀x , y : x · y = y · x ;

c ) ∀x : 0 + x = x , ∀x : 1 · x = x ;

d ) ∀x , y , z : x · ( y + z ) = ( x · y ) + ( x · z ) , ∀x , y , z : x + ( y · z ) = ( x + y ) · ( x + z ) ;

e ) ∀x : x + ( − x ) = 1 , ∀x : x · ( − x ) = 0 ;

f) − 0 = 1 , − 1 = 0 , 0 � 1 ;

g ) ∀x : x · 0 = 0 , ∀x : x + 1 = 1 ;

h ) ∀x : − ( − x ) = x ;

i ) ∀x : x · x = x , ∀x : x + x = x ;

j) ∀x , y : − ( x · y) = ( − x ) + ( − y) , ∀x , y : − ( x + y) = ( − x ) · ( − y) .

Die Axiome j) sind die ���������
	���� schen Gesetze .

Beispiel 2 . 32 . Das einfachste Beispiel einer Booleschen Algebra besteht nur aus
den Elementen 0 und 1 : B = { 0 , 1 } . D ie Verknupfungen¨ + , · und − mussen¨ auf
Grund der Axiome folgendermaßen definiert werden:

+ 0 1

0 0 1

1 1 1

,
· 0 1

0 0 0

1 0 1

,
−
0 1

1 0

.

D iese Algebra ist isomorph zur Algebra der Wahrhe itswerte

oder W F

W W W

F W F

,
und W F

W W F

F F F

,
nicht

W F

F W

,

die wir im letzten Semester kennen gelernt hatten.

Beispiel 2 . 33. Potenzmengen : S ei X � ∅ eine nicht-leere Menge. Definiere die
Potenzmenge von X als die Menge aller Teilmengen von X :

Pot(X ) = {Y | Y ⊆ X } .

Dann ist Pot(X ) mit den Operationen ∪ , ∩ und Komplementbildung

− Y = X \ Y = {x ∈ X | x � Y }

eine Boolesche Algebra.

Satz 2 . 34. Sei X e ine endliche Menge mit n Elementen, n ∈ � . Dann besitzt
Pot(X ) genau 2n Elemente .
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Beweis . Durch vollstandige¨ Induktion uber¨ n ∈ � .
Induktionsanfang n = 0: Dann ist X die leere Menge , X = ∅ . D ie einzige Teil-
menge von ∅ ist die leere Menge selbst :

Pot( ∅ ) = { ∅} .

Damit hat Pot( ∅ ) genau 1 = 2 0 Elemente.
Induktionsschritt : die Behauptung gelte fur¨ n . Betrachte eine Menge X mit n + 1
Elementen. Wahle¨ ein a ∈ X . D ie Menge X \ { a } hat n Elemente. Dann ist

Pot(X ) = {Y ⊆ X | a ∈ Y } ∪ {Y ⊆ X | a � Y }
= {Z ∪ { a } | Z ∈ Pot(X \ { a } ) } ∪ Pot(X \ { a } ) .

Nach Induktionsvoraussetzung hat Pot(X \ { a } ) genau 2n Elemente. D ie
beiden , , Summanden” der Vereinigung haben daher jeweils 2n Elemente.
Zusammen hat die Vereinigung und damit die Potenzmenge von X 2n + 2n = 2n+ 1

Elemente.
Der Satz folgt mit dem Prinzip der vollstandigen¨ Induktion. �

Satz 2 . 35 . Sei (B , + , · , − , 0 , 1 ) e ine Boo le sche Algebra . Dann gilt in B:

a ) ∀x , y : ( x + y = 0→ ( x = 0 ∧ y = 0) ) .

b ) ∀x , y : ( x · ( − y) = 0↔ x · y = x ) .

Beweis . a) Betrachte x , y ∈ B mit x + y = 0. Dann ist

x = x + 0 = x + ( x + y) = ( x + x ) + y = x + y = 0.

Ebenso ist y = 0.
b) Betrachte x , y ∈ B . Angenommen x · ( − y) = 0 . Dann

x · y = ( x · y ) + 0

= ( x · y ) + ( x · ( − y) )

= x · ( y + ( − y) )

= x · 1
= x.

Andererseits sei x · y = x . Dann

x · ( − y) = ( x · y) · ( − y)

= x · ( y · ( − y ) )

= x · 0
= 0 .

�

Satz 2 . 36 . Sei (B , + , · , − , 0 , 1 ) e ine Boo le sche Algebra . Definiere e ine 2- ste llige
Re lation 6 aufB durch

x 6 y gdw. x · ( − y ) = 0 ( gdw. x · y = y ) .
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Dann ist die Struktur (B , 6 ) e ine partie lle Ordnung.

Beweis . Transitivitat¨ : Betrachte x , y , z ∈ B mit x 6 y und y 6 z . Dann ist x · ( −
y) = 0 und y · ( − z ) = 0 . Hieraus folgt :

x · ( − z ) = ( x · 1 ) · ( − z )

= ( x · ( y + ( − y) ) ) · ( − z )

= ( ( x · y) + ( x · ( − y) ) ) · ( − z )

= ( ( x · y) + 0) · ( − z )

= ( x · y) · ( − z )

= x · ( y · ( − z ) )

= x · 0
= 0

Also ist x 6 z .
Reflexivitat¨ : Betrachte x ∈ B . Dann ist x · ( − x ) = 0 und daher x 6 x .
Antisymmetrie : Betrachte x , y ∈ B mit x 6 y und y 6 x . Dann ist x · ( − y ) = 0 und
y · ( − x ) = 0 . Hieraus folgt :

x = x · 1
= x · ( y + ( − y) )

= ( x · y) + ( x · ( − y) )

= x · y
= ( x · y) + 0

= ( x · y) + ( ( − x ) · y)

= ( x + ( − x ) ) · y
= 1 · y
= y.

�

Satz 2 . 37. Sei (B , + , · , − , 0 , 1 ) e ine endliche Boo le sche Algebra, d. h. die Tra-¨
germenge B ist endlich. Dann ist B isomorph zu e iner Potenzmengenalgebra, d. h.
e s gib t e ine Menge A und e ine b ijektive Abb ildung f : B ↔ Pot(A) , die mit den
Algebraoperationen vertraglich¨ ist:

a ) f ( 0) = ∅ , f ( 1 ) = A;

b ) ∀x , y ∈ B : f ( x + y ) = f ( x ) ∪ f ( y) ;

c ) ∀x , y ∈ B : f ( x · y) = f ( x ) ∩ f ( y ) ;

d ) ∀x ∈ B : f ( − x ) = A \ f ( x ) .

Beweis . Ein Element a ∈ B ist ein Atom in B , wenn

a � 0 ∧ ∀x ∈ B : ( x 6 a→ ( x = 0 ∨ x = a ) ) ,

wobei 6 die partielle Ordnung aus dem vorangehenden Satz ist .
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( 1 ) Sei x ∈ B und x � 0 . Dann gibt es ein Atom a in B mit a 6 x .
Beweis : Angenommen nicht. Definiere dann eine Folge ( xn | n ∈ � ) durch
Rekursion: x0 = x . S ei xn definiert , so dass xn 6 x , xn � 0 . Nach der Widerspruchs-
annahme ist xn kein Atom. Wahle¨ dann xn+ 1 6 xn , so dass xn+ 1 � xn und xn+ 1 �
0 . Dann ist ( xn | n ∈ � ) eine unendliche absteigende Folge in B :

x0 > x1 > x2 > � .

Das ist ein Widerspruch, da B endlich ist . qed

Setze A = { a ∈ B | B ist ein Atom in B } . Definiere f : B→ Pot(A) durch

f ( x ) = { a ∈ A | a 6 x } .

Wir zeigen die behaupteten Eigenschaften fur¨ f .
( 2 ) Seien a , b ∈ B Atome in B mit a · b � 0 . Dann ist a = b .
Beweis : S ei x = a · b � 0 .

x · a = ( a · b) · a = ( b · a ) · a = b · ( a · a ) = b · a = a · b = x

und daher ist x 6 a . Da a ein Atom ist , ist x = a . Ebenso ist x = b und a = b .
( 3 ) f ist injektiv.
Beweis : Betrachte x , y ∈ B , x � y . Dann ist x 
 y oder y 
 x . Ohne Einschran-¨
kung der Allgemeinheit sei x 
 y . Nach der Definition von 6 ist dann x · ( − y) �
0 . Nach ( 1 ) wahle¨ ein Atom a ∈ A mit a 6 x · ( − y) .

0 = a · ( − ( x · ( − y ) ) )

= a · ( ( − x ) + ( − ( − y) ) )

= a · ( ( − x ) + y)

= ( a · ( − x ) ) + ( a · y) .

Daraus folgt : a · ( − x ) = 0 und a 6 x . Weiter ist a · y = 0 und

a · ( − y) = 0 + ( a · ( − y) ) = ( a · y ) + ( a · ( − y ) ) = a · ( y + ( − y) ) = a · 1 = a � 0 .

Daher ist a 
 y . Nach Definition von f ist a ∈ f ( x ) und a � f ( y ) . Damit ist
f ( x ) � f ( y ) . qed
( 4) f ist surjektiv.
Beweis : Betrachte X ∈ Pot(A) . Sei X = { a0 , � an− 1 } . Definiere

x = a0 + a1 + � + an− 1 ∈ B.

Wir zeigen, dass f ( x ) = X . D iese Mengengleichheit weisen wir durch zwei Inklu-
sionen nach.
Betrachte a ∈ f ( x ) = { a ∈ A | a 6 x } . Dann ist

a 6 x = a0 + a1 + � + an− 1

und

a = a · x = a · ( a0 + a1 + � + an− 1 ) = ( a · a0) + � + ( a · an− 1 ) .
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Da a � 0 , wahle¨ ein i < n mit a · a i � 0 . Nach ( 2 ) ist dann a = a i und a ∈ X .
Andererseits sei a = a i ∈ X . Nach ( 2 ) ist dann

a · x = a · ( a0 + a1 + � + an− 1 ) = ( a · a0) + � + ( a · an− 1 ) = a

und a 6 x . Damit ist a ∈ f ( x ) . �

Aufgabe 2 . 1 . Beweisen S ie die Teile b) -d) des Satzes .
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Kapitel 3

Strukturen

3. 1 S ignaturen

Wir haben eine Fulle¨ von Strukturen kennengelernt : die Zahlsysteme � , � , � , �
und � ; Korper¨ und Vektorraume¨ ; Ordnungsstrukturen , Verbande¨ und Boo lesche
Algebren . Wir wollen den allgemeinen Strukturbegriff, den wir im ersten Semester
eingefuhrt¨ hatten, weiterentwickeln.

Gemeinsames Merkmal von Strukturen ist das Vorhandensein von Trager-¨
mengen auf denen Relationen oder Funktionen wirken. Ein

�
-Vektorraum V

setzt sich aus dem Korper¨
�

mit seiner Tragermenge¨ und den zugehorigen¨ Korpe-¨
roperationen sowie einer Menge V von Vektoren zusammen. Die Vektoropera-
tionen haben Skalare aus

�
oder Vektoren als Argumente:

V :





�
:
{
K
+ � , · ���

V :
{
V
+V , �

Die Relationen und Funktionen einer Struktur konnen¨ sich wie die Skalarmultipli-
kation auf verschiedene Tragermengen¨ beziehen und konnen¨ verschiedene Ste llen-
zahlen haben. Zur Organisation des Systems von Tragermengen¨ und Relationen
und Funktionen fuhren¨ wir allgemein Signaturen ein. Eine S ignatur liefert Sym-
bo le zur Referenzierung verschiedener Strukturkomponenten und fixiert die Stel-
lenzahlen von Relationen und Funktionen.

Definition 3. 1 . Ein 5-Tupe l σ = (S , F , R , K , fct) ist e ine Signatur, wenn

a ) S , F , R , K sind paarwe ise disjunkte Mengen von Sorten, Funktionssym-
bolen, Relationssymbolen b zw. Konstantensymbolen;

b ) fct ist e ine auf F ∪ R ∪ K definierte Funktion, die als Funktionalitat¨
beze ichnet wird;

c ) fur¨ alle f ∈ F gib t e s e in n ∈ � mit fct( f ) ∈ Sn+ 1 ;

d ) fur¨ alle r ∈ R gib t e s e in n ∈ � mit fct( r ) ∈ Sn;

e ) fur¨ alle k ∈ K ist fct( k ) ∈ S.

Bemerkung 3. 2 . Die Sorten entsprechen den verschiedenen Tragermengen¨ von
Strukturen. Die Funktion fct legt die Typen der Symbole fest . Wenn f ∈ F ein
Funktionssymbol ist und fct( f ) = ( s 0 , � , sn− 1 , sn) , so bedeutet das, dass f n-stellig
ist , seine Argumente aus den mit den Sorten s 0 , � , sn− 1 bezeichneten Trager-¨
mengen bezieht und einen Wert in der mit sn bezeichneten Tragermenge¨ liefert .
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�
-Vektorraume¨ V = (V , + , · , 0) kann man folgendermaßen durch eine S ignatur

σVR erfassen:
Sortenmenge

S = {Vektor , Skalar} ;
als Operationen liegen Korperoperationen¨ + � und · � , die Vektoraddition +V

und die Skalarmultiplikation · V vor:

F = { + � , · � , +V , · V } ;
Relationen liegen nicht vor:

R = ∅ ;
es gibt die Korperkonstanten¨ 0 � und 1 � und den Nullvektor 0V :

K = { 0 � , 1 � , 0V }
Die Funktionalitat¨ der verschiedenen Symbole in F ∪ R ∪ K ist :

fct( + � ) = ( Skalar , Skalar , Skalar)

fct( · � ) = ( Skalar , Skalar , Skalar)

fct( +V ) = ( Vektor , Vektor , Vektor)

fct( · V ) = ( Skalar , Vektor , Vektor)

fct( 0 � ) = Skalar

fct( 1 � ) = Skalar

fct( 0V) = Vektor .

Das bedeutet zum Beispiel , dass + � eine Operation beschreibt , die von
� 2 nach

�
geht, dass · V von

� × V nach V geht, und dass 0V ein Element von V ist .
Damit ist

σVR = ( {Vektor , Skalar} , { + � , · � , +V , · V } , ∅ , { 0 � , 1 � , 0V } , fct) .

Die Funktionalitaten¨ von Funktionssymbolen werden auch folgendermaßen
geschrieben:

fct( +V ) = ( Vektor , Vektor) Vektor

fct( · V ) = ( Skalar , Vektor) Vektor .

Derartige Konstrukte finden sich auch in Programmiersprachen. Eine S ignatur
entspricht der Klassendeklaration in einer Programmiersprache wie C++. Wenn
man Vektorraume¨ als Klasse einfuhren¨ mochte¨ , wurde¨ man unter der Annahme,
dass die Datentypen vektor und s kalar vorliegen, etwa schreiben:

c las s Vektorraum

{

publi c :

vektor Vektoraddi ti on( vektor, vektor) ;

vektor Skalarmulti pl i kati on( s kalar, vektor) ;

vektor Nul lvektor( ) ;
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} ;

3. 2 Strukturen

Eine S ignatur kann durch Strukturen interpretiert werden. In einer S truktur
werden den Symbolen entsprechende Strukturkomponenten zugeordnet .

Definition 3. 3. Sei σ = (S , F , R , K , fct) e ine Signatur. Eine Struktur mit
Signatur oder e ine σ-Struktur ist e in Tupe l

A = ( (As ) s ∈ S , ( f
A) f ∈F , ( rA) r∈R , ( k

A) k ∈K)

mit den Eigenschaften:

a ) fur¨ s ∈ S ist As � ∅ ; jedes As ist e ine Tragermenge¨ der Struktur;

b ) fur¨ f ∈ F mit fct( f ) = ( s 0 , � , sn− 1 , sn) ist fA e ine Funktion:

fA : As0 × � × Asn− 1
→ Asn ;

c ) fur¨ r ∈ R mit fct( r ) = ( s 0 , � , sn− 1 ) ist rA e ine Relation:

rA ⊆ As0 × � × Asn− 1 ;

d ) fur¨ k ∈ K mit fct( k ) = s ist kA e ine Konstante :

kA ∈ As .

Die Struktur A kann als Zuordnung von Symbolen zu ( mathematischen) Objekten
geeigneten Typs aufgefasst werden:

s � As , f � fA , r � rA , k � kA .

Im Fall der oben diskutierten Vektorraume¨ kann ein gewohnlicher¨ Vektorraum als
S truktur mit der S ignatur

σVR = ( {Vektor , Skalar} , { + Sk , · Sk , +Vk , · Vk } , ∅ , { 0Sk , 1 Sk , 0Vk} , fct)

aufgefasst werden; der 2 -dimensionale � -Vektorraum � 2 ware¨ in dieser Formatie-
rung:

� 2 = ( { � 2 , � } , { + � , · � , + � 2 , · � 2 } , ∅ , { 0 , 1 ,
(

0
0

)
} .

Formulierungen dieser Art enthalten in der Regel viele redundante Elemente,
daher werden sie etwa verkurzt¨ zu dem bekannten

� 2 = ( � 2 , + � 2 , · � 2 ,

(
0
0

)
} .

Da der Skalarkorper¨ � fixiert ist , werden seine Komponenten unterdruckt¨ ; auch
die leere Menge der Relationen braucht ublicherweise¨ nicht angegeben zu werden.
Weiterhin wird eine S truktur haufig¨ durch ( eine) ihre( r) Tragermengen¨
bezeichnet .
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Dennoch sollte man sich bewusst sein, dass die ublichen¨ Abkurzungsschreib-¨
weisen bei Bedarf zu vollstandigen¨ , eindeutigen Formulierungen ausgedehnt
werden konnen¨ .

Aufgabe 3. 1 . Definieren S ie eine S ignatur σarith der Arithmetik , die fur¨ verschiedene Zahl-
systeme wie � , � , � mit Addition und Multiplikation adaquat¨ ist . S tellen S ie die Zahlbe-
reiche als S trukturen mit dieser S ignatur dar.

Aufgabe 3. 2 . Definieren S ie S ignaturen fur¨ Boo leschen Algeb ren entsprechend der zwei
alternativen Definitionen von Boolescher Algebra und stellen S ie die Potenzmengenalgebra
P(A ) als S trukturen zu diesen S ignaturen dar.

3. 3 Substrukturen

Zu einer gegebenen S ignatur σ gibt es eine Fulle¨ von σ-S trukturen. In der
Linearen Algebra hatten wir etwa eine große Vielfalt von Vektorraumen¨ kennenge-
lernt . Eine Aufgabe der Theorie ist es , durch Klassifizierungen einen Uberblick¨

uber¨ die Klasse aller Moglichkeiten¨ zu erlangen. Bei Vektorraumen¨ waren hierzu
Begriffe wie Unterraum und lineare Abb ildung eingefuhrt¨ worden. Wir wollen der-
artige Definitionen ganz allgemein studieren:

Definition 3. 4. Sei σ = (S , F , R , K , fct) e ine Signatur und se ien

A = ( (As ) s ∈ S , ( f
A) f ∈F , ( rA) r∈R , ( k

A) k ∈K)

und

B = ( (Bs ) s∈ S , ( f
B) f ∈F , ( rB ) r∈R , ( k

B ) k ∈K)

σ-Strukturen. Dann ist A Substruktur oder Unterstruktur von B , wenn:

a ) fur¨ s ∈ S ist As ⊆ Bs ;

b ) fur¨ f ∈ F mit fct( f ) = ( s 0 , � , sn− 1 , sn) und a0 ∈ As0 , � , an− 1 ∈ Asn− 1 ist

fA( a0 , � , an− 1 ) = fB ( a0 , � , an− 1 ) ;

c ) fur¨ r ∈ R mit fct( r ) = ( s 0 , � , sn− 1 ) und a0 ∈ As0 , � , an− 1 ∈ Asn− 1 ist

rA( a0 , � , an− 1 ) gdw. rB ( a0 , � , an− 1 ) ;

d ) fur¨ k ∈ K mit fct( k ) = s ist

kA = kB .

Man schre ib t dann auch A ⊆ B .

Eine Substruktur wird durch Einschrankung¨ der Tragermengen¨ gegeben; die
ubrigen¨ Komponenten der S truktur werden entsprechend eingeschrankt¨ . Ein
Untervektorraum U eines

�
-Vektorraums V ist eine Substruktur im Sinne dieser

Definition:

U = ( {U , � } , { + � , · � , +U , · U } , ∅ , { 0 � , 1 � , 0U } ) ⊆
V = ( {V , � } , { + � , · � , +V , · V } , ∅ , { 0 � , 1 � , 0V } ) .
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3. 4 Homomorphismen

Im Mittelpunkt der Linearen Algebra steht das Studium der linearen Abb il-
dungen . D ieses sind Abbildungen zwischen den Tragermengen¨ der Vektoren, die
mit beiden Strukturen vertraglich¨ sind. Wir formulieren allgemein:

Definition 3. 5 . Sei σ = (S , F , R , K , fct) e ine Signatur und se ien

A = ( (As ) s ∈ S , ( f
A) f ∈F , ( rA) r∈R , ( k

A) k ∈K)

und

B = ( (Bs ) s∈ S , ( f
B) f ∈F , ( rB ) r∈R , ( k

B ) k ∈K)

σ-Strukturen. Se i s ∈ S, so dass fur¨ alle s ′ ∈ S \ { s } gilt: As ′ = Bs ′ . Fur¨ e ine Abb il-
dung h : As→ Bs und t ∈ S definiere

h t : At→ Bt , h t=

{
h , fur¨ t = s
IdAt , fur¨ t � s

Dann ist h : As→ Bs e in s -Homomorphismus von A nach B , wenn:

a ) fur¨ f ∈ F mit fct( f ) = ( s 0 , � , sn− 1 , sn) und a0 ∈ As0 , � , an− 1 ∈ Asn− 1
ist

fB ( hs0( a0) , � , hsn− 1
( an− 1 ) ) = hsn( f

A( a0 , � , an− 1 ) ) ;

b ) fur¨ r ∈ R mit fct( r ) = ( s 0 , � , sn− 1 ) und a0 ∈ As0 , � , an− 1 ∈ Asn− 1 ist

rB ( h s0( a0) , � , hsn− 1 ( an− 1 ) ) gdw. rA( a0 , � , an− 1 ) ;

c ) fur¨ k ∈ K mit fct( k ) = s 0 ist

kB = h s0( k
A) .

Man schre ib t dann auch h : A→ s B oder e infacher h : A→ B .

Beispiel 3. 6 . Sei

σVR = ( {Vektor , Skalar} , { + Sk , · Sk , +Vk , · Vk } , ∅ , { 0Sk , 1 Sk , 0Vk} , fct)

die S ignatur der Vektorraume¨ und seien

U = ( {U , � } , { + � , · � , +U , · U } , ∅ , { 0 � , 1 � , 0U } )
und

V = ( {V, � } , { + � , · � , +V , · V } , ∅ , { 0 � , 1 � , 0V } )
�

-Vektorraume¨ . Eine Abbildung h : U → V ist genau dann ein Vektor-Homomor-
phismus, wenn h eine lineare Abbildung von

�
-Vektorraumen¨ ist . Es gilt hVektor =

h und hSkalar = Id � . D ie Homomorphismuseigenschaft fur¨ das Skalarprodukt eines
Skalars λ ∈ �

und eines Vektors u ∈ U bedeutet :

· V ( hSkalar( λ ) , hVektor(u) ) = hVektor( · U ( λ , u) )

D ies kann aquivalent¨ zur multiplikativen Linearitat¨ von h umgeformt werden:

· V ( λ , h (u) ) = h ( · U ( λ , u) )

λ · Vh (u) = h ( λ · Uu)

λ · h (u) = h ( λ · u) .
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Wir fuhren¨ Begriffe zur Beschreibung von Homomorphismen ein:

Definition 3. 7. Sei h : A → s B e in s -Homomorphismus zwischen σ-Strukturen A
und B . Dann ist h e ine Abb ildung h : As→ Bs zwischen den Tragermengen¨ As und
Bs . Wir definieren:

a ) h ist e in Monomorphismus , wenn h injektiv ist;

b ) h ist e in Epimorphismus , wenn h surjektiv ist;

c ) h ist e in Isomorphismus , wenn h b ijektiv ist;

d ) h ist e in Endomorphismus , wenn As = Bs ;

e ) h ist e in Automorphismus , wenn h b ijektiv und As = Bs ist.
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Kapitel 4

Sprachen

Formale Sprache dienen dazu, Aussagen uber¨ Strukturen einer vorgegebenen
S ignatur zu machen. Die Aussage ∀x ∀y : x + y = y + x besagt zum Beispiel , dass
die Addition ( in Strukturen geeigneter S ignatur) kommutativ ist . Eine S ignatur
stellt bereits Mengen von Symbolen zur Verfugung¨ , die bei der Bildung von Aus-
sagen der Sprache verwendet werden konnen¨ . D iese Symbole werden durch wei-
tere Symbole in logische Zusammenhange¨ gestellt . D ie formale Sprache wird
durch ihre S ignatur bestimmt. Die formalen Aspekte der Sprache bezeichnet man
als Syntax . D ie Interpretation einer Sprache in S trukturen ist Anliegen der
Semantik .

4. 1 Syntax

Definition 4. 1 . Sei σ = (S , F , R , K , fct) e ine Signatur. Die zu σ gehorige¨
Sprache Lσ besteht aus mehreren Komponenten:

a ) Variable : fur¨ jede Sorte s ∈ S gib t e s Variab len v0
s , v1

s , � ;

b ) Symbole : die Symbo lmenge Aσ der Sprache Lσ ist

Aσ = F ∪ R ∪ K ∪ { vns | s ∈ S , n ∈ � } ∪ { ( , ) , ′′ , ′′ , = , ¬ , ∧ , ∨ , → , ↔ , ∀, ∃}
c ) Terme : Die Menge Tσ der σ-Terme wird rekursiv definiert. Jedem Term t

wird außerdem ein Typ τ ( t) ∈ S zugeordnet:

i . a lle Variab len vn
s sind Terme vom Typ τ( vn

s ) = s ;

ii . a lle Konstantensymbo le k ∈ K sind Terme vom Typ τ( k ) = fct( k ) ;

iii . fur¨ alle n- ste lligen Funktionssymbo le f ∈ F mit der Funktionalitat¨

fct( f ) = ( s 0 , � , sn− 1 , sn)

und Terme t0 , � , tn− 1 mit τ ( t0) = s 0 , � , τ( tn− 1 ) = sn− 1 ist

f ( t0 , � , tn− 1 )

e in Term mit τ ( f ( t0 , � , tn− 1 ) ) = sn .

d ) Relationale Aussagen: fur¨ e ine Sorte s ∈ S und Terme t0 , t1 ∈ Tσ mit
τ ( t0) = τ( t1 ) = s ist

t0 = t1
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e ine re lationale Aussage ; und fur¨ alle n- ste lligen Re lationssymbo le r ∈ R
mit der Funktionalitat¨

fct( r ) = ( s 0 , � , sn− 1 )

und Terme t0 , � , tn− 1 mit τ ( t0) = s 0 , � , τ( tn− 1 ) = sn− 1 ist

r( t0 , � , tn− 1 )

e ine re lationale Aussage .

e ) Aussagen: Die Menge Ausσ der Sprache Lσ wird rekursiv definiert:

i . jede re lationale Aussage ist e ine Aussage ;

ii . wenn ϕ e ine Aussage ist, so ist auch ¬ϕ (, , nicht ϕ” ) e ine Aussage ;

iii . wenn ϕ und ψ Aussagen sind, so sind auch

( ϕ ∧ ψ ) , ,ϕ und ψ”
( ϕ ∨ ψ ) , ,ϕ oder ψ”
( ϕ→ ψ ) , ,ϕ impliziert ψ”
( ϕ↔ ψ ) , ,ϕ ist aquivalent¨ zu ψ”

Aussagen;

iv. wenn ϕ e ine Aussage ist und vn
s e ine Variab le , so sind auch

∀vns ϕ , , fur¨ alle vn
s gilt ϕ”

∃vns ϕ , , e s gib t e in vn
s mit ϕ”

Aussagen.

Beispiel 4. 2 . Die Sprache der Vektorraume¨ . Wir wenden die Definition an und
fuhren¨ verschiedene abkurzende¨ Schreibweisen ein. Sei

σVR = ( {Vektor , Skalar} , { + Sk , · Sk , +Vk , · Vk } , ∅ , { 0Sk , 1 Sk , 0Vk} , fct)

= ( Vektor , Skalar; + Sk , · Sk , +Vk , · Vk , 0Sk, 1 Sk, 0Vk, fct)

die S ignatur der Vektorraume¨ . Dann hat man:

− Variab len : vn
Vektor und vn

Skalar , die ublicherweise¨ durch besondere Buchstaben
x , y , z , � fur¨ Vektor-Variablen und λ , µ , ν , � fur¨ Skalar-Variablen
bezeichnet werden;

− Terme : + Sk ( λ , µ) , · Sk ( λ , µ) , +Vk ( x , y) , · Vk ( λ , x ) und komplexere Terme
der Gestalt

+Vk ( · Vk ( λ , x ) , · Vk ( µ , y) ) .

Die Terme sind in ublichen¨ arithmetischen Infix-Schreibweisen mit Klam-
mersetzung besser zu verstehen: λ + Sk µ , λ · Sk µ , � und

( λ · Vk x ) +Vk ( µ · Vk y) .
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Da die Variablen den Typ der auf sie anwendbaren Funktionen bestimmen,
lasst¨ sich ableiten, ob an bestimmten Stellen des Terms + Sk oder · Vk

stehen muss. Daher kann man die Indizes Sk oder Vk in der Regel fort-
lassen:

( λ · x ) + ( µ · y) .

Mit Konventionen wie , , Punktrechnung geht vor Strichrechnung” kann
man weiterhin Klammern um die Skalar-Multiplikationen fortlassen.
Außerdem wird der Mal-Punkt · gern eliminiert :

λ x + µy.

− Relationale Aussagen : Als relationales Symbol liegt nur das Gleichheitszei-
chen = vor, daher kommen nur Aussagen der Art

+Vk ( · Vk ( λ , x ) , · Vk ( µ , y) ) = 0Vk

in Frage, die selbstverstandlich¨ vertrauter als

λ x + µy = 0

geschrieben werden. Man beachte, dass die Konstante 0 auf der rechten
Seite vom Typ Vektor sein muss, da die linke Seite der Gleichung diesen
Typ hat. Daher konnen¨ wir einfach 0 statt 0Vk schreiben.

− Aussagen : D ie Vektorraum-Axiome sind eine endliche Menge von Aus-
sagen, die fur¨ alle Vektorraume¨ gefordert werden. In der formalen Sprache
lautet eines der Assoziativgesetze:

∀v0
Skalar∀v1

Skalar∀v0
Vektor · Vk ( v0

Skalar , · Vk ( v1
Skalar , v0

Vektor) )

= · Vk ( · Sk ( v0
Skalar , v1

Skalar) , v0
Vektor) .

Unter der Benutzung obiger Konventionen wird hieraus:

∀λ∀µ∀x λ · ( µ · x ) = ( λ · µ) · x.
Assoziativgesetze erlauben anschließend das Fortlassen weiterer Klammern,
da sie gerade die Unabhangigkeit¨ von Werten von der Klammersetzung
zum Inhalt haben. Manchmal deutet man die Typen der Variablen durch
zusatzliche¨ mengentheoretische Formulierungen an. Fur¨ einen

�
-Vektor-

raum V schreibt man das Assoziativgesetz auch als:

∀λ ∈ � ∀µ ∈ � ∀x ∈ V λ · ( µ · x ) = ( λ · µ) · x.

Bemerkung 4. 3. In der Informatik besteht die standige¨ Notwendigkeit ,
adaquate¨ Sprachen zu definieren. In der verbreiteten Backus-Naur-Form ( BNF)
lasst¨ sich die obige Sprache folgendermaßen beschreiben:

Variablen: V : : = vn
s n ∈ � , s ∈ S

Terme: T : � V | f (V0 , � , Vn− 1 ) f ∈ F
Relationale Aussagen: RA : � T0 = T1 | r (T0 , � , Tn− 1 ) r ∈ R
Aussagen: A : � RA | ¬A | (A0 ∧ A1 ) | (A0 ∨ A1 ) |

| (A0→ A1 ) | (A0↔ A1 )
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Allerdings werden hier Details wie die Beachtung von Typen bei der Bildung von
Termen und Aussagen unterdruckt¨ . Durch die BNF-Definition der formalen
Sprache Lσ wird die Ahnlichkeit¨ zu Programmiersprachen betont.

4. 2 Semantik

Mit der Sprache Lσ kann man Eigenschaften von σ-S trukturen formulieren. Durch
Interpretation der Elemente der Sprache in einer σ-S truktur kann man uber-¨
prufen¨ , ob die S truktur die Eigenschaft erfullt¨ . D ie Definition erfolgt rekursiv
uber¨ den Aufbau der formalen Sprache. Neben den Symbolen aus σ benutzt die
formale Sprache auch Variablen fur¨ Elemente der Tragermengen¨ . D ie Variablen
werden interpretiert , indem sie mit Werten aus den Tragermengen¨ be legt werden.

Definition 4. 4. Sei σ = (S , F , R , K , fct) e ine Signatur mit zugehoriger¨ Sprache
Lσ. Se i

A = ( (As ) s ∈ S , ( f
A) f ∈F , ( rA) r∈R , ( k

A) k ∈K)

e ine σ-Struktur. Die Interpretation von Lσ in A wird schrittwe ise definiert:

− Eine Belegung in A ist e ine Funktion

β : { vns | n ∈ � , s ∈ S } →
⋃

s ∈ S
As ,

so dass fur¨ alle n ∈ � und s ∈ S gilt β( vn
s ) ∈ As . Die Be legung interpretiert

also Variab len entsprechend ihrem Typ.
Es ist manchmal wichtig, den Wert e iner Be legung β an e iner Variab len
vn ′
s ′ zu e inem gegebenen a ∈ As zu modifizieren. Definiere dazu e ine modifi-

zierte Be legung

β
a

vn ′
s ′

: { vns | n ∈ � , s ∈ S } →
⋃

s ∈ S
As

durch

β
a

vn ′
s ′

( vn
s ) =

{
β( vn

s ) , falls vn
s � vn ′

s ′

a , falls vn
s = vn ′

s ′

− Ein σ-Modell ist e in geordnetes Paar M = ( A, β) aus e iner σ-Struktur A

und e iner Be legung β in A . Fur¨ die we iteren Definitionen se i e in Mode ll
M = ( A, β) fixiert.

− Fur¨ e ine Term t ∈ Tσ der Sprache Lσ definiere die Interpretation M( t)
im Mode ll M durch Rekursion uber¨ den Aufbau von t:

i . fur¨ e ine Variab le vn
s ist M( vn

s ) = β( vn
s ) ;

ii . fur¨ e in Konstantensymbo l k ∈ K ist M( k ) = kA;
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iii . fur¨ e in n- ste lliges Funktionssymbo l f ∈ F und Terme t0 , � , tn− 1 ∈ Tσ
ist

M( f ( t0 , � , tn− 1 ) ) = fA( M( t0) , � , M( tn− 1 ) ) .

− Fur¨ e ine Aussage ϕ ∈ Lσ definiere , dass M e in Modell von ϕ ist, M � ϕ ,
durch Rekursion uber¨ den Aufbau von ϕ :

i . fur¨ Terme t0 , t1 ∈ Tσ se tze

M � t0 = t1 gdw. M( t0) = M( t1 ) ;

ii . fur¨ e in n- ste lliges Re lationssymbo l r ∈ R und Terme t0 , � , tn− 1 ∈ Tσ
se tze

M � r ( t0 , � , tn− 1 ) gdw. rA( M( t0) , � , M( tn− 1 ) ) ;

iii . M � ¬ϕ gdw. nicht M � ϕ ;

iv . M � ( ϕ ∧ ψ ) gdw. M � ϕ und M � ψ;

v. M � ( ϕ ∨ ψ ) gdw. M � ϕ oder M � ψ;

vi . M � ( ϕ→ ψ ) gdw. M � ϕ impliziert M � ψ;

vii . M � ( ϕ↔ ψ ) gdw. M � ϕ ist aquivalent¨ zu M � ψ;

viii . M � ∀vns ϕ gdw. fur¨ alle a ∈ As gilt M
a

vn
s = ( M, β

a

vn
s ) � ϕ ;

ix. M � ∃vns ϕ gdw. es existiert ein a ∈ As mit M
a

vn
s = ( M, β

a

vn
s ) � ϕ .

Man sagt auch M erfullt¨ ϕ oder ϕ gilt in M fur¨ M � ϕ .

Bemerkung 4. 5 . Bei den Definitionen wird benutzt , dass Terme und Aussagen
der Sprache e indeutig le sbar sind, d. h. fur¨ jeden Term gibt es genau eine Weise,
wie er in konstituierende Teilterme zerfallt¨ ; die Interpretation des Terms wird
dann aus den Interpretationen dieser Teilterme zusammengesetzt . Entsprechendes
gilt fur¨ Aussagen. Formale Sprachen sind so zu konstruieren, dass eindeutige Les-
barkeit gegeben ist . Programme und ihre Konstituenten sollen eindeutig lesbar
sein, andernfalls gabe¨ es Probleme mit der Determiniertheit von Ubersetzungen¨

und Programmausfuhrungen¨ .

Beispiel 4. 6 . Die Definition von Term-Interpretationen und Modell-Beziehung
stimmen mit dem bisherigen informellen Gebrauch uberein¨ . D ies liegt an den
naheliegenden Definitionen fur¨ aussagenlogische Verknupfungen¨ und dem naturli-¨
chen Zusammenspiel der verschiedenen Definitionen.

Es sei beispielsweise

σVR = ( Vk , Sk; + Sk , · Sk , +Vk , · Vk , 0Sk, 1 Sk, 0Vk, fct)

die S ignatur der Vektorraume¨ und

V = (V ,
�

; + � , · � , +V , · V , 0 � , 1 � , 0V)

ein Vektorraum mit Skalarkorper¨
�

. Dann ist
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V � ∀λ∀x∀y λ · ( x + y ) = λ · x + λ · y

gdw. V � ∀v0
Sk∀v0

Vk∀v1
Vk v0

Sk · Vk ( v0
Vk +Vk v1

Vk) = v0
Sk · Vk v0

Vk +Vk v0
Sk · Vk v1

Vk

gdw. fur¨ alle a ∈ �
gilt :

V
a

v0
Sk
� ∀v0

Vk∀v1
Vk v0

Sk · Vk ( v0
Vk +Vk v1

Vk) = v0
Sk · Vk v0

Vk +Vk v0
Sk · Vk v1

Vk

gdw. fur¨ alle a ∈ �
gilt : fur¨ alle b ∈ V gilt :

V
a

v0
Sk

b

v0
Vk
� ∀v1

Vk v0
Sk · Vk ( v0

Vk +Vk v1
Vk) = v0

Sk · Vk v0
Vk +Vk v0

Sk · Vk v1
Vk

gdw. fur¨ alle a ∈ �
gilt : fur¨ alle b ∈ V gilt : fur¨ alle c ∈ V gilt :

V
a

v0
Sk

b

v0
Vk

c

v1
Vk
� v0

Sk · Vk ( v0
Vk +Vk v1

Vk) = v0
Sk · Vk v0

Vk +Vk v0
Sk · Vk v1

Vk

gdw. fur¨ alle a ∈ �
gilt : fur¨ alle b ∈ V gilt : fur¨ alle c ∈ V gilt :

V
a

v0
Sk

b

v0
Vk

c

v1
Vk

( v0
Sk · Vk ( v0

Vk +Vk v1
Vk) ) = V

a

v0
Sk

b

v0
Vk

c

v1
Vk

( v0
Sk · Vk v0

Vk +Vk v0
Sk · Vk v1

Vk)

gdw. fur¨ alle a ∈ �
gilt : fur¨ alle b ∈ V gilt : fur¨ alle c ∈ V gilt :

V
a

v0
Sk

b

v0
Vk

c

v1
Vk

( v0
Sk) · V ( V

a

v0
Sk

b

v0
Vk

c

v1
Vk

( v0
Vk) +V V

a

v0
Sk

b

v0
Vk

c

v1
Vk

( v1
Vk) ) =

= V
a

v0
Sk

b

v0
Vk

c

v1
Vk

( v0
Sk) · V V

a

v0
Sk

b

v0
Vk

c

v1
Vk

( v0
Vk) +V V

a

v0
Sk

b

v0
Vk

c

v1
Vk

( v0
Sk) · V V

a

v0
Sk

b

v0
Vk

c

v1
Vk

( v1
Vk)

gdw. fur¨ alle a ∈ �
und alle b , c ∈ V gilt :

a · V ( b +Vc) = a · Vb +Va · Vc .

4. 3 Allgemeingultige¨ Aussagen

Es gibt enge Zusammenhange¨ zwischen der syntaktischen Form von Aussagen und
ihrer Gultigkeit¨ in Modellen. Tatsachlich¨ lassen sich Beweise vollkommen formal
auf der Ebene der Syntax fuhren¨ . Wir beginnen mit einfachen Uberlegungen¨ :

Definition 4. 7. Sei σ e ine Signatur und ϕ ∈ Lσ e ine Aussage .

a ) ϕ ist allgemeingultig¨ , wenn jedes σ-Mode ll e in Mode ll von ϕ ist;

b ) ϕ ist erfullbar¨ , wenn es e in σ-Mode ll von ϕ gib t.

Satz 4. 8 . Fo lgende Aussagen sind allgemeingultig¨ fur¨ alle Terme t , t0 , t1 , t2 ∈ Tσ
und alle Aussagen ϕ , ψ , χ ∈ Lσ.

a ) t = t

b ) ( t0 = t1 → t1 = t0)

c ) ( ( t0 = t1 ∧ t1 = t2 ) → t0 = t2 )

d ) ( ϕ→ ( ψ→ ( ϕ ∧ ψ ) )
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e ) ( ( ϕ ∧ ψ ) → ϕ ) und ( ( ϕ ∧ ψ ) → ψ )

f) ( ϕ→ ( ϕ ∨ ψ ) ) und ( ψ→ ( ϕ ∨ ψ ) )

g ) ( ( ϕ→ χ) → ( ( ψ→ χ) → ( ( ϕ ∨ ψ ) → χ) ) )

h ) ( (¬ϕ→ ¬v0 = v0) → ϕ )

Beweis . Betrachte ein σ-Modell M = ( A, β) .
b) Angenommen M � t0 = t1 . Dann ist M( t0) = M( t1 ) . Wegen der Symmetrie der
Gleichheit ist M( t1 ) = M( t0) . Also ist M � t1 = t0 . Danach gilt : M � t0 = t1 impli-
ziert M � t1 = t0 , und M � ( t0 = t1 → t1 = t0) .
h) Angenommen M � (¬ϕ → ¬v0 = v0) . Angenommen M � ¬ϕ . Dann ist M � ¬
v0 = v0 . Also ist β( v0) � β( v0) , Widerspruch. Danach ist M � ¬ϕ nicht moglich¨ ,
und wir erhalten M � ϕ . Danach gilt : M � (¬ϕ→ ¬v0 = v0) impliziert M � ϕ , und
M � ( (¬ϕ→ ¬v0 = v0) → ϕ ) . �

Man beachte, dass dieser Satz uber¨ die Allgemeingultigkeit¨ von Aussagen nur
die syntaktische Gestalt der Aussagen betrachtet , unabhangig¨ von der Bedeutung
von t0 oder ϕ . D ie bewiesenen Allgemeingultigkeiten¨ entsprechen auch Schritten
in ( detaillierten) Beweisen. Man kann z. B . d) lesen als : wenn ϕ bewiesen ist und
ψ bewiesen ist, dann kann man ( ϕ ∧ ψ ) bewe isen . In diesem S inne entsprechen e) -
h) den Beweismethoden durch Konjunktionse limination , Disjunktion , Fallunter-
sche idung bzw. Widerspruch . D iese Beweismethoden erscheinen auch in den for-
malen Beweisen des nachsten¨ Kapitels.
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Kapitel 5

Aussagenlogische formale Beweise
In ausfuhrlichen¨ Beweisen besitzen viele Beweisschritte einen formalen, rechneri-
schen Charakter . Der Schritt von den Voraussetzungen ϕ und ψ zu der Konjunk-
tion ( ϕ ∧ ψ ) ist vollkommen unabhangig¨ von der Bedeutung von ϕ und ψ ; die
Schlussfolgerung ( ϕ ∧ ψ ) lasst¨ sich durch syntaktisches Operieren mit den Zeichen-
reihen ϕ und ψ bilden. Dies motiviert die Erwartung, dass ein vollkommen aus-
fuhrlicher¨ Beweis aus einer Folge von Aussagen besteht, die sich jeweils aus
fruheren¨ Aussagen mit Hilfe syntaktischer Rechenoperationen ergeben.

Wir wollen dieses fur¨ den aussagenlogischen Teil unserer Logik demonstrieren.
Wir definieren formale Beweise als Texte bestimmter Gestalt . D ie Grammatik
eines korrekten Beweises ist so einfach, dass sie automatisch auf Richtigkeit
gepruft¨ werden kann ( proof checking ) . Das vorgestellte System entspricht der
Software tutc h ( tutorial proof checker ) , die im Internet erhaltlich¨ ist :
http: / /www. t c s . i nf ormati k. uni -muenchen. de /~ abel /tutc h/

Wir betrachten ein Beispiel , in dem die Tautologie ( = allgemeingultige¨ Aus-
sage) ( ( ϕ ∧ ( ϕ→ ψ ) ) → ψ ) bewiesen wird:

Behauptung : ( modus ponens) ( ( ϕ ∧ ( ϕ→ ψ ) ) → ψ )
Beweis :
[ ( ϕ ∧ ( ϕ→ ψ ) ) ;
ϕ ;
( ϕ→ ψ ) ;
ψ ] ;
( ( ϕ ∧ ( ϕ→ ψ ) ) → ψ )
qed

Dieser Beweis besteht aus einer Abfolge von Aussagen, die durch Trennzeichen
( : [ ; ] ) und Schlusselworter¨ ¨ ( Behauptung , Beweis , qed ) strukturiert ist . In dem
eigentlichen Argument werden Aussagen aus fruheren¨ Aussagen nach bestimmten
Regeln generiert . Z . B . ergeben sich die Aussagen ϕ und ( ϕ ∧ ψ ) durch Elimina-
tion der Konjunktion ∧ aus der Aussage ( ϕ ∧ ( ϕ→ ψ ) ) .

Der Beweis enthalt¨ weiterhin einen Rahmen ( frame )

[ ( ϕ ∧ ( ϕ→ ψ ) ) ; ϕ ; ( ϕ→ ψ ) ; ψ ] .

Die erste Aussage ( ϕ ∧ ( ϕ → ψ ) ) nach Offnen¨ des Rahmens durch [ ist die
Annahme des Rahmens; die weiteren Aussagen ergeben sich aus dieser Annahme
( und eventuellen fruheren¨ Annahmen) auf Grund der Ableitungsregeln. Nach
Schließen des Rahmens durch das Symbol ] kann aus diesem Rahmen die Implika-
tion

( ( ϕ ∧ ( ϕ→ ψ ) ) → ψ )
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geschlossen werden. Allgemeiner gilt : aus dem Rahmen

[ ϕ0 ; ϕ 1 ; � ; ϕ r− 1 ]

kann auf

( ϕ0→ ϕr− 1 )

geschlossen werden.
Daruber¨ hinaus konnen¨ weitere Regeln zur Gewinnung von Aussagen ange-

wendet werden, mit denen aussagenlogische Verknupfungen¨ eingefuhrt¨ oder elimi-
niert werden. In dem Beispiel wurde aus den Aussagen ϕ und ( ϕ → ψ ) auf ψ
geschlossen.

5 . 1 Mathematische Texte

Definition 5 . 1 . Sei σ e ine Signatur mit zugehoriger¨ Sprache Lσ .

a ) Eine Zeichenre ihe z ist e ine (Beweis-)Zeile , wenn es e ine Aussage ϕ ∈ Lσ
gib t mit

z = ϕ oder z = [ ϕ oder z = ϕ ] .

[ ϕ beze ichnet die Einfuhrung¨ der Annahme ϕ und kann als , , angenommen
ϕ” ge le sen werden; ϕ ] beze ichnet den Abschluss e ines Rahmens zum Beweis
von ϕ und kann als , , a lso ϕ” ge le sen werden.

b ) Ein (Beweis-)Text ist e ine endliche Fo lge z0 , � , zm− 1 von Beweis-Ze ilen.

c ) Zu einem Text z0 , � , zm− 1 definiere rekursiv e ine Fo lge k ( 0) , k ( 1 ) , � , k (m −
1 ) von Zeigern auf den Anfang des jewe ilig aktiven Rahmens:
k ( 0) = − 1 ;
se ien k ( 0) , � , k ( i ) definiert und i + 1 < m − 1 ; dann se i

k ( i + 1 ) =





k ( i ) , falls zi = ϕ ∈ Lσ
i , falls zi = [ ϕ
k ( k ( i ) ) , falls zi = ϕ ]

Der Text z0 , � , zm− 1 ist wohlstrukturiert , wenn die Fo lge k ( 0) , k ( 1 ) , � ,
k (m − 1 ) definiert ist; die Fo lge ist genau dann nicht definiert, wenn es e in
zi = ϕ ] gib t mit k ( i ) = − 1 , d . h. , wenn ] ersche int, ohne dass e in Rahmen
geoffnet¨ ist.

d ) Zu einem wohlstrukturierten Text z0 , � , zm− 1 definiere rekursiv die Fo lge
V0 , V1 , � , Vm− 1 der lokalen Voraussetzungen :
V0 = ∅ ;
se ien V0 , � , Vi definiert und i + 1 < m − 1 ; dann se i

Vi+ 1 =





Vi ∪ { zi } , falls zi = ϕ ∈ Lσ
Vi ∪ { ϕ } , falls zi = [ ϕ
Vk ( i) ∪ { ( ψ→ ϕ ) } , falls zi = ϕ ] und zk ( i) = [ ψ
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Wir demonstrieren diese Definitionen an dem Text

0 : [ ϕ
1 : [ ψ
2 : ϕ ]
3 : ( ψ→ ϕ ) ]
4: ( ϕ→ ( ψ→ ϕ ) )

in dem die Tautologie ( ϕ→ ( ψ→ ϕ ) ) bewiesen wird:

i zi k ( i ) Vi
0 : [ ϕ − 1 ∅
1 : [ ψ 0 { ϕ }
2 : ϕ ] 1 { ϕ , ψ }
3 : ( ψ→ ϕ ) ] 0 { ϕ , ( ψ→ ϕ ) }
4: ( ϕ→ ( ψ→ ϕ ) ) − 1 { ( ϕ→ ( ψ→ ϕ ) ) }

5 . 2 Formale Beweise mit ∧ , → und ↔
In einem formalen Beweis wird aus den Voraussetzungen Vi mit Hilfe von
Schlussrege ln die nachste¨ Zeile zi gebildet . Wir diskutieren verschiedene Schlussre-
geln und entsprechend gebildete Beweise.

S chlussregeln werden in der Form
χ0 χ1 � χr− 1

ψ

notiert : aus den Voraussetzungen χ0 , χ1 , � , χr− 1 kann auf ψ geschlossen werden.
Dieses Schließen ist zunachst¨ rein formal . Wir werden aber nur solche Regeln
betrachten, die dem ublichen¨ logischen Schließen entsprechen. Die Regeln dienen
zur Einfuhrung¨ oder Elimination von logischen Symbolen in Aussagen. Wir
betrachten zunachst¨ Regeln, die die aussagenlogischen Verknupfungen¨ ∧ und →
betreffen.

∧ -Regeln :

tutch − Bezeichnung

∧ -Einfuhrung¨ : ∧ I ϕ ψ

( ϕ ∧ ψ )
AndI

∧ -Elimination: ∧ E ( ϕ ∧ ψ )

ϕ
AndEL

∧ -Elimination: ∧ E ( ϕ ∧ ψ )

ψ
AndER

→ -Regeln :

tutch − Bezeichnung

→ -Elimination: → E
ϕ ( ϕ→ ψ )

ψ
ImpI

↔ -Regel:
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Die Aussage ( ϕ ↔ ψ ) wird als Abkurzung¨ fur¨ ( ( ϕ → ψ ) ∧ ( ψ → ϕ ) ) benutzt .
Damit wird ↔ durch die Regeln fur¨ ∧ und → erfasst .

Definition 5 . 2 . Sei R0 , � , Rn− 1 e ine Liste von Rege ln. Ein Beweis-Text z0 , � ,
zm− 1 ist e in (formaler) Beweis entsprechend den Rege ln R0 , � , Rn− 1 wenn:

a ) z0 , � , zm− 1 ist wohlstrukturiert; e s se ien k ( 0) , � , k (m − 1 ) und V0 , � , Vm− 1

die entsprechenden Zeiger und Vorausse tzungsmengen;

b ) fur¨ alle Bewe is-Ze ilen zi = ψi oder zi = ψi ] mit ψi ∈ Lσ ist ψi ∈ Vi
(, , Kopieren e iner Vorausse tzung” ), oder es gib t e ine Rege l

χ0 χ1 � χr− 1

ψ

aus der Liste der Rege ln und Aussagen ϕ0 , � , ϕr− 1 ∈ Vi , so dass sich ψi aus
ϕ0 , � , ϕr− 1 mit Hilfe der Rege l ergib t.

Der Beweis ist e in Beweis der Aussage ψ , wenn ψ = zm− 1 die le tzte Ze ile des
Beweises ist und k (m − 1 ) = − 1 .

Wir betrachten Beispiele von formalen Beweisen entsprechend den bisher ein-
gefuhrten¨ Regeln und Versionen der gleichen Beweise im System tutch.

1 . Ein formaler Beweis der Tautologie ( ϕ→ ( ψ→ ϕ ) ) :

i zi Kommentar
0 : [ ϕ Einfuhrung¨ einer Annahme
1 : [ ψ Einfuhrung¨ einer Annahme
2 : ϕ ] Kopieren einer Voraussetzung
3: ( ψ→ ϕ ) ] Kopieren einer Voraussetzung
4: ( ϕ→ ( ψ→ ϕ ) ) Kopieren einer Voraussetzung

Dieser Text wird, abgesehen von einfachen Formatierungskonventionen, vom
System tutch akzeptiert und mit den den benutzten Ableitungsregeln erganzt¨ .
Als Eingabe verwenden wir die Datei I mpl i kati on1 . tut

proof I mpl i kati on1 : ( Phi => ( Ps i => Phi ) ) =

begi n

[ Phi ;

[ Ps i ;

Phi ] ;

( Ps i => Phi ) ] ;

( Phi => ( Ps i => Phi ) )

end;

She l l s e s s i on i ns i de TeXmac s

s hel l ] c d V/Logi k_und_di s krete_Strukturen/tutch

s hel l ] tutch

TUTCH 0 . 52 beta, $Date : 2002/1 0/24 1 9 : 25 : 49 $

Usage : tutch [ opti ons ] f i l e s

Opti ons :
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-r f i l e Checks f i l es agai ns t requi rements i n ’ f i l e ’

-q | -Q Be qui et | real l y qui et

-v | -V Be verbos e | maxi mum verbos e

-h Pri nt thi s help mes s age

Def aul t extens i ons :

. tut f or proof f i l e s

. req f or requi rement f i l es

Any f i l e wi thout extens i on wi l l be gi ven the proper extens i on

automati c al ly.

I f no f i l e s are gi ven, but a requi rements f i l e ’ f i l e [ . req] ’ i s

s pe c i f i ed,

’ f i l e . tut ’ wi l l be chec ked agai ns t ’ f i l e . req’ .

Warni ng: Thi s c ommand DOES NOT SUBMI T your f i l e s !

s he l l ] tutch -V I mpl i kati on1

TUTCH 0 . 52 beta, $Date : 2002/1 0/24 1 9 : 25 : 49 $

[ Openi ng f i l e I mpl i kati on1 . tut ]

Provi ng I mpl i kati on1 : Phi => Ps i => Phi . . . ( c l as s i c al ly)

1 [ Phi ;

2 [ Ps i ;

3 Phi ] ; by Hyp 1

4 Ps i => Phi ] ; by I mpI 3

5 Phi => Ps i => Phi by I mpI 4

QED

[ Cl os i ng f i l e I mpl i kati on1 . tut ]

s hel l ]

2 . Ein formaler Beweis der Tautologie ( ϕ→ ( ψ→ ( ϕ ∧ ψ ) ) ) :

i zi Kommentar
0 : [ ϕ Einfuhrung¨ einer Annahme
1 : [ ψ Einfuhrung¨ einer Annahme
2 : ( ϕ ∧ ψ ) ] ∧ -Einfuhrung¨ mit 0 und 1
3 : ( ψ→ ( ϕ ∧ ψ ) ) ] Kopieren einer Voraussetzung
4: ( ϕ→ ( ψ→ ( ϕ ∧ ψ ) ) ) Kopieren einer Voraussetzung

proof Und_Ei nfuehrung: ( Phi => ( Ps i => ( Phi & Ps i ) ) ) =

begi n

[ Phi ;

[ Ps i ;

( Phi & Ps i ) ] ;

( Ps i => ( Phi & Ps i ) ) ] ;

( Phi => ( Ps i => ( Phi & Ps i ) ) )

end;

5 . 2 Formale Beweise mit ∧ , → und ↔ 37



s hel l ] tutch -V Und_Ei nfuehrung

TUTCH 0 . 52 beta, $Date : 2002/1 0/24 1 9 : 25 : 49 $

[ Openi ng f i l e Und_Ei nfuehrung. tut]

Provi ng Und_Ei nfuehrung: Phi => Ps i => Phi & Ps i . . .

1 [ Phi ;

2 [ Ps i ;

3 Phi & Ps i ] ; by AndI 1 2

4 Ps i => Phi & Ps i ] ; by I mpI 3

5 Phi => Ps i => Phi & Ps i by I mpI 4

QED

[ Cl os i ng f i l e Und_Ei nfuehrung. tut]

s hel l ]

3 . Ein formaler Beweis der Tautologie ( ( ϕ ∧ ψ ) → ( ψ ∧ ϕ ) ) :

i zi Kommentar
0 : [ ( ϕ ∧ ψ ) Einfuhrung¨ einer Annahme
1 : ϕ ∧ -Elimination mit 0
2 : ψ ∧ -Elimination mit 0
3 : ( ψ ∧ ϕ ) ] ∧ -Einfuhrung¨ mit 2 und 1
4: ( ( ϕ ∧ ψ ) → ( ψ ∧ ϕ ) ) Kopieren einer Voraussetzung

proof Und_Kommutati vi taet : ( ( Phi & Ps i ) => ( Ps i & Phi ) ) =

begi n

[ ( Phi & Ps i ) ;

Phi ;

Ps i ;

( Ps i & Phi ) ] ;

( ( Phi & Ps i ) => ( Ps i & Phi ) )

end;

s he l l ] tutch -V Und_Kommutati vi taet

TUTCH 0 . 52 beta, $Date : 2002/1 0/24 1 9 : 25 : 49 $

[ Openi ng f i l e Und_Kommutati vi taet . tut]

Provi ng Und_Kommutati vi taet : Phi & Ps i => Ps i & Phi . . .

1 [ Phi & Ps i ;

2 Phi ; by AndEL 1

3 Ps i ; by AndER 1

4 Ps i & Phi ] ; by AndI 3 2

5 Phi & Ps i => Ps i & Phi by I mpI 4

QED

[ Cl os i ng f i l e Und_Kommutati vi taet . tut]

s hel l ]
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4. Ein formaler Beweis der Tautologie ( ( ϕ ∧ ϕ ) ↔ ϕ ) .

i zi Kommentar
0 : [ ( ϕ ∧ ϕ ) Einfuhrung¨ einer Annahme
1 : ϕ ] ∧ -Elimination mit 0
2 : ( ( ϕ ∧ ϕ ) → ϕ ) Kopieren einer Voraussetzung
3: [ ϕ Einfuhrung¨ einer Annahme
4: ( ϕ ∧ ϕ ) ] ∧ -Einfuhrung¨ mit 3 und 3
5 : ( ϕ→ ( ϕ ∧ ϕ ) ) Kopieren einer Voraussetzung
6: ( ( ϕ ∧ ϕ ) ↔ ϕ ) ∧ -Einfuhrung¨ mit 2 und 5

Shel l s e s s i on i ns i de TeXmac s

s hel l ] tutch -V Und_I dempotenz

TUTCH 0 . 52 beta, $Date : 2002/1 0/24 1 9 : 25 : 49 $

[ Openi ng f i l e Und_I dempotenz. tut ]

Provi ng Und_I dempotenz: Phi & Phi <=> Phi . . .

1 [ Phi & Phi ;

2 Phi ] ; by AndEL 1

3 Phi & Phi => Phi ; by I mpI 2

4 [ Phi ;

5 Phi & Phi ] ; by AndI 4 4

6 Phi => Phi & Phi ; by I mpI 5

7 Phi & Phi <=> Phi by AndI 3 6

QED

[ Cl os i ng f i l e Und_I dempotenz. tut ]

s hel l ]

5 . 3 Beweisregeln fur¨ ∨ und ¬
Wir fuhren¨ Regeln fur¨ die ubrigen¨ aussagenlogischen Verknupfungen¨ ein, die auch
im System tutch implementiert sind. Entsprechend der in tutc h implementierten
Logik benutzen wir zusatzliche¨ Aussagenkonstanten > ( Top, T in tutc h)
fur¨ , , wahr” und ⊥ ( Bottom, F in tutch) fur¨ , , falsch” .

∨ -Regeln :

tutch −
Bezeichnung

∨ -Einfuhrung¨ : ∨ I ϕ

( ϕ ∨ ψ )
OrI1

∨ -Einfuhrung¨ : ∨ I ψ

( ϕ ∨ ψ )
OrI2

Fallunterscheidung ( ∨ -Elimination) : ∨ E ( ϕ ∨ ψ ) ( ϕ→ χ) ( ψ→ χ)

χ
OrE
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Konstanten-Regeln :

tutch − Bezeichnung

> -Einfuhrung¨ : >I > TrueI

⊥ -Elimination: ⊥E ⊥
ϕ

FalseE

¬ -Regel:

Die Aussage ¬ϕ wird als Abkurzung¨ fur¨ ϕ→ ⊥ benutzt .

tutch − Bezeichnung

Widerspruchsregel : Wid
(¬ϕ→ ⊥ )

ϕ
Class

1 . Ein formaler Beweis der Tautologie ( (¬ϕ ∨ ψ ) ↔ ( ϕ→ ψ ) ) :

i zi Kommentar
0 : [ (¬ϕ ∨ ψ ) Einfuhrung¨ einer Annahme
1 : [ ϕ Einfuhrung¨ einer Annahme
2 : [¬ϕ Einfuhrung¨ einer Annahme
3: ⊥ → -Elimination mit 1 und 2
4: ψ ] ⊥ -Elimination mit 3
5 : (¬ϕ→ ψ ) Kopieren einer Voraussetzung
6: [ ψ Einfuhrung¨ einer Annahme
7: ψ ] Kopieren einer Voraussetzung
8 : ( ψ→ ψ ) Kopieren einer Voraussetzung
9 : ψ ] Fallunterscheidung mit 0 , 5 und 8
1 0 : ( ϕ→ ψ ) ] Kopieren einer Voraussetzung
1 1 : ( (¬ϕ ∨ ψ ) → ( ϕ→ ψ ) ) Kopieren einer Voraussetzung
1 2 : [ ( ϕ→ ψ ) Einfuhrung¨ einer Annahme
1 3 : [¬ (¬ϕ ∨ ψ ) Einfuhrung¨ einer Annahme
1 4: [¬ϕ Einfuhrung¨ einer Annahme
1 5 : (¬ϕ ∨ ψ ) ∨ -Einfuhrung¨ mit 1 4
1 6 : ⊥ ] → -Elimination mit 1 3 und 1 5
1 7: ϕ Widerspruchsregel mit 1 4 und 1 6
1 8 : ψ → -Elimination mit 1 2 und 1 7
1 9 : (¬ϕ ∨ ψ ) ∨ -Einfuhrung¨ mit 1 8
20 : ⊥ ] → -Elimination mit 1 3 und 1 9
21 : (¬ϕ ∨ ψ ) ] Widerspruchsregel mit 1 3 und 20
22 : ( ( ϕ→ ψ ) → (¬ϕ ∨ ψ ) ) Kopieren einer Voraussetzung
23 : ( (¬ϕ ∨ ψ ) → ( ϕ→ ψ ) ) ∧ -Einfuhrung¨ mit 1 1 und 22

s hel l ] tutch -V I mpl i kati on

TUTCH 0 . 52 beta, $Date : 2002/1 0/24 1 9 : 25 : 49 $
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[ Openi ng f i l e I mpl i kati on. tut]

Provi ng impDef : ~ Phi | Ps i <=> Phi => Ps i . . . ( c l as s i c al ly)

1 [ ~ Phi | Ps i ;

2 [ Phi ;

3 [ ~ Phi ;

4 F; by I mpE 3 2

5 Ps i ] ; by Fal s eE 4

6 [ Ps i ;

7 Ps i ] ; by Hyp 6

8 Ps i ] ; by OrE 1 5 7

9 Phi => Ps i ] ; by I mpI 8

1 0 ~ Phi | Ps i => Phi => Ps i ; by I mpI 9

1 1 [ Phi => Ps i ;

1 2 [ ~ ( ~ Phi | Ps i ) ;

1 3 [ ~ Phi ;

1 4 ~ Phi | Ps i ; by OrI L 1 3

1 5 F ] ; by I mpE 1 2 1 4

1 6 Phi ; by Clas s 1 5

1 7 Ps i ; by I mpE 1 1 1 6

1 8 ~ Phi | Ps i ; by OrI R 1 7

1 9 F ] ; by I mpE 1 2 1 8

20 ~ Phi | Ps i ] ; by Clas s 1 9

21 ( Phi => Ps i ) => ~ Phi | Ps i ; by I mpI 20

22 ~ Phi | Ps i <=> Phi => Ps i by AndI 1 0 21

QED

[ Cl os i ng f i l e I mpl i kati on. tut]

s hel l ]

5 . 4 Beweisansatze¨

Die Methoden fur¨ das formale Beweisen liefern auch Ansatze¨ fur¨ das gewohnliche¨
Beweisen. Um eine Aussage bestimmter Gestalt zu beweisen, erlauben die for-
malen Regeln, die die Beweisaufgabe in , , kleinere” Beweisaufgaben zerlegen.

− um eine Konjunktion ( ϕ ∧ ψ ) zu beweisen, kann man Beweise von ϕ und
von ψ fuhren¨ .

− um eine Implikation ( ϕ → ψ ) zu beweisen, kann man ϕ annehmen und ψ
unter dieser ( zusatzlichen¨ ) Annahme beweisen.

− um eine Disjunktion ( ϕ ∨ ψ ) zu beweisen, kann man ϕ oder ψ beweisen.

− um eine Aussage ϕ zu beweisen, kann man einen Widerspruchsbeweis
fuhren¨ , bei dem ¬ϕ angenommen wird und daraus ein Widerspruch herge-
leitet wird.
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− um eine Aussage χ zu beweisen kann man mit einer Fallunterscheidung
vorgehen: man zeigt Implikation ( ϕ0 → χ) , � , ( ϕm− 1 → χ) und eine Dis-
junktion ( ϕ0 ∨ � ∨ ϕm− 1 ) .

− eine einfache Form der Fallunterscheidung ist die S ituation ϕ0 = ϕ und
ϕ 1 = ¬ϕ : es genugt¨ , die Implikationen ( ϕ→ χ) und (¬ϕ→ χ) zu zeigen.

Regeln dieser Art liefern einen ersten Anhaltspunkt fur¨ das Vorgehen ( im aussa-
genlogischen Fall) . Grundsatzlich¨ aber ist Finden von Beweisen von hoher Kom-
plexitat¨ ist ( Rechenzeit) , es gibt es beweisbare Aussagen, deren Beweis nicht
durch einfache Regeln gefunden werden kann. Beispielsweise gibt es unendlich
viele Moglichkeiten¨ , wie bei einem Beweis durch Fallunterscheidung die Fallunter-
scheidung ϕ / ¬ϕ gewahlt¨ werden kann.
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Kapitel 6

Quantorenlogische formale Beweise

6. 1 Allaussagen

Wir beginnen mit allgemeinen Uberlegungen¨ zum Beweis von Quantoren-Aus-
sagen. Eine All-Aussage ∀x ϕ kann fur¨ unendliche S trukturen nicht dadurch
bewiesen werden, dass man ϕ fur¨ unendlich viele Elemente einzeln uberpruft¨ ¨ . Das
Vorgehen besteht vielmehr darin, ein , , allgemeines” Element der Struktur zu
betrachten und ϕ hierfur¨ nachzuweisen.

Mochte¨ man z. B . fur¨ Vektorraume¨ zeigen, dass

∀x − x = ( − 1 ) · x
ist , so betrachte man einen , , beliebigen” Vektor y und weise fur¨ diesen nach, dass
− y = ( − 1 ) · y . Dass y beliebig ist , bedeutet , dass die Variable y zu Anfang dieses
Argumentes nicht frei in den gerade gultigen¨ Voraussetzungen vorkommt. Einzig
der Typ der Variable wird festgelegt :

. . .
[ Betrachte einen Vektor y
. . .
− y = ( − 1 ) · y ]
( Also gilt) ∀x − x = ( − 1 ) · x
. . .

D ies ist eine Beweismethode, die wir in die formalen Beweise aufnehmen.
Beim Schließen eines Rahmens wird eine All-Aussage zu den lokalen Vorausset-
zungen hinzugefugt¨ . Wir andern¨ die Definition 5 . 1 dementsprechend ab:

Definition 6 . 1 . Sei z0 , � , zm− 1 e in wohlstrukturierter Text mit Ze igern k ( 0) , � ,
k (m − 1 ) . Dann definiere die modifizierte Fo lge V0 , V1 , � , Vm− 1 der lokalen Vor-
aussetzungen:
V0 = ∅ ;
se ien V0 , � , Vi definiert und i + 1 < m − 1 ; dann se i

Vi+ 1 =





Vi ∪ { zi} , falls zi = ϕ ∈ Lσ
Vi ∪ { ϕ } , falls zi = [ ϕ

Vk ( i) ∪ {∀x0 � ∀xm− 1 ( ψ→ ϕ ) | {x0 , � , xm− 1 } ⊆ ( frei( ψ→ ϕ ) \ frei(Vk ( i) ) ) } ,
falls zi = ϕ ] und zk ( i) = [ ψ

Vk ( i) ∪ {∀x0 � ∀xm− 1 ϕ ) | {x0 , � , xm− 1 } ⊆ ( frei( ϕ ) \ frei(Vk ( i) ) ) } ,
falls zi = ϕ ] und zk ( i) = [>
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Auf diese Art konnen¨ in einen Beweis ∀-Aussagen eingefuhrt¨ werden. Fur¨ die
Elimination des Allquantors gibt es die folgende Regel :

∀-Regeln :

tutch − Bezeichnung

∀-Elimination: ∀E ∀x ϕ ( x )

ϕ ( t)
ForallE

Wir fuhren¨ nun einen formalen Beweis , dass die Reihenfolge in Blocken¨ von ∀-
Quantoren nicht relevant ist :

i zi Kommentar
0 : [∀x∀yϕ ( x , y ) Einfuhrung¨ einer Annahme
1 : [> Einfuhrung¨ einer trivialen Annahme
2 : ϕ ( x , y) ] ∀-Elimination mit 0
3 : ∀y∀x ϕ ( x , y) ] Kopieren einer Voraussetzung
4: (∀x∀yϕ ( x , y ) → ∀y∀x ϕ ( x , y) ) Kopieren einer Voraussetzung

In tutc h gibt es wie in der fruher¨ eingefuhrten¨ formalen Sprache nur Variablen
bestimmten Typs. Der entsprechende tutc h-Text sieht folgendermaßen aus:

c las s i c al proo f QuantorenRei henf olge :

( ( ! x: t . ! y: t . Phi ( x, y) ) ( ! y: t . ! x: t . Phi ( x, y) ) ) =

begi n

[ ! x: t . ! y: t . Phi ( x, y) ;

[ b: t ;

[ a: t ;

! y: t . Phi ( a, y) ;

Phi ( a, b) ] ;

! x: t . Phi ( x, b) ] ;

! y: t . ! x: t . Phi ( x, y) ] ;

( ( ! x: t . ! y: t . Phi ( x, y) ) ( ! y: t . ! x: t . Phi ( x, y) ) )

end;

tutch akzeptiert diese Datei:

Shel l s e s s i on i ns i de TeXmac s

s hel l ] c d ~ /V/Logi k_und_di s krete_Strukturen/tutch

s hel l ] tutch -V Quantoren-Rei henfolge . tut

TUTCH 0 . 52 beta, $Date : 2002/1 0/24 1 9 : 25 : 49 $

[ Openi ng f i l e Quantoren-Rei henfolge . tut]
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Provi ng QuantorenRei henfolge : ( ! x: t . ! y: t . Phi ( x, y) ) => ! y: t .

! x: t . Phi ( x, y) . . . ( c l as s i c al l y)

1 [ ! x: t . ! y: t . Phi ( x, y) ;

2 [ b: t ;

3 [ a: t ;

4 ! y: t . Phi ( a, y) ;

by ForallE 1 3

5 Phi ( a, b) ] ;

by ForallE 4 2

6 ! x: t . Phi ( x, b) ] ;

by Forall I 5

7 ! y: t . ! x: t . Phi ( x, y) ] ;

by Forall I 6

8 ( ! x: t . ! y: t . Phi ( x, y) ) => ! y: t . ! x: t . Phi ( x, y)

by I mpI 7

QED

[ Cl os i ng f i l e Quantoren-Rei henfolge . tut]

s hel l ]

Es gibt noch viele andere Moglichkeiten¨ , All-Aussagen zu beweisen. Z . B .
beweist man mit dem Prinzip der vo llstandigen¨ Induktion All-Aussagen uber¨
naturliche¨ Zahlen n , indem man den Induktionsanfang fur¨ n = 0 beweist und
zeigt , dass die Eigenschaft an der Stelle n + 1 gilt , wenn sie an der Stelle n gilt .

6. 2 Existenzaussagen

Eine Existenzaussage ∃xϕ ( x ) kann man beweisen, indem man ϕ ( t) fur¨ einen kon-
kreten Term t nachweist . Hierdurch wird ein Existenzquantor in das Argument
eingefuhrt¨ . Dual hierzu gibt es eine Regel zur Elimination von Existenzquantoren.

∃ -Regeln :

tutch − Bezeichnung

∃ -Einfuhrung¨ ∃I ϕ ( t)

∃x ϕ ( x )
ExistsI

∃ -Elimination: ∃E ∃x ϕ ( x ) ( ϕ ( y) → ψ )

ψ
ExistsE

6 . 2 Existenzaussagen 45



Bei der ∃ -Elimination ist als Nebenbedingung zu fordern, dass die Variable
y , , frei” gewahlt¨ ist : y ist nicht frei in den Voraussetzungen, die zum Zeitpunkt
der Einfuhrung¨ von ϕ ( y) aktiv sind; außerdem kommt y nicht frei in ψ vor. D ies
wird deutlicher in dem formalen Beweis

i zi Kommentar
0 : � �

� �

i : ∃x ϕ ( x )
� �

j : [ ϕ ( y ) , , Wahle¨ y mit der Eigenschaft ϕ”
� �

k : ψ ]
k + 1 : ψ ∃ -Elimination mit i , j und k

� �

Wir bringen noch ein tutc h-Beispiel zur Umbenennung von Variablen:

i zi Kommentar
0 : [ ∃x ϕ ( x ) Einfuhrung¨ einer Annahme
1 : [ ϕ ( y) , , Wahle¨ y mit der Eigenschaft ϕ”
2 : ∃ yϕ ( y) ] ∃ -Einfuhrung¨ mit 1
2 : ∃ yϕ ( y) ] ∀-Elimination mit 0 , 1 , 2
3 : ( ∃x ϕ ( x ) → ∃ yϕ ( y ) ) Kopieren einer Voraussetzung

Die zugehorige¨ Datei lautet :

proof Umbenennung: ( ( ?x: t . Phi ( x) ) => ( ?y: t . Phi ( y) ) ) =

begi n

[ ?x: t . Phi ( x) ;

[ y: t , Phi ( y) ;

?y: t . Phi ( y) ] ;

? y: t . Phi ( y) ] ;

( ( ? x: t . Phi ( x) ) => ( ?y: t . Phi ( y) ) )

end;

s he l l ] c d ~ /V/Logi k_und_di s krete_Strukturen/tutch

s hel l ] tutch -V Umbenennung. tut

TUTCH 0 . 52 beta, $Date : 2002/1 0/24 1 9 : 25 : 49 $

[ Openi ng f i l e Umbenennung. tut]

Provi ng Umbenennung: ( ? x: t . Phi x) => ?y: t . Phi y . . .

1 [ ? x: t . Phi x;

2 [ y: t , Phi y;

3 ?y: t . Phi y ] ; by Hyp 1

4 ?y: t . Phi y ] ; by Hyp 1

5 ( ?x: t . Phi x) => ?y: t . Phi y by I mpI 4

QED
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[ Cl os i ng f i l e Umbenennung. tut]

s hel l ]

6. 3 Der Godelsche¨ Vollstandigkeitssatz¨

Wir stellen die eingefuhrten¨ Regeln formalen Beweisens noch einmal zusammen.

Definition 6. 2 . Die Regeln des naturlichen¨ Schließens sind:

∧ -Regeln:

tutch − Bezeichnung

∧ -Einfuhrung¨ : ∧ I ϕ ψ

( ϕ ∧ ψ )
AndI

∧ -Elimination : ∧ E ( ϕ ∧ ψ )

ϕ
AndEL

∧ -Elimination : ∧ E ( ϕ ∧ ψ )

ψ
AndER

→ -Regeln:

→ -Elimination : → E
ϕ ( ϕ→ ψ )

ψ
ImpI

∨ -Regeln:

∨ -Einfuhrung¨ : ∨ I ϕ

( ϕ ∨ ψ )
OrI1

∨ -Einfuhrung¨ : ∨ I ψ

( ϕ ∨ ψ )
OrI2

Falluntersche idung ( ∨ -Elimination ) : ∨ E ( ϕ ∨ ψ ) ( ϕ→ χ) ( ψ→ χ)

χ
OrE

Konstanten-Regeln:

> -Einfuhrung¨ : >I > TrueI

⊥ -Elimination: ⊥E ⊥
ϕ

FalseE

¬ -Regel:

Die Aussage ¬ϕ wird als Abkurzung¨ fur¨ ϕ→ ⊥ benutzt.

Widerspruchsrege l : Wid
(¬ϕ→ ⊥ )

ϕ
Class

∀-Regeln:

∀-Elimination : ∀E ∀x ϕ ( x )

ϕ ( t)
ForallE
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∃ -Regeln:

∃ -Einfuhrung¨ ∃I ϕ ( t)

∃x ϕ ( x )
ExistsI

∃ -Elimination : ∃E ∃x ϕ ( x ) ( ϕ ( y ) → ψ )

ψ
ExistsE

Definition 6. 3. Eine Aussage ϕ ist formal beweisbar, wenn es e ine formalen
Beweis im Sinne der Definition 5. 2 mit den Rege ln des naturlichen¨ Schließens
gib t.

Wir haben exemplarisch gesehen, dass sich die ublichen¨ mathematischen Argu-
mentationen auf diese Regeln zuruckfuhren¨ ¨ lassen. Erstaunlicherweise kann man
das auch mathematisch bewe isen :

Satz 6 . 4. (Godelscher¨ Vollstandigkeitssatz¨ ). Eine Aussage ϕ ist genau dann
allgemeingultig¨ , wenn sie formal bewe isbar ist.

Bemerkung 6. 5 . Der Godel¨ sche Vollstandigkeitssatz¨ ist der Hauptsatz der
mathematischen Logik. Er verbindet auf bestmogliche¨ Weise Semantik und
Syntax formaler Sprachen. Dass jede formal beweisbare Aussage allgemeingultig¨
ist , entspricht der Korrekthe it der angegebenen formalen Beweismethode. Selbst-
verstandlich¨ nimmt man nur solche Schlussregeln auf, die korrekt sind.

Dass umgekehrt jede allgemeingultige¨ Aussage formal bewiesen werden kann,
ist schwieriger zu zeigen und ist das eigentliche Godel¨ sche Theorem.

Der Godelsche¨ Vollstandigkeitssatz¨ hat uber¨ die mathematische Logik hinaus
viele Folgerungen, die auf der Verbindung naturliche¨ Sprache - formale Sprache -
formale Semantik - allgemeine Semantik beruhen. Wir erwahnen¨ einige Bereiche.

Bemerkung 6. 6 . Der Vollstandigkeitssatz¨ liefert ein ab so lutes Korrekthe itskrite -
rium fur¨ Beweise. Ein mathematischer Beweis ist genau dann korrekt, wenn er
( im Prinzip) in einen formalen Beweis umgeschrieben werden kann. Obwohl man
fur¨ gewohnlich¨ informell argumentiert , kann man in Zweifelsfallen¨ Argumente
soweit formalisieren und in kleinste Zwischenschritte unterteilen, dass sie rein
formal und auch von einem Computer uberpruft¨ ¨ werden konnen¨ .

Bemerkung 6 . 7. Der Erfolg der formalen Methode in der Mathematik regt auch
andere Bereiche an, ihre Aussagen und Erkenntnismethoden nach Moglichkeit¨ zu
formalisieren. D ies geht einher mit der Erfassung der Welt als Daten, die mit
Algorithmen verarbeitet werden.

Bemerkung 6. 8 . Automatische Beweisen. Im Prinzip konnen¨ alle allgemeingul-¨
tigen Aussagen ϕ automatisch bewiesen werden: zahle¨ alle Texte auf und uber-¨
prufe¨ , ob sie ein formaler Beweis von ϕ sind. Nach dem Godel¨ schen Vollstandig-¨
keitssatz hat ϕ einen formalen Beweis, der durch dieses Vorgehen schließlich
gefunden wird. Allerdings ist dieses Vorgehen aus Komplexitatsgrunden¨ ¨ im Allge-
meinen praktisch nicht realisierbar. Fur¨ eingeschrankte¨ Bereiche gibt es inzwi-
schen automatische Beweiser.
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Bemerkung 6. 9 . Logisches Programmieren . Ein Spezialfall des automatischen
Beweisens ist das Logische Programmieren ( Prolog) . Programme bestehen aus
Quantorenlogischen Aussagen ( beschrankter¨ Komplexitat¨ ) , die Ausfuhrung¨ des
Programms besteht in der systematischen Anwendung von Schlussregeln auf das
Programm.

Bemerkung 6. 1 0 . Kunstliche¨ Inte lligenz. Ein erster Ansatz zur Realisierung von
kunstlicher¨ Intelligenz bestand in der Formulierung von Umwelttatsachen und
Fragen in der formalen Logik. Mit den Methoden des automatischen Beweisens
wurde dann nach einem Beweis der Frage oder ihrer Negation gesucht. D iese
Ansatze¨ haben sich wegen der erwahnten¨ Komplexitatsprobleme¨ als unrealistisch
herausgestellt .

Bemerkung 6. 1 1 . Hoare Logik. Angeregt von dem Erfolg der Quantorenlogik
wurden angepasste Logiken fur¨ viele Bereiche entwickelt . Von besonderer Wichtig-
keit fur¨ die Informatik sind Logiken, mit denen sich die Semantik von Algo-
rithmen beschreiben lasst¨ . Im Gegensatz zu den Strukturen der Quantorenlogik
sind Algorithmen dynamisch, jede Anweisung hat einen Zustand vor der Aus-
fuhrung¨ und einen ( veranderten¨ ) Zustand nach der Ausfuhrung¨ . D ie Hoare-
Logik beschreibt solche Ubergange¨ ¨ , und sie besitzt Schlussregeln, mit denen man
die Korrektheit von Programmen beweisen kann.

Bemerkung 6. 1 2 . Gode lscher¨ Unvo llstandigke itssatz¨ . Der Vollstandigkeitssatz¨
darf nicht mit dem Unvollstandigkeitssatz¨ verwechselt werden, der mehr offent-¨
liche Aufmerksamkeit findet.

D ie mathematische Logik hat trotz der ( prinzipiellen) Universalitat¨ ihrer
Methode auch ihre Grenzen studiert . In genugend¨ starken Theorien lasst¨ sich sich
das bekannte Lugner¨ -Paradoxon ( , , alle Kreter sind Lugner¨ ” ) des Epimenides
nachbilden, das der umgangssprachlichen Aussage , , dieser Satz ist falsch” ent-
spricht . Man kann diesem Lugner¨ -Satz keinen Wahrheitswert geben, sein Wahr-
heitswert ist nicht entscheidbar. Ahnlich¨ kann man einen zahlentheoretischen Satz
angeben, der mit den Peanoschen Axiomen der Zahlentheorie nicht entschieden
werden kann. Dies ist ist der Inhalt des ( ersten) Godel¨ schen Unvollstandigkeits-¨
satzes.

Der Unvollstandigkeitssatz¨ steht in enger Beziehung zum Halteprob lem der
Rekursionstheorie und theoretischen Informatik.
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Kapitel 7

Kombinatorik

Die ( endliche) Kombinatorik untersucht die Frage: wieviel Elemente enthalt¨ eine
endliche Menge. Die Anzahl der Elemente wird durch den Grundbegriff der Kar-
dinalitat¨ gegeben.

Definition 7. 1 . Die Machtigkeit¨ oder Kardinalitat¨ e iner endlichen Menge S
ist die Anzahl der in S enthaltenen Elemente und wird mit | S | beze ichnet. | S | =
m genau dann, wenn sich S aufzahlen¨ als

S = { s 0 , � , sm− 1 }

mit paarwe ise verschiedenen Elemente s 0 , � , sm− 1 aufzahlen¨ lasst¨ .

Insbesondere ist | ∅ | = 0 und | { s } | = 1 . Wir werden im folgenden verschiedene
arithmetische Gesetzmaßigkeiten¨ der | | -Funktion studieren.

Satz 7. 2 . Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt:

a ) Wenn A und B zue inander disjunkt sind, d. h. A ∩ B = ∅ , dann ist | A ∪
B | = | A | + | B | .

b ) Seien A0 , � , Am− 1 endliche Mengen sind, die paarwe ise disjunkt sind, d. h.
fur¨ i < j < m ist A i ∩ Aj = ∅ . Dann ist

| A0 ∪ � ∪ Am− 1 | = | A0 | + � + | Am− 1 | .

c ) | A ∪ B | = | A | + | B | − | A ∩ B | (Einschluss-Ausschluss-Prinzip).

d ) | A × B | = | A | · | B | .
e ) Seien A0 , � , Am− 1 endliche Mengen. Dann ist

| A0 × � × Am− 1 | = | A0 | · � · | Am− 1 | .

Beweis . a) Seien A = { a0 , � , am− 1 } und B = { b0 , � , bn− 1 } mit jeweils paarweise
verschiedenen Elementen a0 , � , am− 1 und b0 , � , bn− 1 . Da A und B disjunkt sind,
sind die Elemente a0 , � , am− 1 , b0 , � , bn− 1 paarweise verschieden.

A ∪ B = { a0 , � , am− 1 , b0 , � , bn− 1 }

und daher

| A ∪ B | = m + n = | A | + | B | .
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b) Durch vollstandige¨ Induktion uber¨ m > 1 .
Induktionsanfang : m = 1 . | A0 | = | A0 | gilt trivial .
Induktionsschritt : D ie Behauptung gelte fur¨ m . Betrachte paarweise disjunkte
endliche Mengen A0 , � , Am . Dann sind A0 ∪ � ∪ Am− 1 und Am disjunkt:

(A0 ∪ � ∪ Am− 1 ) ∩ Am = ∅ .

Nach a) und der Induktionsannahme gilt dann

| A0 ∪ � ∪ Am | = | (A0 ∪ � ∪ Am− 1 ) ∪ Am |
= | (A0 ∪ � ∪ Am− 1 ) | + | Am |
= ( | A0 | + � + | Am− 1 | ) + | Am |
= | A0 | + � + | Am | .

c) Die Mengen A \ B , A ∩ B und B \ A sind paarweise disjunkt und es gelten die
Gleichungen:

A = (A \ B ) ∪ (A ∩ B )

B = (B \ A) ∪ (A ∩ B )

A ∪ B = (A \ B ) ∪ (A ∩ B ) ∪ (B \ A)

Nach a) und b) folgt daraus:

| A | = | A \ B | + | A ∩ B |
| B | = | B \ A | + | A ∩ B |

| A ∪ B | = | A \ B | + | A ∩ B | + | B \ A |
= ( | A | − | A ∩ B | ) + | A ∩ B | + ( | B | − | A ∩ B | )
= | A | + | B | − | A ∩ B | .

d) Seien A = { a0 , � , am− 1 } und B = { b0 , � , bn− 1 } mit jeweils paarweise verschie-
denen Elementen a0 , � , am− 1 und b0 , � , bn− 1 . Dann ist

A × B = { ( a i , b j) | i = 0 , � , m − 1 und j = 0 , � , n − 1 }
=

⋃

i= 0 , � , m− 1

{ ( a i , b j) | j = 0 , � , n − 1 }

Die Mengen auf der rechten Seite sind paarweise disjunkt und haben alle die Kar-
dinalitat¨ n . Nach b) gilt dann:

| A × B | = |
⋃

i= 0 , � , m− 1

{ ( a i , b j) | j = 0 , � , n − 1 } |

=
∑

i= 0 , � , m− 1

| { ( a i , b j) | j = 0 , � , n − 1 } |

=
∑

i= 0 , � , m− 1

n

= m · n

e) lasst¨ sich aus d) durch vollstandige¨ Induktion ahnlich¨ b) zeigen. �
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7. 1 Das Dirichletsche Schubfachprinzip

Wenn n + 1 Gegenstande¨ in n Schubfacher¨ gelegt werden, so gibt es in mindestens
einem der Schubfacher¨ mindestens 2 Gegenstande¨ :

Satz 7 . 3. Seien A und B endliche Mengen mit | A | > | B | und f : A → B e ine
Funktion. Dann gib t e s a , a ′ ∈ A , a � a ′ mit f ( a ) = f ( a ′) . Das bedeute t, dass die
Abb ildung f : A→ B nicht injektiv ist.

Beispiel 7 . 4. Unter 1 3 Personen haben mindestens 2 im gleichen Monat
Geburtstag.

Das Prinzip lasst¨ sich mit Berechnungen von Kardinalitaten¨ endlicher Mengen
kombinieren.

Beispiel 7. 5 . Wieviele verschiedene Familiennamen mussen¨ in einem Telefonbuch
vorkommen, damit es auf jeden Fall zwei Anschlusse¨ gibt , deren Namen dieselben
ersten und zweiten Buchstaben haben? Wir definieren eine Abbildung f von den
Anschlussen¨ in das Paar bestehend aus dem ersten und zweiten Buchstaben des
zugehorigen¨ Namens:

a0a1 � am− 1 � ( a0 , a1 ) .

Die Bilder der Abbildung liegen in der Menge A × A aller Buchstabenpaare,
wobei A = { a , � , z } das S tandardalphabet mit 26 Buchstaben ist . Nach vorange-
henden Satzen¨ uber¨ Kardinalitaten¨ ist | A × A| = 26 · 26 = 676 . Wenn das Telefon-
buch mindestens 676 + 1 = 677 Eintrage¨ enthalt¨ , so gibt es zwei Anschlusse¨ , deren
Namen dieselben ersten und zweiten Buchstaben haben.

Beispiel 7. 6 . Aus den Zahlen 1 , 2 , � , 8 werden 5 Zahlen ausgewahlt¨ . Dann ist
die Summe von zweien der ausgewahlten¨ Zahlen gleich 9 . Sei A die Menge der 5
ausgewahlten¨ Zahlen, B die Menge

{ { 1 , 8} , { 2 , 7} , { 3 , 6} , { 4 , 5} }
der Zweiermengen, deren Summe 9 ist . Da | B | = 4 ist , gibt es zwei verschiedene
Elemente in A , die Elemente desselben Elementes von B sind. Die Summe dieser
zwei verschiedenen Elemente ist dann 9 .

7. 2 Zahlformeln¨

Oft mussen¨ Folgen von Elementen aus gegebenen Mengen betrachtet werden.
Man muss unterscheiden, ob in diesen Folgen Wiederholungen erlaubt sind und
dasselbe Element mehrfach vorkommen darf, und ob die Reihenfolge der Elemente
berucksichtigt¨ wird.

Beispiel 7. 7 . Aus der Menge A = {a , b , c } sollen 2 Elemente ausgewahlt¨ werden:

• S tichproben : Wiederholungen erlaubt, Reihenfolge relevant: Dann gibt es
9 = 3 · 3 Stichproben :

( a , a ) , ( a , b) , ( a , c) , ( b , a ) , ( b , b) , ( b , c) , ( c , a ) , ( c , b) , ( c , c) .
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• Auswahlen : Wiederholungen erlaubt, Reihenfolge irrelevant: Dann gibt es
6 Auswahlen :

( a , a ) , ( a , b) , ( a , c) , ( b , b) , ( b , c) , ( c , c) .

• Permutationen : Wiederholungen nicht erlaubt, Reihenfolge relevant:
Dann gibt es 6 Permutationen :

( a , b) , ( a , c) , ( b , a ) , ( b , c) , ( c , a ) , ( c , b) .

• Kombinationen : Wiederholungen nicht erlaubt, Reihenfolge irrelevant:
Dann gibt es 3 Kombinationen :

( a , b) , ( a , c) , ( b , c) .

Definition 7. 8 . Sei A = { a0 , � , an− 1 } e ine endliche Menge und k ∈ � e ine natur-¨
liche Zahl.

a ) s ist e ine k-Stichprobe aus A , wenn s e ine Fo lge der Lange¨ k mit Ein-
tragen¨ in A ist: s ∈ Ak .

b ) s ist e ine k-Auswahl aus A , wenn s e ine Funktion s : A→ � ist mit

s ( a0) + � + s ( an− 1 ) = k

c ) s ist e ine k-Permutation aus A , wenn s = ( s 0 , � , s k− 1 ) e ine injektive
Fo lge der Lange¨ k mit Eintragen¨ in A ist, d. h. ∀i < j < k s i � s j .

d ) s ist e ine k-Kombination aus A , wenn s e ine Te ilmenge von A von der
Kardinalitat¨ k ist.

Derartige Auswahlen kommen in der Wahrscheinlichkeitstheorie vor. Ein Ereignis
besteht in einer Auswahl von Elementen aus einer Menge, zur Bestimmung von
Wahrscheinlichkeiten ist es erforderlich, die Anzahl der moglichen¨ Auswahlen zu
bestimmen.

Satz 7. 9 . Sei A = { a0 , � , an− 1 } e ine endliche Menge der Kardinalitat¨ n > 1 und
k ∈ � e ine naturliche¨ Zahl. Dann gilt

a ) | { s | s ist e ine k-Stichprobe aus A } | = nk .

b ) | { s | s ist e ine k-Auswahl aus A } | = (n + k − 1 ) !

k ! (n − 1 ) !
.

c ) | { s | s ist e ine k-Permutation aus A } | = n !

(n − k ) !
.

d ) | { s | s ist e ine k-Komb ination aus A } | = n !

k ! (n − k ) !
.

Beweis . a) Durch Induktion uber¨ k ∈ � .
Induktionsanfang : k = 0. Es gibt genau eine 0-Stichprobe aus A , namlich¨ die ein-
deutig bestimmte Folge der Lange¨ 0 . Ist die Anzahl der 0-S tichproben = 1 = n0 ,
und die Behauptung gilt fur¨ k = 0.
Induktionsschritt : Betrachte k ∈ � , und die Behauptung gelte fur¨ k . Dann ist

{ s | s ist k + 1 -S tichp. aus A } =
⋃

a∈A
{ s | s ist k + 1 -S tichpr. aus A, s ( k ) = a } .
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Die rechte Seite ist eine disjunkte Vereinigung von Mengen. Die Menge

{ s | s ist k + 1 -Stichpr. aus A, s ( k ) = a }
ist genauso groß wie die Menge

{ s | s ist k -S tichpr. aus A } .
Nach der Induktionsvoraussetzung hat diese Menge die Kardinalitat¨ nk .
Zusammen gilt :

| { s | s ist k + 1 -S tichp. aus A } | =
∑

a∈A
| { s | s ist k -S tichpr. aus A } |

=
∑

a∈A
nk = n · nk = nk+ 1 .

Also gilt die Behauptung fur¨ k + 1 .

Auch die anderen Behauptungen des Satzes lassen sich durch Induktion
zeigen, wir wollen aber anschauliche Argumente benutzen.
c) Wir visualisieren die Menge der k -Permutationen ( s 0 , � , s k− 1 ) aus A ; zur
Vereinfachung nehmen wir an, dass A = { 0 , 1 , � , n − 1 } :

∅

( 0)

( 0 , 1 ) � ( 0 , n − 1 )

( 1 )

( 1 , 0) ( 1 , 2 )

�

( 1 , 2 , � , s k− 1 )

�

� (n − 1 )

(n − 1 , 0) (n − 1 , 1 ) �

Dieser Baum verzweigt bei der Wurze l ∅ n-fach, auf der nachsten¨ Ebene n − 1 -
fach, und allgemein auf der l -ten Ebene n − l -fach. D ie k -Permutation stehen auf
der k -ten Ebene. D ie Anzahl der der Punkte auf der k -ten Ebene ergibt sich
durch die Verzweigungsmoglichkeiten¨ auf den Ebenen zuvor. Wir multiplizieren
die Verzweigungsgrade auf den Ebenen 0 , 1 , � , ( k − 1 ) :

n · (n − 1 ) � (n − ( k − 1 ) ) =
n · (n − 1 ) � (n − ( k − 1 ) ) · (n − k ) · (n − k − 1 ) � 1

(n − k ) · (n − k − 1 ) � 1

=
n !

(n − k ) !
.

d) Sei X die Anzahl der k -Kombinationen aus A , d . h. die Anzahl der Teilmengen
von A mit k Elementen. Diese Zahl steht in Beziehung zur gerade bestimmten
Anzahl der k -Permutationen: Eine k -Permutation kann als eine k -Permutation
einer k -elementigen Teilmenge von A aufgefasst werden:

{ s | s ist k -Permutation von A } =
⋃

B⊆ A
| B | = k

{ s | s ist k -Permutation von B } .
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Die rechte Seite ist eine disjunkte Vereinigung, die Anzahl der Summanden ist die
gesuchte Anzahl der k -Kombinationen aus A . Es gilt :

| { s | s ist k -Permutation von A } | =
∑

B ⊆ A
| B | = k

| { s | s ist k -Permutation von B } |

n !

(n − k ) !
=

∑

B ⊆ A
| B | = k

k !

( k − k ) !

= X · k !

( k − k ) !
= X · k !

X =
n !

k ! · (n − k ) !

b) Eine k -Auswahl aus A ist eine Funktion s : A→ � ist mit

s ( a0) + � + s ( an− 1 ) = k .

Wir konnen¨ s darstellen als eine geordnete Folge

( a0 , � , a0�

s ( a0)

, a 1 , � , a 1�

s ( a 1 )

, � , an− 1 , � , an− 1

s ( an− 1 )

) .

Diese Folge kann auch dargestellt werden durch Angabe der , , Trenner” zwischen
den Blocken¨ mit den Elementen von A , die wir als | schreiben konnen¨ :

( a0 , � , a0�

s ( a0)

, | , a1 , � , a1�

s ( a 1 )

, | , � , | , an− 1 , � , an− 1

s ( an− 1 )

) .

Die Folge hat die Lange¨ k + (n − 1 ) ist durch die Posit ionen der Trenner eindeutig
bestimmt:

( � . , | , � , | , � ) .

Diese Positionsfolge durch die Menge der Trennerpositionen angegeben werden.
Diese Menge ist eine n − 1 -elementige Teilmenge einer Menge mit k + (n − 1 ) Ele-
menten. Daher hat die Menge der k -Auswahlen aus A genausoviele Elemente wie
die Menge der n − 1 -Kombinationen aus einer Menge mit k + (n − 1 ) Elementen.
Diese Anzahl betragt¨ nach d) :

( k + (n − 1 ) ) !

(n − 1 ) ! · ( k + (n − 1 ) − (n − 1 ) !
=

(n + k − 1 ) !

k ! (n − 1 ) !
. �

Beispiel 7. 1 0 . Das Geburtstagsparadoxon: Betrachte eine Menge von 20 Per-
sonen. Die Folge der Geburtstage ( Tag und Monat) kann als 20-S tichprobe aus
{ 1 , . . , 365 } aufgefasst werden. Es gibt 365 20 solcher Folgen.

Die Menge der 20-Permutationen aus { 1 , � , 365} besteht aus allen Konfigura-
tionen, in denen keine zwei Personen den gleichen Geburtstag haben. Es gibt

365 !

345 !
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solcher Konfigurationen. Das Verhaltnis¨ von Konfigurationen mit paarweise ver-
schiedenen Geburtstagen zu den Gesamtmoglichkeiten¨ ist

365 !

345 !
/ 365 20 =

365 !

345 ! · 365 20
.

Wir bestimmen diese Zahl numerisch:

maxima] Fl oat( ( 36 5 ! ) / ( ( 345 ! ) * ( 36 5 ^ 20 ) ) )

( D1 8) 0 . 588561 59741 595

( C1 9 )

Also gibt es bei mehr als 40% der Konfigurationen gemeinsame Geburtstage.
Man kann diese Zahl als Wahrsche inlichke it fur¨ das Auftreten gemeinsamer
Geburtstage auffassen. Bei 50 Personen kanna man fast sicher sein, gemeinsame
Geburtstage vorzufinden:

( C1 9 ) Fl oat( ( 365 ! ) / ( ( 31 5 ! ) * ( 36 5 ^ 50 ) ) )

( D24) 0 . 029626420371 45

( C25 )
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Kapitel 8

Graphen

Definition 8. 1 . Ein schlichter Graph ist e ine Struktur G = (E, K ) , wo be i K
e ine zwe iste llige Re lation aufE ist, die irreflexiv und symmetrisch ist:

∀x ∈ E ¬xKx und ∀x , y ∈ E ( xKy→ yKx ) .

Die Elemente der Tragermenge¨ E he ißen Ecken von G . Die Paare ( a , b) ∈ K
he ißen Kanten von G ; wenn e = ( a , b) e ine Kante von G ist, so sind a und b in
G benachbart oder adjazent , und die Kante e ist inzident zu a (und zu b). Der
Grad e iner Ecke a ist

δ( a ) = | { b ∈ E | aKb } | .

Definition 8. 2 . Sei G = (E, K ) e in schlichter Graph mit endlicher Tragermenge¨
E = { e0 , � , em− 1 } . Die Adjazenzmatrix von G ist e ine Matrix A = ( a i j) 06 i , j< m
mit Eintragen¨ a i j ∈ {W , F } aus der Menge der Wahrhe itswerte und

a i j = W gdw. e iKe j .

Die Adjazenzmatrix von G ist symmetrisch und alle Diagonale intrage¨ sind = F.

Definition 8. 3. Sei G = (E , K ) e in schlichter Graph.

a ) Eine Fo lge ( a0 , � , a l− 1 ) von Ecken ist e in Weg der Lange¨ l in G , wenn

∀i < l − 1 a iKa i+ 1 .

b ) Ein Weg ( a0 , � , a l− 1 ) ist e in Zyklus oder Kreis in G , wenn l > 3 , a0 , � ,
a l− 2 paarwe ise verschieden sind und a0 = a l− 1 .

c ) Der Graph G is azyklisch, wenn er ke inen Zyklus enthalt¨ .

d ) Der Graph G ist zusammenhangend¨ , wenn es fur¨ alle a , b ∈ E e inen Weg
( a , a1 , � , a l− 2 , b) in G gib t, wir sagen dass ( a , a1 , � , a l− 2 , b) e in Weg von a
nach b ist.

Betrachte eine Graphen G = (E, K ) . Definiere eine Relation ∼ auf E , a ∼ b gdw.
es einen Weg von a nach b gibt . D ie Relation ∼ ist eine Aquivalenzre lation¨ auf
E :

a) Betrachte a ∈ E . ( a ) ist ein ( trivialer) Weg von a nach a . Also ist a ∼ a .
Damit ist ∼ reflexiv.

b) Betrachte a , b ∈ E mit a ∼ b . Wahle¨ einen Weg ( a , a1 , � , a l− 2 , b) von a nach
b . Dann ist ( b , a l− 2 , � , a1 , a ) ein Weg von b nach a . Also ist b ∼ a . Damit
ist ∼ symmetrisch.
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c) Betrachte a , b , c ∈ K mit a ∼ b und b ∼ c . Wahle¨ Wege ( a , a 1 , � , a l− 2 , b) von
a nach b und ( b , b1 , � , bk− 2 , c) von b nach c . Verkette diese Wege zum Weg

( a , a1 , � , a l− 2 , b , b1 , � , bk− 2 , c)

von a nach c . Also ist a∼ c . Damit ist ∼ transitiv.

Definition 8. 4. Sei G = (E, K ) e in Graph und definiere die Zusammenhangsre la-
tion ∼ wie eben. Die Aquivalenzklassen¨ von E nach ∼ sind die Zusammen-
hangskomponenten von G . Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G
ist die Konnektivitatszahl¨ c(G ) von G .

Beispiel 8 . 5 . Beispiel eines Graphen und seiner Zusammenhangskomponenten.

Definition 8. 6 . Sei G = (E , K ) e in Graph.

a ) G ist e in Eulerscher Graph, wenn es e inen Weg ( a0 , a 1 , � , a l− 2 , a l− 1 ) in
G gib t, so dass a0 = a l− 1 und in dem jede Kante ( e , f ) von G genau e inmal
vorkommt.

b ) G ist e in Hamiltonscher Graph, wenn e inen Zyklus ( a0 , a1 , � , a l− 1 ) in
G gib t, in dem jede Ecke von G genau e inmal vorkommt:

a0 = a l− 1 , ∀a ∈ E∃ i < l a = a i und ∀i , j < l − 1 ( i � j→ a i � a j) .

8. 1 Eulersche Graphen

Satz 8 . 7 . Sei G = (E, K ) e in zusammenhangender¨ endlicher Graph mit | E | > 2 .
Dann ist G Eulersch genau dann, wenn jede Ecke a ∈ E geraden Grad δ( a ) hat.

Beweis . Sei G Eulersch. Betrachte eine Ecke a ∈ E . Wahle¨ einen Weg ( a0 , a1 , � ,
a l− 2 , a l− 1 ) in G , so dass a0 = a l− 1 und in dem jede Kante ( e , f ) von G genau
einmal vorkommt. Wir konnen¨ weiter annehmen, dass a = a0 . D ie Menge der zu a
inzidenten Kanten in G ist dann:

{ a a 1 , a l− 2 a } ∪
⋃

1 < i< l− 2 , a i= a

{ a i− 1 a i , a i a i+ 1 } .

Da in dem Weg jede Kante genau einmal auftritt , ist dies eine disjunkte Vereini-
gung von jeweils zwei-elementigen Mengen. Ihre Kardinalitat¨ ist der Grad von a ,
diese ist eine gerade Zahl > 2 .

Fur¨ die Umkehrung zeigen wir zunachst¨ einen Hilfssatz:
( 1 ) Sei G ′ = (E ′, K ′) ein endlicher Graph, in dem jede Ecke e einen geraden
Grad δG ′( e ) hat . Sei a ∈ E ′ mit δG ′( a ) > 2 . Dann gibt es einen geschlo ssenen Weg
( a0 , a1 , � , a l− 2 , a l− 1 ) in G ′ mit l > 4 und a0 = a l− 1 = a , in dem jede Kante e f von
G ′ hochstens¨ einmal auftritt .
Beweis : Wahle¨ einen Weg w = ( a0 , a1 , � , a l− 2 , a l− 1 ) von maximaler Lange¨ , so
dass a0 = a und so dass jede Kante e f von K ′ hochstens¨ einmal in W auftritt .
Angenommen, a l− 1 � a . Dann kommt a l− 1 unter den Kanten von w ungerade oft
vor. Da der Grad von a l− 1 gerade ist , gibt es eine Kante a l− 1 a l , die nicht in w
vorkommt. Dann tritt in dem Weg ( a0 , a1 , � , a l− 2 , a l− 1 , a l ) jede Kante hochstens¨
einmal auf, im Widerspruch zur Maximalitat¨ von w . qed ( 1 )
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Wahle¨ ein a ∈ E und einen geschlo ssenen Weg w = ( a , a1 , � , a l− 2 , a ) maximaler
Lange¨ , in dem jede Kante e f von G hochstens¨ einmal auftritt . S ei K0 die Menge
der in w vorkommenden Kanten von G . Angenommen K0 � K . Dann setze

G ′= (E , K \ K0) .

Wahle¨ eine Kante e f ∈ K \ K0 . Da G zusammenhangend¨ ist , wahle¨ einen Weg p
in G von a nach e .
Fall 1 : Der Weg p verlauft¨ vollstandig¨ in w . Dann ist der Endpunkt e ∈ w . Da e
f ∈ K \ K0 , ist δG ′( e ) > 0 .
Fall 2 : Es gibt eine Kante in p, die nicht in w liegt . Sei b c ∈ K \ K0 die erste
solche Kante entlang des Weges. Dann ist b ∈ w und ahnlich¨ wie oben ist δG ′( b) >
0 .

In jedem Fall konnen¨ wir also b ∈ w wahlen¨ mit δG ′( b) > 0 hat. Anwendung von
( 1 ) auf G ′ liefert einen geschlossenen Weg w ′ = ( b , b1 , � , bk− 2 , b) in G ′, in dem jede
Kante von G ′ hochstens¨ einmal vorkommt. Wenn b = a i so ist

( a0 , � , a i− 1 , a i = b , b1 , � , bk− 2 , b = a i , a i+ 1 , � , a l− 2 , a l− 1 )

ein langerer¨ Weg in G , in dem jede Ecke hochstens¨ einmal vorkommt. Dies ist ein
Widerspruch zur Maximalitat¨ von w . �

Aus dem vorangehenden Beweis kann man einen Algorithmus zur Konstruk-
tion eines Eulerschen Wegs in einem endlichen zusammenhangenden¨ G extra-
hieren: man finde zunachst¨ einen geschlossenen Weg, in dem jede Kante hochstens¨
einmal vorkommt. Dann suche man einen Punkt auf dem Weg, von dem eine
Kante abgeht, die nicht in dem Weg liegt . Wenn es keinen solchen Punkt gibt , ist
man fertig. Ansonsten bilde einen Weg in G ′ wie im Beweis und verkette diesen
mit dem ursprunglichen¨ Weg. Durch Iteration dieses Verfahrens wird der Graph
ausgeschopft¨ und man erhalt¨ einen Eulerschen Pfad.

Die Frage nach Eulerschen Wegen in Graphen ist also recht gut algorithmisch
beherrschbar. Ein vorgelegter Graph G wird auf Zusammenhang uberpruft¨ ¨ : ausge-
hend von einer beliebig gewahlten¨ Ecke a wird sukzessiv die Zusammenhangskom-
ponente von a erzeugt. Wenn diese den gesamten Graphen ausschopft¨ , ist G
zusammenhangend¨ . Der Graph G ist weiterhin Eulersch, wenn jede Ecke geraden
Grad besitzt .

8. 2 Hamiltonsche Graphen

Hamiltonsche Graphen lassen sich algorithmisch nicht einfach beherrschen, es gibt
noch viele ungeloste¨ Probleme in diesem Zusammenhang. Die Entscheidung, ob
ein vorgelegter Graph Hamiltonsch ist , kann bisher nicht durch einen allgemeinen
Algorithmus getroffen werden. Wir verdeutlichen das am Beispiel eines Graphen,
bei dem die Eigenschaft nicht-Hamiltonsch zu sein durch ein etwas verwickeltes
Argument gezeigt werden kann:
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Definition 8. 8 . Ein schlichter gewichteter Graph ist e ine Struktur G = (E,
� , K , w ) , wo be i (E, K ) e in schlichter Graph ist und w : E × E→ � , so dass

∀x , y ∈ Ew ( x , y ) = w ( y , x ) .

Wenn x y ∈ K so ist w ( x , y) = w ( x y) das Gewicht der Kante x y . Wenn ( a0 , � ,
a l− 1 ) e in Weg in G ist, so ist das Gewicht von G definiert als

w ( a0 , � , a l− 1 ) =
∑

i= 0

l− 2

w ( a i , a i+ 1 ) .

Gewichte konnen¨ als Aufwand fur¨ das Zurucklegen¨ einer Kante betrachtet werden,
etwa als Zeit oder Entfernung. Das Prob lem des Handlungsre isenden ist folgende
Aufgabe:

Zu einem Hamiltonschen Graphen G finde man einen Hamilton-
schen Pfad mit minimalem Gewicht.

Das Problem ist in dieser Form allgemein nicht mit vertretbarem Rechenauf-
wand losbar¨ . In seiner allgemeinen Form ist die Losung¨ des Problems in polyno-
mieller Zeit aquivalent¨ zu P = NP. Wegen der grundsatzlichen¨ Bedeutung des
Problems, nicht nur fur¨ Handlungsreisende, sind eine Reihe von effizienten Nahe-¨
rungsalgorithmen entwickelt worden, die allgemein oder auf Spezialfalle¨ zutreffen.
Ein primitiver suboptimaler Algorithmus ist es, an jeder S telle zum nachsten¨
Nachbarn weiterzulaufen, d. h. die Kante von geringstem Gewicht zu benutzen.
Dieser Algorithmus wird aber im allgemeinen keinen Hamiltonschen Weg finden,
oder einen Hamiltonschen Weg mit suboptimalem Gewicht.

8. 3 Baume¨

Definition 8 . 9 . Ein Graph G = (E , K ) ist e in Baum, wenn G zusammenhan-¨
gend und azyklisch ist.

Satz 8 . 1 0 . Sei G = (E , K ) e in endlicher Baum mit n Ecken und m Kanten.
Dann sind fo lgende Aussagen aquivalent¨ :

a ) G ist e in Baum.

b ) Zwischen zwe i be lie b igen Ecken von G existiert genau ein Weg.

c ) G ist zusammenhangend¨ , und wenn man e ine be lie b ige Kante aus G ent-
fernt, so ist G nicht mehr zusammenhangend¨ .

d ) G ist zusammenhangend¨ und m = n − 1 .

e ) G ist azyklisch, und durch Hinzufugen¨ e iner neuen Kante erhalt¨ G e inen
Zyklus .
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Beweis . a ) → b) Sei G Baum. Angenommen, es gibt Ecken a und b und zwei ver-
schiedene Wege w = ( a , a 1 , � , a l− 2 , b) und w ′ = ( a , a1

′ , � , a l ′− 2
′ , b) von a nach b . Da

w � w ′ konnen¨ wir ein kleinstes i + 1 wahlen¨ mit a i+ 1 � a i+ 1
′ . Wahle¨ dann mini-

male Indizes j , k > i mit a j = ak
′ . Dann ist

( a i , � , a j = ak
′ , ak− 1
′ , � , a i

′= a i)

ein Zyklus in G , im Widerspruch zur Azyklizitat¨ von G .
b) → c) Es gelte b) . Betrachte eine Kante a b in G . Nach b) ist dies der einzige

Weg von a nach b . Nach Entfernen von a b gibt es keinen Weg mehr von a nach b
und der Graph wird unzusammenhangend¨ .

c) → d) Wir beweisen die Implikation durch Induktion uber¨ die Machtigkeit¨
| E | von G . Betrachte einen Graphen G = (E, K ) , der c) erfullt¨ , und die Implika-
tion gelte fur¨ alle kleineren Graphen als G . Wahle¨ eine Kante a b ∈ E .
( 1 ) Der Graph G ′ = (E, K \ { a b } ) hat genau zwei Zusammenhangskompo-
nenten: die durch a bzw. b bestimmt werden.
Beweis : Angenommen, die Ecken a und b lassen sich in G ′ durch einen Weg p
verbinden. Betrachte beliebige Ecken e , f ∈ E . Da G zusammenhangend¨ ist , gibt
es in G einen Weg w von e nach f . Falls die Kante a b in w vorkommt, ersetze
diese jeweils durch den Weg p. Der substituierte Weg ist ein Weg von e nach f in
G ′ . Also ist G ′ zusammenhangend¨ , im Widerspruch zu c) .

Betrachte nun eine beliebige Ecke e ∈ E . Da G zusammenhangend¨ ist , gibt es
in G einen Weg w von e nach a .
Fall 1 : w enthalt¨ die Kante a b nicht. Dann ist w ein Weg in G ′ von e nach a .
Also liegt e in der Zusammenhangskomponente von a in G ′ .
Fall 2 : w enthalt¨ die Kante a b . S ei w ′ = ( e , � , f ) maximales Anfangsstuck¨ von
w , das die Kante a b nicht enthalt¨ . Dann ist f = a oder f = b , w ′ ist ein Weg in
G ′, und e ist in der Zusammenhangskomponente von a oder von b in G ′ . qed ( 1 )

Sei Ga die Zusammenhangskomponente von a und Gb die Zusammenhangs-
komponente von b bezuglich¨ G ′.
( 2 ) Ga und Gb erfullen¨ c) .
Beweis : Als Zusammenhangskomponenten sind Ga und Gb zusammenhangend¨ .
Betrachte eine beliebige Kante e f in Ga . D ie Ecken e und f sind dann nicht
mehr in K \ { e f } durch einen Weg verbindbar. Dies impliziert , dass e und f nach
Fortlassen von e f auch nicht in Ga verbindbar sind. qed ( 2 )

Nach Induktionsvoraussetzung gilt d) fur¨ Ga und Gb : Wenn na bzw. ma die
Anzahl der Ecken und Kanten von Ga ist , so gilt ma = na − 1 . Entsprechend ist
mb = nb − 1 . Da die Tragermenge¨ des Graphen G die disjunkte Vereinigung der
Tragermengen¨ der Graphen Ga bzw. Gb ist , ist

n = na + nb .

Wir hatten schon oben uberlegt¨ , dass die einzige gewohnliche¨ Verbindung von Ga

und Gb ist entlang der Kante a b . Es gibt keine weiteren Kanten, die Ga udn Gb

verbinden. Fur¨ die Anzahlen der Kanten gilt :

m = ma + mb + 1 .

Nach Induktionsvoraussetzung ist ma = na − 1 und mb = nb − 1 . Damit ist

m = ma + mb + 1 = na − 1 + nb − 1 + 1 = (na + nb) − 1 = n − 1 .
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Also gilt d) auch fur¨ G .

d) → e ) Wir beweisen die Implikation durch Induktion uber¨ die Eckenzahl n ∈
� \ { 0} .
Induktionsanfang : S ei n = 1 . Dann ist G der triviale Graph • mit einer Ecke.
G erfullt¨ die Eigenschaft e) aus trivialen Grunden¨ .
Induktionsschritt : Angenommen, die Implikation gilt fur¨ n . Betrachte einen
zusammenhangenden¨ Graphen G = (E, K ) mit n + 1 Ecken und n Kanten.
( 3) Es gibt eine Ecke a ∈ E mit δG( a ) = 1 .
Beweis . Da G zusammenhangend¨ ist und | E | > 2 , ist ∀a ∈ E δG( a ) > 1 . Ange-
nommen es gilt ∀a ∈ E δG( a ) > 2 . Zu jeder Ecken gehoren¨ dann zwei Kanten, von
denen jede wiederum zu zwei Ecken adjazent ist . Damit ist

(n + 1 ) · 2
2

= n + 1

eine untere Schranke fur¨ die Anzahl der Kanten, im Widerspruch zur Vorausset-
zung. qed ( 3)

Wahle¨ ein a ∈ E mit δG( a ) = 1 . Wahle¨ das eindeutig bestimmte b ∈ E mit a b ∈
K . Wir entfernen die Ecke a und die Kante a b aus G . Der Graph

G ′= (E \ { a } , K \ { a b } )

ist zusammenhangend¨ mit Eckenzahl n und Kantenzahl n − 1 . Nach Induktions-
voraussetzung erfullt¨ G ′ die Eigenschaft e) : G ′ ist azyklisch und durch Hinzufugen¨
einer neuen Kante erhalt¨ G ′ einen Zyklus.
( 4) G ist azyklisch.
Beweis : Angenommen, z = ( a0 , � , a l− 1 = a0) ist ein Zyklus in G . Jede Ecke in
einem Zyklus hat mindestens Grad 2 . Da δG( a ) = 1 ist , kommt a nicht in z vor.
Also ist z ein Zyklus in G ′, im Widerspruch zur Azyklizitat¨ von G ′. qed ( 4)
( 5 ) Seien e , f ∈ E , e � f und e f � K . Dann enthalt¨ der Graph G+ = (E, K ∪ { e
f } ) einen Zyklus.
Beweis : Wenn e , f ∈ E \ { a } , so ist e f eine neue Kante fur¨ G ′. G ′ enthalt¨ nach
Hinzufugen¨ von e f einen Zyklus, der auch Zyklus in G+ ist . Andernfalls konnen¨
wir annehmen, dass e = a . Dann ist f � b und f , b ∈ E \ { a } . Da G ′ zusammen-
hangend¨ ist , gibt es einen Weg ( f = a0 , a 1 , � , a l− 1 = b) von minimaler Lange¨ , der f
und b verbindet . Dann ist ( e = a , f = a0 , a 1 , � , a l− 1 = b , a ) ein Zyklus in dem Gra-
phen G+ . qed ( 5 )

e ) → a ) Angenommen, G erfullt¨ e) . Fur¨ a) genugt¨ es zu zeigen, dass G zusam-
menhangend¨ ist . Betrachte Ecken a , b ∈ E . Falls a b ∈ K , so gibt es trivialerweise
einen Weg von a nach b . Falls a b � K , fuge¨ a b als neue Kante zu G hinzu. Dann
ist der erweiterte Graph zyklisch. Wahle¨ einen Zyklus z = ( a0 , a 1 , � , a l− 1 ) im
erweiterten Graphen. Da der ursprungliche¨ Graph azyklisch war, muss die neue
Kante a b in z vorkommen. Da z ein Zyklus ist , kommt a b genau einmal in z vor.
Ohne Einschrankung¨ ist a = a0 = a l− 1 und b = a1 . Dann ist ( b = a 1 , � , a l− 1 = a ) ein
Weg von b nach a im Graphen G . Also ist G zusammenhangend¨ . �

Jeder Graph enthalt¨ Teilbaume¨ , z. B . die einpunktigen Teilgraphen. Von
besonderem Interesse sind maximale Teilbaume¨ :
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Definition 8. 1 1 . Sei T = (E, K ′) e in Teilgraph von G = (E, K ) , d . h. K ′ ⊆ K.
Dann ist T e in Spannbaum von G , wenn T e in Baum ist. Ein Spannbaum ist
also e in Teilbaum, der alle Ecken von G umfasst.

Zu einem gegebenen Graphen gibt es in der Regel viele Spannbaume¨ . Ein Pro-
blem, das auf den ersten Blick dem Problem des Handlungsreisenden ahnelt¨ , ist
die Bestimmung eines bezuglich¨ einer Wichtung minimalen Spannbaums:

Definition 8. 1 2 . Sei G = (E, � , K , w ) e in endlicher gewichte ter Graph. Ein
minimaler Spannbaum ist e in Spannbaum T = (E, K ′) von G , de ssen Gesamt-
gewicht

∑

a b ∈K ′
w ( a , b) ∈ �

minimal ist.

,
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