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Vorwort

Die Mathematik fir Informatiker Ila (Logik und diskrete Strukturen) baut auf der
Vorlesung Mathematik fiir Informatiker Ia (Lineare Algebra) auf. Sie ist dhnlich
organisiert wie die Lineare Algebra. Die Vorlesung wurde folgendermaflen
angekiindigt:

Mathematik fiir Informatiker Ila
(Logik und diskrete Strukturen)

Sommersemester 2004

Vorlesung: Prof. Dr. Peter Koepke, Dr. Benedikt Lowe
Montags, 14 - 16 Uhr, HS D, Romerstrasse
Ubungen: Dr. Bernhard Irrgang

Die Ubungen finden in Form von Ubungsgruppen statt. Die erfolgreiche Teilnahme an den Ubungen ist Vor-
aussetzung fiir die Zulassung zur Klausur. An den Ubungen hat erfolgreich teilgenommen, wer jeweils mehr als
die Hélfte der in den Ubungsblédttern und Présenziibungen moglichen Punkte erreicht.

Diplomstudium Informatik: Vorlesung 2 Semesterwochenstunden (SWS) mit Ubungen 2 SWS (Modul im
Sinne der Diplompriifungsordnung (DPO)).

Abschlusspriifung: Klausur Juli 2004, Note und (4) Leistungspunkte sind Teil der Vordiplompriifung. Voraus-
setzung zur Zulassung zur Abschlusspriifung: aktive und erfolgreiche Teilnahme an den Ubungen.

Ubungsbetrieb: 2-stiindige Ubungsgruppen unter Anleitung von Tutoren; wochentliche Hausaufgaben, Aus-
gabe montags, Abgabe bis spatestens montags vor der Vorlesung, wochentliche Anwesenheitsaufgaben (Test) in
den Ubungsgruppen. Hausaufgaben kénnen allein oder in Zweiergruppen eingereicht werden

Erfolgreiche Ubungsteilnahme: jeweils 50% der moglichen Punkte in den Hausaufgaben und in den Anwesen-
heitsaufgaben.

Termine:

19. 04. 2004: 1. Ubungsblatt, Eintragung fiir Ubungsgruppen

1. Vorlesungswoche: Festlegung der Ubungsgruppen

2. Vorlesungswoche: Beginn der Ubungsgruppen7 Beginn der Prasenziibungen
Juli 2004: Anmeldung zur Abschlussklausur

voraussichtlich 21. 07. 2004: Abschlussklausur

Semesterferien: Wiederholungsklausur

Die Logik formalisiert die mathematischen Methoden, die in der Vorlesung Mathematik fiir Informatiker Ia
informell eingefiihrt wurden:
Mathematische Aussagen
Definitionen
Séatze
Schlussfolgerungen
Beweise.

Mathematische Aussagen beziehen sich auf Strukturen, insbesondere eine Schar immer wieder kehrender
Grundstrukturen:
Zahlsysteme, Korper, Vektorraume
Relationen
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Graphen
Boolesche Algebren.

Wir betrachten hier insbesondere diskrete Strukturen, bei denen kombinatorische und algorithmische Fragen
im Vordergrund stehen. Die Methoden der Logik lassen sich in Analogie zu Axiomensystemen und Strukturen
auch auf Programmiersprachen und Algorithmen anwenden. Wir betrachten unter diesem Gesichtspunkt auch:
Logisches Programmieren.

Literatur: Uwe Schoning, Logik fiir Informatiker, 5. Auflage, Spektrum Akademischer Verlag, 2000
Martin Aigner, Diskrete Mathematik, 4. Auflage, Vieweg, 2001



Kapitel 1
Pradikatenlogische Schreibweisen

In der Vorlesung Mathematik fiir Informatiker la (Lineare Algebra) wurde beson-
derer Wert auf logisches Vorgehen, d.h. auf vollstandige sprachliche Formulie-
rungen und Argumente gelegt. Es wurde eine ,,Sprache der Mathematik” einge-
fithrt, in der in eingeschréankter und kontrollierter Weise mathematische Aussagen
gebildet werden konnten. Der Hauptbegriff der linearen Algebra wurde beispiels-
weise folgendermaflen erfasst:

. . Dann ist V= (V, +,-) ein K-Vektorraum oder ein Vektorraum iiber
K, wenn die folgenden Axiome gelten:

a) Fir z,y,zeV gilt (x+y)+2z=2+ (y+ 2) (Assoziativgesetz).
b) Fir z,y €V gilt x4+ y=y+ 2 (Kommutativgesetz).

c) Es gibt ein 0 €V, so dass fiir z € V gilt  + 0 =2 (Existenz eines Nullvek-
tors).

d) Fir x € V gibt es ein — a2 € V, so dass  + ( — x) = 0 (Existenz additiver
Inverser).

Fir A\, p e K und z €V gilt A(puz) = (Ap)x (Assoziativgesetz).

Fir z € V gilt 1z =z (Neutralitét der 1).

Fir A€ K und z,y € M gilt A(x+y)=Ax+ Ay (1. Distributivgesetz).

Fir \, p € K und z € M gilt (A+ p)z =Mz + px (2. Distributivgesetz).

7

Dieser mathematische Text benutzt nur wenige sprachliche Figuren: , Fiir ...”,
,,gibt es ...” usw. Es bietet sich von daher an, abkirzende Notationen fiir diese
Sprach-Figuren einzufiihren.

In der Linearen Algebra hatten wir die Bildung von mathematischen Aus-
driicken diskutiert. Die einfachsten Ausdriicke sind die atomaren Ausdricke, die
relationale Aussagen iiber Terme machen. Wir bilden zunéchst wie gewohnt aus
Variablen, Konstanten und Funktionssymbolen Terme:

¢, a+b, a”, log(z) usw.

Wenn ¢, t1,... Terme und =, <, R(.,.) Symbole fiir Relationen sind, so lassen sich
hieraus atomare Ausdriicke

to=1t1, to<ty, R(to, t1, ) UsSw.
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bilden. Man erhélt komplexe Ausdriicke mit Hilfe folgender Regeln:

Aussagenlogische Verkniipfungen:

e Konjunktion: ,,A und B”, ,es gelten A und B”, oder manchmal auch nur
LA, B”.

e Disjunktion: ,,A oder B”, ,es gilt A oder B”.
e Negation: ,nicht A”, A gilt nicht”.

Quantorenlogische Verkniipfungen:

e Existenz: ,,es gibt ein x mit A”, | es existiert ein x mit A”, ,es gibt ein x,
so dass A”, ,.es gibt ein x mit A, so dass B”; ,.es gibt x,..., x5 _1 mit A”.

e Allquantor: . fiir alle z gilt A”,  fir alle x ist A”, fur x gilt A”; , fiir alle
Loy -ery L—1 gllt A7,

e Bedingter Allquantor: ,.fiir alle z mit A gilt B”, , fir alle z mit A ist B”,
SHfur x mit A gilt B”; . fir alle x, ..., x,_1 mit A gilt B”.

e EKindeutige Existenz: ,es gibt genau ein x mit A”.

Wir fiihren die Abkiirzungen A,V ,—, 3,V anstelle von ;und”, ,oder”, , nicht”,
,,es existiert” und ,,fiir alle” ein:

e Konjunktion: AA B fiir ,,A und B”,

e Disjunktion: AV B fiir ,,A oder B”,

e Negation: —A fiir ,,nicht A”,

e Existenzielle Quantifizierung: Jx A fiir ,,es gibt ein z mit A”,
e Universelle Quantifizierung: Vz A fiir | fiir alle x gilt A”.

Die Vektorraum-Definition kann mit diesen Abkiirzungen folgendermafien
geschrieben werden:

a) Vo,y,zeV:i(z+y)+z=x+ (y+ 2) (Assoziativgesetz).
b) Vz,yeV: x4+ y=y+ 2z (Kommutativgesetz).

c) VxeV: v+ 0=z (Nullvektor).

d) VeV 3IyeV:z+y=0 (Existenz additiver Inverser).

f) VeeV: 1-x=x (Neutralitdt der 1).

)

)

)
e) VA, pueKVreV: A (n-z)= (X p)-x (Assoziativgesetz).

)
g) VAEKVx,ye M: A-(z+y)=X-z+ Xy (1. Distributivgesetz).
)

h) VA, pe KVexe M: (A\+p)-z=X-x+ -z (2. Distributivgesetz).



Kapitel 2
Relationen

Wir erinnern an die Definition einer Relation aus der Linearen Algebra:

Definition 2.1. a) R ist eine n-stellige Relation, wenn R eine Menge von
n-Tupeln ist. Statt (zo, ..., xn—1) € R schreiben wir auch R(zq, ..., Tn_1).
Im Fall n=2 schreiben wir statt R(x,y) auch x Ry (Infiz-Notation).

b) R ist eine Relation auf A und B, wenn R C A x B. R ist eine 2-stellige
Relation auf A, wenn RCA X A.

Relationen lassen sich 2-dimensional graphisch darstellen; eine Relation kann mit
ihrem Graphen identifiziert werden. Wir definieren wichtige Eigenschaften von
Relationen mit Hilfe pradikatenlogischer Schreibweisen.

Definition 2.2. a) R ist eine Funktion von A nach B, R: A — B, wenn
Vae AGbe B(aRbAYD € B(aRb' —b=1')).
b) R ist eine injektive Funktion von A nach B, wenn (R: A— B A Va,a' €
AVb, b € B((aRbANd' RV Na#a') —=b+D)).
¢) R ist eine surjektive Funktion von A auf B, wenn (R: A — B A Vb €
B3a€ AaRD).

d) R ist eine Bijektion zwischen A und B, R: A« B, wenn (R: A— BAR
ist injektiv N R ist surjektiv).

Definition 2.3. Sei R eine 2-stellige Relation auf A. Dann definiere
a) R ist symmetrisch, wenn Ya,be A(aRb—bRa).
b) R ist antisymmetrisch, wenn Ya, b€ A((eRbAbRa)—a=Dh).
¢) R ist reflexiv, wenn Ya € AaRa.

d) R ist transitiv, wenn Ya,b,c€ A((aRbAbRc)—aRc).

)

e) R ist eine Aquivalenzrelation, wenn R symmetrisch, reflexiv und tran-
sitiv 15t.

2.1 Aquivalenzrelationen

Definition 2.4. Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Fir a € A ist die Aquiva-
lenzklasse von a beziiglich R

[a]=[a]r={b|bRa}.
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Satz 2.5. Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann gilt:
a) Ya,be A ([a]=[b] V [a] N [b] =0).
b) A:UaeA [a].

Beweis. a) Betrachte a,b€ A.

Fall 1: aRD:

Behauptung: [a] = [b].

Beweis: Betrachte z € [a]. Dann ist x Ra; aRb; x Rb, wegen der Transitivitat von
R; z €[b]. Also ist [a] C[b].

Den Beweis der umgekehrten Inklusion notieren wir noch knapper:

[x € [b]; 2 Rb; bRa, wegen der Symmetrie von R; x Ra, wegen der Transitivitdt von
R;ze [a]] [b] C[a]. ged(Behauptung)

Dabei bezeichnet der Rahmen

[Ag; Av; s A

ein Teilargument, in dem ausgehend von der Annahme A sukzessiv Ay, ..., A1
gezeigt werden. Nach Abschluss des Teilarguments ist die Implikation

AO _>Am—1

bewiesen.
Fall 2: ~a Rb:
Behauptung: [a] N [b] = 0.
Beweis: [ZE € la]N[b]; zRa; x Rb; aRx, wegen der Symmetrie von R; a Rb wegen
der Transitivitdt von R; Widerspruch zur Fallannahme] Va(x € [a] N [b] — 0=1);
Vo (z ¢ [a]ND]); [a]N[p]=0.  ged(Behauptung)

b) Wegen der Reflexivitdt von R gilt Vb € AbRb. Daraus folgt Vb € Ab € [b]
und Vb € Abe U, [a]. ACU,c4 la]l. Die Gegenrichtung A 2,4 [a] ist tri-
vial. Also ist A=J,_, [al. O

Beispiel 2.6. Fuaktorisieren nach Unterraumen. Es sei V' ein K-Vektorraum und
U ein Unterraum von V. Definiere eine Relation R CV x V durch

TRy «——x—yeU.

Wir zeigen, dass R eine Aquivalenzrelation auf V ist:

(1) R ist reflexiv.

Beweis: Betrachte x € V. Dann ist x —x € U und x Rx. Also gilt Vx € Ve Rx. ged
Die Struktur des Argumentes kann folgendermaflen notiert werden:
[.TEV;SL’—SL’:OEU;SL’RJ}];VSL’EVSL’RSE.

(2) R ist symmetrisch.

[a:,yEV, rRy;z—yelU;y—x=—(x—y) EU;ny];Vx,yEV(nyﬁny).
(3) R ist transitiv.
[x,y,zGV,ny,sz;x—yEU;z—yGU;x—z:(x—y)+(y—z)GU;sz];
Ve,y,zeV(tRyAnyRz) —xRz).
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Definition 2.7. Sei R eine Aquivalenzrelation auf A. Dann sei
A/R={la]lgr|a€ A}

die Menge der Aquivalenzklassen von R. A/R ist die Faktorisierung oder der
Quotient von A nach R.

Beispiel 2.8. Quotientenvektorriume. In dem Beispiel 2.6 sind die Aquivalenz-
klassen von der Gestalt

[zlp=c+U={z+u|uecU}.

Beweis: Betrachte v € [x]g. Dann ist vRx, u=v—zx €U, v=c+ucx+U.
Umgekehrt betrachte v € x 4 U. Wahle u € U mit v=2 +u. Dannist v —x =u €
Uund vRz, veE[z]g. qed

Die Struktur der Umkehrung ist:
[vEerU: [uGU,v:eru;v—xEU;va;ve [x]R];vE [x]R] .

Geometrisch sind die Aquivalenzklassen Parallelverschiebungen x + U des
Untervektorraums U um den Vektor x. Nach Satz 2.5 zerfallt der Raum V in zu
U parallele Untermengen.

Man kann weiter zeigen, dass die Menge A/R mit folgenden Operationen zu
einem K-Vektorraum A/R=(A/R,®,®) erweitert werden kann:

(z+U)@(yoU) = (z4+y)+U;
AO(z+U) = (A-z)+U.

Beispiel 2.9. Modulare Arithmetik. Fixiere n € N, n # 0. Wir hatten die Rela-
tion (modn) der Kongruenz modulo n auf den ganzen Zahlen Z definiert:
i=j(modn) gdw. n|(i— j).

Diese Relation ist eine Aquivalenzrelation auf Z; der Beweis verlauft ahnlich wie
bei der Bildung des Quotientenraums bei Vektorrdumen. Die Aquivalenzklassen
[i] beztiglich dieser Relation sind von der Gestalt

i|=i+n-Z={i+n-k|keZ}.
Wir hatten die Aquivalenzklassen durch die Reste modulo n reprisentiert:
Z,={0,1,...,n—1}.
Die natiirliche Korrepondenz ¢ zwischen Z,, und Z/(mod n) ist durch
i—il]=i+n-Z

gegeben. Die Korrespondenz ist mit den Operationen @, und ®, der Arithmetik
modulo n vertraglich:
(i @) =0Pnj)+n-Z=(i+j)+n-Z=((4+n-7Z)®(G+n-Z)=p(i)® »(j)
P(i®nj) =i @nj)+n-Z=(i-j)+n-Z=(i+n-Z)Q(j+n-Z)=p(i)@¢(j)-
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2.2 Ordnungsrelationen

Definition 2.10. FEine 2-stellige Relation < auf X ist eine partielle Ordnung,
wenn < transitiv, reflexiv und antisymmetrisch ist. Die Relation < st eine
(totale) Ordnung oder lineare Ordnung, wenn < auflerdem linear ist:

Ve,ye X(z<yVex=yVy<z).

Beispiel 2.11. a) Die Inklusion C auf Mengen ist eine partielle Ordnung. Die
Inklusion ist nicht total, denn es gibt nicht-leere, zueinander disjunkte Mengen:

{0} Z {1}, {0} # {1}, {1} £ {0}.

Die Antisymmetrie der Inklusion ist das fundamentale Kriterium fiir die Gleich-
heit von Mengen (FEztensionalitit), das héufig fiir den Beweis von Mengengleich-
heit benutzt wird:

Ve, y((z CynyCa)—x=y).
b) Die gewdhnlichen Ordnungen < auf den Zahlbereichen N, Z, @ und R sind

totale Ordnungen.

Zu jeder partiellen Ordnung lasst sich eine strenge oder strikte Variante defi-
nieren:

Definition 2.12. Sei < eine partielle Ordnung auf X. Definiere dann eine zwei-
stellige Relation < auf X durch:
r<y gdw. (x<yNz+y).
Diese Relation ist transitiv und irrefleziv:
Ve,y,ze X ((z<yAy<z)—x<z),
Vee Xz <.
Wenn zusdtzlich < total ist, so erfullt < die folgende Trichotomie:
Ve,ye X (z<yVz=yVy<z).
Partielle Ordnungen (in nicht-strikter und strikter Form) treten haufig auf. Wir

fithren einige wichtige Begriffe fiir partielle Ordnungen ein. Fiir eine partielle Ord-
nung < auf X definiere den Ausdruck

max (a, X) = (ae X A\Vre X:zx<a),

der das Maximum von X charakterisiert.

Satz 2.13. Fine partielle Ordnung hat hochstens ein Mazimum:
Va,a' ((max (a, X) Amax (a’, X)—a=d).
Wenn es existiert, bezeichnen wir das Maximum a von X mit

a=max (X).
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Beweis. Betrachte a,a’ € X mit max (a, X) und max (a’, X). Dann ist

Vee X:x<a und Vee X:x<a'
Speziell ist ¢’ <a und a <a’. Wegen der Antisymmetrie von < ist a=a’. O

Definition 2.14. Sei (X, <) eine partielle Ordnung. Definiere
a) os(a,Y) = (a € X ANVy € Y:y <a); os(a, Y) besagt, dass a eine obere
Schranke von Y ist;
b) sup (a,Y) < os(a,Y) AVb(os(b,Y) —b>a); sup (a,Y) besagt, dass a eine
kleinste obere Schranke oder ein Supremum von Y ist.

Satz 2.15. Wenn sup (a,Y) und sup (a',Y), dann ist a =a’. Wir kénnen daher
a=sup (Y) anstelle von sup (a,Y’) schreiben.

Beweis. Ubung. O

Definition 2.16. Definiere us(a, Y) <> Vo € Ya < . Dies besagt, dass a eine
untere Schranke von Y ist. a ist ein Infimum von Y, wenn inf (a, Y) < us(a,
Y) AVb(us(b,Y) — b<a). Wie das Supremum, so ist ein Infimum eindeutig defi-
niert, wenn es ezistiert. Daher schreiben wir auch a = inf (Y') anstelle von inf (a,

Y)
Satz 2.17. Angenommen, max (X) existiert. Dann ist max (X)=inf (().

Beweis. us(a, () ist dquivalent zu: Vo € a < x. Diese Eigenschaft ist immer
erfillt. Daher

inf (a, () < Va'a' <a+ a=max (X). O

Beispiel 2.18. (Kleine) endliche Beispiele von partiellen Ordnungen lassen sich
durch Hasse-Diagramme angeben. Das sind Figuren, in denen die Elemente der
Tragermenge durch Kanten verbunden sind. Wenn a und b durch eine Kante ver-
bunden sind und a oberhalb von b liegt, so bedeutet das, dass a > b ist. Die Rela-
tion < besteht aus allen Paaren, die durch einen von unten nach oben laufenden
Kantenzug verbunden werden konnen.

Abbildung 2.1. Hasse-Diagramm der partiellen Relation m |n|12.
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1. Lineare endliche partielle Ordnung.

2. So eine Raute.

3. Die nicht-distributive mit 5 Punkten.

4. Die Teiler der Zahl 24. Hier konnte man sich iiberlegen, dass Suprema und
Infima existieren. Die Suprema sind die kleinsten gemeinsamen Vielfachen, die
Infima sind die grofiten gemeinsamen Teiler.

4. Das ganze auch fiir N. Dabei geht alles entsprechend, allerdings gibt es kein
maximales Element.

Existenz von Suprema und Infima in partiell geordneten Mengen. Wir konnen
verschiedene Beispiele angeben.

Wir interessieren uns besonders fiir Suprema und Infima endlicher Mengen.

Definition 2.19. Sei (X, <) eine partielle Ordnung. allb = sup ({a, b}) ist die
Vereinigung von a und b. alfb=1inf ({a,b}) ist der Schnitt von a und b.

Satz 2.20. Wenn C die partielle Ordnung der Inklusion auf Mengen ist, so
qgilt:
a) Va,b:allb=aUb.
b) Va,b:anb=aNb.
Beweis. a) Betrachte Mengen a und b.
Es gilt a CaUbund b CaUb. Daher ist os(aUb, {a,b}). Betrachte ein ¢ mit os(c,

{a, b}). Dann ist a C ¢ und b C ¢. Zusammen ist a Ub C ¢. Also ist Ve (os(c, {a,
b}) —aUbCc). Damit ist

aUb=sup ({a,b})=aLlb.
b) lasst sich analog zeigen. O

Definition 2.21. FEine partiell geordnete Menge (X, <) ist ein Verband, wenn
die Suprema und Infima aller endlichen Teilmengen existieren.

Satz 2.22. Sei (X, <) ein Verband. Dann besitzt (X, <) ein Mazimum und ein
Minimum, ndamlich inf (0) und sup (0). Wir bezeichnen das Mazimum und das
Minimum mit T und L (Top und Bottom).

Folgende Gesetze gelten in Verbanden:

Satz 2.23. Sei X ein Verband. Dann gilt in X:
a) Vr,y:z<zUy und Yz, y: x> zMy.
b) Va:zUx =2 und Vo: 2Nz =z (Idempotenz).
c) Va,y: zly=yUx und Y, y: 2Ny =yNz (Kommutativitdt).
)

d) Vx,y, z: zU(yUz) = (zUy)Uz und Yz, y, z: 2N(yMz) = (2MNy)Nz (Assoziati-
vitdt).

e) Va,y: x2MN(zly) =2 und Vx,y: xU(zMNy) =x (Absorption).
f) Vo: LUz =2 und Vo: LNz =1 (Minimum,).
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g) Ye: TNz =x und Vo: TUz =T (Mazimum).

Beweis. a) Betrachte z,y € X. os(zUy, {z,y}) und zUy > z.
b) Betrachte x € X. x > x und os(z, {z, x}). Betrachte ein y € X mit os(y, {z,
x}). Dann ist y >x. Also ist Vy € X (os(y, {z,2}) — y > z). Zusammen ist

(0s(z, {z,2}) AVy € X (os(y, {z,2}) =y >7)),

d.h. z=sup ({z,z})=zUzx.
d) Betrachte x, y, z € X. Dann gilt
zU(yUz) >
zU(yUz) > ylz >y
xU(yUz) > zUy
xU(yUz) > yUz > 2
zU(yUz) = (zUy)Uz
Umgekehrt:
r<zUy < (zUy)Uz
y <xly < (aUy)Uz
z < (zUy)Uz
yUz < (zUy)Uz
zU(yUz) < (zUy)Uz
Wegen der Antisymmetrie von < ist dann
zU(yUz) = (zUy)Uz.

e) Betrachte x,y € X. Wir zeigen die Gleichheit durch zwei Ungleichungen:
Beh: zM(zUy) < 2. Dies gilt nach a).
Beh: zM(zUy) > z. x > x und nach a) zUy > z. Also ist us(z, {z, zUy}) und = <
inf (z, zUy) = zMN(xUy).
Da < antisymmetrisch ist, ist xM(zlUy) = z. O

Beim Rechnen mit zweir Rechenarten sind Distributivgesetze interessant. Fiir
allgemeine Verbande gilt:

Satz 2.24. Sei X ein Verband.
a) Vo, y,z: (y = z— 2Ny > aMz)
b) Va,y,z: xM(yUz) = (2MNy)U(zMz)
c) Va,y,z: zU(yNz) < (zUy)N(zlz).

Beweis. a) Betrachte z, y, 2 € X mit y > 2. Dann ist zMz < z. 2Mz < z < ¥.
us(zMz, {z,y}). Also zMz <inf ({z, y}) =zMNy.

b) Betrachte x,y, z € X. Dann ist x > zMy, > 2Nz und x > (xMy)U(zMNz). Weiter
ist yUz >y > 2Ny, yUz > 2z > 2Mz und yUz > (xMNy)U(zMz). Also ist (zMy)U(zMz)
untere Schranke von {z, yUz} und 2M(yUz) > (zMy)U(zMz).

c) lasst sich mit einem zum Beweis von b) ,,dualen” Argument zeigen, bei dem I
und LI bzw. < und > vertauscht sind. O
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Definition 2.25. FEin Verband (X, <) ist ein distributiver Verband, wenn in
thm die Distributivgesetze gelten:

Vo, y, z:aM(yUz) = (xMy)U(xMz2)

Vo, y, z:xU(yMz) = (xUy)M(xUz).

Beispiel 2.26. Hasse-Diagramme von distributivem Verband mit 5 Elementen,
einmal distributiv, einmal nicht-distributiv.

Beispiel 2.27. Der Teilbarkeitsverband (das ist der Verband mit kleinsten und
groften gemeinsamen Teilern) ist distributiv: Ubung?

2.3 Boolesche Algebren

Wenn wir den Verband der Teilmengen einer Menge Z betrachten, so gibt es dort
noch eine weitere wichtige Operation, ndmlich die Komplementbildung;:

A —A={zeZ|z¢ A} =2\ A.

Das Komplement ist dadurch gekennzeichnet, dass AN(—A)=0 und AU(—A)=
Z. Wir konnen dieses Phanomen abstrakt in beliebigen distributiven Verbanden
studieren.

Definition 2.28. Sei (X, < ) ein distributiver Verband. Elemente z, ' € X
heiffen komplementdar, wenn xUx'=T und xMNx’= L.

Satz 2.29. Sei (X, <) ein distributiver Verband und z, ', " € X. Wenn x und
' als auch x und z" komplemetar sind, so ist x' = x"”. Dieses Komplement x’
von x wird auch mit —x bezeichnet.

Beweis. Betrachte z,z’, 2" mit den genannten Eigenschaften.
' = 2'MT
= z'M(zUz")
= (2Nz)U(zMz")
= 1U(z'Mz")
= z'Mz”

Daraus folgt x’ < x”. Genauso zeigt man die umgekehrte Ungleichung z” < x'.

Zusammen gilt dann z'=z". n

Definition 2.30. FEine Boolesche Algebra ist ein distributiver Verband (X, <)
mit der Eigenschaft:

Vee X3dz'e€ X (x und x" sind komplementdr).

In diesem Verband konnen wir die Operationen LI, M, — betrachten. Wir bevor-
zugen allerdings folgende algebraische Definition von Booleschen Algebren.
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Definition 2.31. Fine Boolesche Algebra ist eine Struktur (B, + ,-,—,0,1)
mit zwei zweistelligen Funktionen + .-, einer einstelligen Funktion — , und zwei
Konstanten 0 und 1, die die folgenden Axiome erfillt:

a) Ve,y,zx+(y+z2)=(x+y)+z Vo, y,zz-(y-2)=(z-y) - 2

b) Ve, y:x+y=y+z, Ve, yx-y=y-x;

c) Ve:0+az=x, Vo:l-x=ux;

d) Ve,y,z2z-(y+2)=(z-y)+ (z-2), Vo,y,z: x4+ (y-2)=(z+y) - (x+2);
e) Va: x+(—x): , Vaxiz-(—2)=0;

f) —0=1, —1=0, 041;

g) Veix-0=0,Vriz+1=1;

h) Vo:—(—x)=x;

i) Voix-o=z, Voot =ux;

J) Ve,yi— (@ y)=(—2)+ (=), Vo,y: = (@ +y) =(—2)- (—y)
Die Aziome j) sind die DE MORGANschen Gesetze.
Beispiel 2.32. Das einfachste Beispiel einer Booleschen Algebra besteht nur aus

den Elementen 0 und 1: B = {0, 1}. Die Verkniipfungen +,- und — miissen auf
Grund der Axiome folgendermaflen definiert werden:

+10]1 101 —
0(0[1],0(0(0], |0 |1
1]1]1 110]1 1

Diese Algebra ist isomorph zur Algebra der Wahrheitswerte

oder | W | F und |[W | F nicht
W [WIW|, | W [W|F|, W | F [,
F W|F F |F|F F |'W

die wir im letzten Semester kennen gelernt hatten.

Beispiel 2.33. Potenzmengen: Sei X # () eine nicht-leere Menge. Definiere die
Potenzmenge von X als die Menge aller Teilmengen von X:

Pot(X)={Y|Y CX}.
Dann ist Pot(X) mit den Operationen U, N und Komplementbildung
—Y=X\Y={zeX|z¢Y}
eine Boolesche Algebra.

Satz 2.34. Sei X eine endliche Menge mit n Elementen, n € N. Dann besitzt
Pot(X) genau 2" Elemente.
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Beweis. Durch vollstandige Induktion iiber n € N.
Induktionsanfang n = 0: Dann ist X die leere Menge, X = (). Die einzige Teil-
menge von ) ist die leere Menge selbst:

Pot(0) ={0}.

Damit hat Pot(()) genau 1= 2" Elemente.
Induktionsschritt: die Behauptung gelte fiir n. Betrachte eine Menge X mit n + 1
Elementen. Wihle ein a € X. Die Menge X \ {a} hat n Elemente. Dann ist

Pot(X) = {YCX|aeY}U{Y CX|a¢Y}
= {ZU{a}|Z ePot(X \{a})} UPot(X \{a}).

Nach Induktionsvoraussetzung hat Pot(X \ {a}) genau 2" Elemente. Die
beiden ,,Summanden” der Vereinigung haben daher jeweils 2" Elemente.
Zusammen hat die Vereinigung und damit die Potenzmenge von X 2" 4 2" = 2n+!
Elemente.

Der Satz folgt mit dem Prinzip der vollstandigen Induktion. O

Satz 2.35. Sei (B,+,-,—,0,1) eine Boolesche Algebra. Dann gilt in B:
a) Ve,y: (x4+y=0—(z=0Ay=0)).
b) Va,y:(z-(—y) =0z -y=2).
Beweis. a) Betrachte z,y € B mit  + y=0. Dann ist
r=r+0=z+(z+y)=(@+2)+y=c+y=0.

Ebenso ist y=0.

b) Betrachte x, y € B. Angenommen x-(—y)=0. Dann
zy = (¢:-y)+0
= (z-y)+(z-(—y))
= z-(y+(=y))
N

I
SR

Andererseits sei -y =x. Dann

z-(—y) = (x-y)(—y)

= z-(y-(—v))
= z-0
= 0.
O
Satz 2.36. Sei (B,+,,—,0,1) eine Boolesche Algebra. Definiere eine 2-stellige

Relation < auf B durch

r<y gdw. - (—y)=0(gdw. z-y=vy).
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Dann ist die Struktur (B, <) eine partielle Ordnung.
Beweis. Transitivitit: Betrachte x, y, 2 € B mit x < y und y < z. Dann ist - ( —
y)=0und y-(—z)=0. Hieraus folgt:

r-(=2) = (z-1)-(=2)
= (z-(y+ (=) (=2

1

—~~ o~

8 T~/
8 8
E e«

. — ~—
T
@)

n ="
~— .

—~~
I

&=

~—

~—

—~

I

N

~—

Also ist < z.

Reflezivitdt: Betrachte © € B. Dann ist - (—xz) =0 und daher z < x.
Antisymmetrie: Betrachte ,y € B mit z <y und y <z. Dann ist z- (—y) =0 und
y-(—x)=0. Hieraus folgt:

r = x-1
= 2 (y+(—v)
= (v y)+(z-(—y))
pr— :L‘-y
= (x-y)+0
= (z-y)+((—2) y)
= (z+(-2))
pr— ]_-y
_— y.
]
Satz 2.37. Sei (B,+,-,—,0,1) eine endliche Boolesche Algebra, d.h. die Trd-

germenge B ist endlich. Dann ist B isomorph zu einer Potenzmengenalgebra, d.h.
es gibt eine Menge A und eine bijektive Abbildung f: B < Pot(A), die mit den
Algebraoperationen vertrdglich ist:

a) f(0)=0, f(1)=A;

b) Vo,y€B: f(x+y)=f(x)U f(y);
c) Ve,y€B: f(z-y)=f(x)N f(y):
d) Ve B: f(—x)=A\ f(z).

Beweis. Ein Element a € B ist ein Atom in B, wenn

a#+0AVzeB: (z<a—(x=0Vr=a)),

wobei < die partielle Ordnung aus dem vorangehenden Satz ist.
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(1) Sei x € B und x#0. Dann gibt es ein Atom a in B mit a <z.

Beweis: Angenommen nicht. Definiere dann eine Folge (z,|n € N) durch
Rekursion: zo=x. Sei z,, definiert, so dass =, <z, x, # 0. Nach der Widerspruchs-
annahme ist z, kein Atom. Wéhle dann z,, 11 < x,, , so dass x,41 # @, und @, 41 #
0. Dann ist (z, |[n €IN) eine unendliche absteigende Folge in B:

Tog>T1>Tog > ...

Das ist ein Widerspruch, da B endlich ist. ged

Setze A={a € B|B ist ein Atom in B}. Definiere f: B— Pot(A) durch
f(x)={acAla<x}.

Wir zeigen die behaupteten Eigenschaften fiir f.
(2) Seien a,be B Atome in B mit a-b+0. Dann ist a=b.
Beweis: Sei x=a-b+0.

z-a=(a-b)-a=(b-a)-a=b-(a-a)=b-a=a-b==x

und daher ist z <a. Da a ein Atom ist, ist x =a. Ebenso ist x =50 und a =b.

(3) f ist injektiv.

Beweis: Betrachte x, y € B, x # y. Dann ist £ y oder y £ z. Ohne Einschrin-
kung der Allgemeinheit sei x £ y. Nach der Definition von < ist dann z- (—y)#
0. Nach (1) wéhle ein Atom a € A mit a<z-(—y).

0 =a(=(z-(=9))

= a-((=2)+(=(=v)))
a-((=)+y)
= (a-(=2))+(a-y).

Daraus folgt: a-(—x)=0 und a <z. Weiter ist a-y =0 und
a-(—y)=0+(a-(—y))=(a-y)+(a-(—y))=a (y+(—y))=a-1=a#0.

Daher ist a £ y. Nach Definition von f ist a € f(z) und a ¢ f(y). Damit ist
F@)# 1(y). qed

(4) f ist surjektiv.

Beweis: Betrachte X € Pot(A). Sei X ={aq,...a,_1}. Definiere

r=ap+ai+...+a,—1€B.

Wir zeigen, dass f(x) = X. Diese Mengengleichheit weisen wir durch zwei Inklu-
sionen nach.
Betrachte a € f(z) ={a€ Ala<x}. Dann ist

al<r=ap+a1+...+a,_1

und

a=a-r=a-(ap+a1+...+an-1)=(a-ap) +...+ (a-an_1).
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Da a+ 0, wahle ein ¢ <n mit a-a;# 0. Nach (2) ist dann a=aq; und a € X.
Andererseits sei a =a; € X. Nach (2) ist dann

a-r=a-(ag+a1+...+ap_1)=(a-ap)+...+(a-an,_1)=a

und a <z. Damit ist a € f(z). O

Aufgabe 2.1. Beweisen Sie die Teile b)-d) des Satzes.



Kapitel 3
Strukturen

3.1 Signaturen

Wir haben eine Fiille von Strukturen kennengelernt: die Zahlsysteme N, Z, Q, R
und C; Korper und Vektorrdume; Ordnungsstrukturen, Verbinde und Boolesche
Algebren. Wir wollen den allgemeinen Strukturbegriff, den wir im ersten Semester
eingefiithrt hatten, weiterentwickeln.

Gemeinsames Merkmal von Strukturen ist das Vorhandensein von Trdger-
mengen auf denen Relationen oder Funktionen wirken. Ein K-Vektorraum V
setzt sich aus dem Korper K mit seiner Tragermenge und den zugehorigen Korpe-
roperationen sowie einer Menge V' von Vektoren zusammen. Die Vektoropera-
tionen haben Skalare aus K oder Vektoren als Argumente:

K
K { fe
vl

V:

Die Relationen und Funktionen einer Struktur konnen sich wie die Skalarmultipli-
kation auf verschiedene Tragermengen beziehen und konnen verschiedene Stellen-
zahlen haben. Zur Organisation des Systems von Tragermengen und Relationen
und Funktionen fiihren wir allgemein Signaturen ein. Eine Signatur liefert Sym-
bole zur Referenzierung verschiedener Strukturkomponenten und fixiert die Stel-
lenzahlen von Relationen und Funktionen.

Definition 3.1. Fin 5-Tupel 0 = (S, F, R, K, fct) ist eine Signatur, wenn

a) S, F, R, K sind paarweise disjunkte Mengen von Sorten, Funktionssym-
bolen, Relationssymbolen bzw. Konstantensymbolen;

b) fct ist eine auf F U R U K definierte Funktion, die als Funktionalitdt
bezeichnet wird;

c¢) fir alle f € F gibt es ein n € N mit fct(f) e S,

d) fir alle r € R gibt es ein n € N mit fct(r) € S™;

e) fir alle k € K ist fct(k) € S.
Bemerkung 3.2. Die Sorten entsprechen den verschiedenen Tragermengen von
Strukturen. Die Funktion fct legt die Typen der Symbole fest. Wenn f € F' ein
Funktionssymbol ist und fct(f) = (so, ..., Sn—1, Sn), so bedeutet das, dass f n-stellig

ist, seine Argumente aus den mit den Sorten sg, ..., s,_1 bezeichneten Trager-
mengen bezieht und einen Wert in der mit s,, bezeichneten Tragermenge liefert.

20
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K-Vektorraume V = (V4 ,-,0) kann man folgendermafien durch eine Signatur
ovr erfassen:
Sortenmenge

S = {Vektor, Skalar};

als Operationen liegen Korperoperationen + und - , die Vektoraddition +y
und die Skalarmultiplikation -y vor:

F={+k, k,+v, v}
Relationen liegen nicht vor:
R=0;
es gibt die Korperkonstanten Ox und 1lg und den Nullvektor Oy:
K ={0k, 1k, Oy}
Die Funktionalitat der verschiedenen Symbole in FF'U RU K ist:
fet(+x) = (Skalar, Skalar, Skalar)

fet(-x) = (Skalar, Skalar, Skalar)
fet(+v) = (Vektor, Vektor, Vektor)
fet(-v) = (Skalar, Vektor, Vektor)
fct(0x) = Skalar
fet(lkx) = Skalar
fct(0y) = Vektor.

Das bedeutet zum Beispiel, dass +x eine Operation beschreibt, die von K? nach
K geht, dass -y von KK x V nach V geht, und dass Oy ein Element von V ist.
Damit ist

OVR = ({Vektor, Skalar}, { +K, K, TV, 'V }, @, {O]K, 1]K7 Ov}, fCt).

Die Funktionalitdten von Funktionssymbolen werden auch folgendermafien
geschrieben:

fet(+yv) = (Vektor, Vektor) Vektor
fet(+y) = (Skalar, Vektor) Vektor.

Derartige Konstrukte finden sich auch in Programmiersprachen. Eine Signatur
entspricht der Klassendeklaration in einer Programmiersprache wie C++. Wenn
man Vektorrdume als Klasse einfithren mochte, wiirde man unter der Annahme,
dass die Datentypen vektor und skalar vorliegen, etwa schreiben:

class Vektorraum

{

public:

vektor Vektoraddition(vektor,vektor);
vektor Skalarmultiplikation(skalar,vektor);
vektor Nullvektor();
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};

3.2 Strukturen

Eine Signatur kann durch Strukturen interpretiert werden. In einer Struktur
werden den Symbolen entsprechende Strukturkomponenten zugeordnet.

Definition 3.3. Sei 0 = (S, F, R, K, fct) eine Signatur. Eine Struktur mit
Signatur oder eine o-Struktur ist ein Tupel

A= ((AS)SES7 (fA)f€F7 (TA>7’ER7 (kA)keK)

mit den Eigenschaften:
a) firseS ist As#0; jedes A ist eine Tragermenge der Struktur;
b) fir f€F mit fct(f)=(S0,-.., Sn_1, Sn) ist [ eine Funktion:
JA AL XX A, — Ay

¢) fiir r € R mit fct(r) = (s, ..., 5,_1) ist r* eine Relation:

rAC A X...x A

d) fir ke K mit fct(k)=s ist k* eine Konstante:
kAe A,.

Die Struktur 2 kann als Zuordnung von Symbolen zu (mathematischen) Objekten
geeigneten Typs aufgefasst werden:

s Ay, frfA r—rt ke kA

Im Fall der oben diskutierten Vektorraume kann ein gewohnlicher Vektorraum als
Struktur mit der Signatur
ovr = ({Vektor, Skalar}, { +sk, sk, +vi, vk }, 0, {Osk, 1sk, Ovi}, fet)

aufgefasst werden; der 2-dimensionale R-Vektorraum R? wire in dieser Formatie-
rung:

RQ:({R27R}7{+R7 ']R7+IR27']R2 }7®7 {07 ]-7 ( 8 )}

Formulierungen dieser Art enthalten in der Regel viele redundante Elemente,
daher werden sie etwa verkiirzt zu dem bekannten

R2:<R2,+R27'R27(8)}.

Da der Skalarkorper R fixiert ist, werden seine Komponenten unterdriickt; auch
die leere Menge der Relationen braucht iiblicherweise nicht angegeben zu werden.
Weiterhin  wird eine Struktur héufig durch (eine) ihre(r) Tragermengen
bezeichnet.
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Dennoch sollte man sich bewusst sein, dass die iiblichen Abkiirzungsschreib-
weisen bei Bedarf zu vollstandigen, eindeutigen Formulierungen ausgedehnt
werden konnen.

Aufgabe 3.1. Definieren Sie eine Signatur oty der Arithmetik, die fiir verschiedene Zahl-
systeme wie N, @, R mit Addition und Multiplikation addquat ist. Stellen Sie die Zahlbe-
reiche als Strukturen mit dieser Signatur dar.

Aufgabe 3.2. Definieren Sie Signaturen fiir Booleschen Algebren entsprechend der zwei
alternativen Definitionen von Boolescher Algebra und stellen Sie die Potenzmengenalgebra
P(A) als Strukturen zu diesen Signaturen dar.

3.3 Substrukturen

Zu einer gegebenen Signatur o gibt es eine Fiille von o-Strukturen. In der
Linearen Algebra hatten wir etwa eine grofie Vielfalt von Vektorraumen kennenge-
lernt. Eine Aufgabe der Theorie ist es, durch Klassifizierungen einen Uberblick
iiber die Klasse aller Moglichkeiten zu erlangen. Bei Vektorraumen waren hierzu
Begriffe wie Unterraum und lineare Abbildung eingefithrt worden. Wir wollen der-
artige Definitionen ganz allgemein studieren:

Definition 3.4. Sei 0= (S, F,R, K, fct) eine Signatur und seien
A= ((As)ses, () rers r)rer, (K )rek)
und
B = ((Bs)ses, (f7)rer, (P)rer, (K7)rek)
o-Strukturen. Dann ist A Substruktur oder Unterstruktur von 8B, wenn:
a) firsesS ist As C Bg;
b) fir f€F mit fct(f) = (S0, Sn—1,5n) und ag€ Agy, ..., an_1 € As,_, ist
fAlag,...,an—1) = fB(ag,...,an_1);
¢) firreR mit fct(r) = (so,..., Sn—1) und ag € Ay, ..., an_1 € As, , ist
r(ag, ..., an_1) gdw. r8(ag, ..., an_1);
d) fir ke K mit fct(k)=s ist
kA =EB.
Man schreibt dann auch A C*B.

Eine Substruktur wird durch FEinschrinkung der Tréagermengen gegeben; die
iibrigen Komponenten der Struktur werden entsprechend eingeschriankt. Ein
Untervektorraum U eines K-Vektorraums V' ist eine Substruktur im Sinne dieser
Definition:

UZ({U7K}7{+IK7']K7+U7'U }7(2)7 {OIK71]K70U}) g
V= ({VvK}a { +1K ) 'K +V 'V }7 ®7 {O]K7 1]K7 OV})
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3.4 Homomorphismen

Im Mittelpunkt der Linearen Algebra steht das Studium der linearen Abbil-
dungen. Dieses sind Abbildungen zwischen den Tragermengen der Vektoren, die
mit beiden Strukturen vertréglich sind. Wir formulieren allgemein:

Definition 3.5. Sei 0= (5, F, R, K, fct) eine Signatur und seien
A= ((As)ses, () rers r)rer, (K )rek)

und
B = ((Bs)ses, (fP)rer, (rP)rer, (KP)kek)

o-Strukturen. Sei s €S, so dass fir alle s'€ S\ {s} gilt: Asy= By . Fir eine Abbil-
dung h: As— Bs und t € S definiere

h, firt=s
Idy,, firt+s

Dann ist h: A;— B, ein s-Homomorphismus von 2 nach 8, wenn:
a) fir feF mit fet(f)=(S0,-.., Sn—1, Sn) und ag € Asgy ..., ap—1 € A
fB(hsy(ag), ..., hs, _(an_1))=hs, (fao,...,an_1));

b) fir re R mit fct(r) = (so,..., Sn—1) und ag € Asgy ..., an_1 € As, _, ist

htIAtﬁBt,ht:{

15t

Sn—1

rB(hsy(ag), ..., hs, _(an_1)) gdw. 7*(ag, ..., an_1);
c) fir ke K mit fet(k)=sq ist
kB = hg (k?).
Man schreibt dann auch h: A —sB oder einfacher h: A —B.

Beispiel 3.6. Sei
ovr = ({Vektor, Skalar}, { +sk, -sk, +vi s vk }+ 0, {Osk, Lk, Ovi }, fet)
die Signatur der Vektorraume und seien
U={U,K}{+k,x,+v, v} 0, {0k, 1k, 0v})
und
V=({V, K} {+Kk, &, +v,v}0 {0k 1k, 0v})

K-Vektorraume. Eine Abbildung h: U — V ist genau dann ein Vektor-Homomor-
phismus, wenn h eine lineare Abbildung von K-Vektorraumen ist. Es gilt Avektor =
h und hggaar = Idg . Die Homomorphismuseigenschaft fiir das Skalarprodukt eines
Skalars A € K und eines Vektors u € U bedeutet:

% (hSkalar()\), hVektor(u)) = h\/'ektor( U ()\, U))
Dies kann dquivalent zur multiplikativen Linearitat von h umgeformt werden:
v (A h(u) = h(u(A u))
Avh(u) = h(Apu)
A-h(u) = h(X-u).
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Wir fiihren Begriffe zur Beschreibung von Homomorphismen ein:

Definition 3.7. Sei h: A —, B ein s-Homomorphismus zwischen o-Strukturen 2
und B. Dann ist h eine Abbildung h: Ay — B, zwischen den Tragermengen Ay und
B,. Wir definieren:

a) h ist ein Monomorphismus, wenn h injektiv ist;

b) h ist ein Epimorphismus, wenn h surjektiv ist;

c¢) h ist ein Isomorphismus, wenn h bijektiv ist;

d) h ist ein Endomorphismus, wenn A;= B;

e) h ist ein Automorphismus, wenn h bijektiv und As= By ist.



Kapitel 4
Sprachen

Formale Sprache dienen dazu, Aussagen iiber Strukturen einer vorgegebenen
Signatur zu machen. Die Aussage VaVy: = + y = y + = besagt zum Beispiel, dass
die Addition (in Strukturen geeigneter Signatur) kommutativ ist. Eine Signatur
stellt bereits Mengen von Symbolen zur Verfiigung, die bei der Bildung von Aus-
sagen der Sprache verwendet werden konnen. Diese Symbole werden durch wei-
tere Symbole in logische Zusammenhange gestellt. Die formale Sprache wird
durch ihre Signatur bestimmt. Die formalen Aspekte der Sprache bezeichnet man
als Syntaxr. Die Interpretation einer Sprache in Strukturen ist Anliegen der
Semantik.

4.1 Syntax
Definition 4.1. Sei 0 = (5, F, R, K, fct) eine Signatur. Die zu o gehdrige
Sprache L besteht aus mehreren Komponenten:
a) Variable: fiir jede Sorte s €S gibt es Variablen v§,vi,...;
b) Symbole: die Symbolmenge A° der Sprache L7 ist
A°=FURUKU{v; |seS,neN}yU{(,),”,” ,=,—,A,V,—, < ¥V, 3}
c) Terme: Die Menge T° der o-Terme wird rekursiv definiert. Jedem Term t
wird auferdem ein Typ 7(t) €S zugeordnet:
i. alle Variablen vy, sind Terme vom Typ 7(v;) =s;
it. alle Konstantensymbole k € K sind Terme vom Typ 7(k)=fct(k);
1i. fur alle n-stelligen Funktionssymbole f € F' mit der Funktionalitdt
fet(f)=(s0,.-, Sn—1, Sn)
und Terme to, ..., t,—1 mit T(to) = Sgy ..., T(tn_1) = Sp_1 it
f(to, ..., tn_1)
ein Term mit 7(f(to,...,tn—1)) = Sn .

d) Relationale Aussagen: fir eine Sorte s € S und Terme ty, t; € T mit
T(to) = T(tl) =s ist

o=t

26
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eine relationale Aussage; und fir alle n-stelligen Relationssymbole r € R
mit der Funktionalitat

fet(r) = (so, .-, Sn—1)
und Terme to, ..., tn—1 mit T(to) = Sg, ..., T(tn—1) = Sp—1 st
7(ty vy tn—1)
eine relationale Aussage.
e) Aussagen: Die Menge Aus? der Sprache L wird rekursiv definiert:
1. jede relationale Aussage ist eine Aussage;
it. wenn @ eine Aussage ist, so ist auch = (,,nicht ¢”) eine Aussage;

15 wenn @ und ¥ Aussagen sind, so sind auch

(pAY) o und Y7

(e V) ¢ oder 7
(p— 1) L@ impliziert ”
(=) ,,p ist dquivalent zu "

Aussagen;
. wenn @ eine Aussage ist und v;, eine Variable, so sind auch

Yug o fur alle vy gilt ©”
g ,,es gibt ein vy mit 7

Aussagen.
Beispiel 4.2. Die Sprache der Vektorraume. Wir wenden die Definition an und
fiilhren verschiedene abkiirzende Schreibweisen ein. Sei
ovre = ({Vektor, Skalar}, { +sk, sk, +vi, vk }+ 0, {Osk, Lsk, Ovi}, fct)
= (Vektor, Skalar; +sxk, sk , +vk , “vk , Osk, sk, Oy, fct)
die Signatur der Vektorraume. Dann hat man:

—  Variablen: vyt und v5¥12" die {iblicherweise durch besondere Buchstaben
x, Yy, z, ... fir Vektor-Variablen und A, p, v, ... fiir Skalar-Variablen
bezeichnet werden;

—  Terme: +sk (A, 1), sk (A, 1), +vi (z, v), vk (A, ) und komplexere Terme
der Gestalt

vk (v (A, @), vic (1, y)-

Die Terme sind in ublichen arithmetischen Infix-Schreibweisen mit Klam-
mersetzung besser zu verstehen: A +gk i, A g i, ... und

(A viw) +vic (v y).
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Da die Variablen den Typ der auf sie anwendbaren Funktionen bestimmen,
lasst sich ableiten, ob an bestimmten Stellen des Terms g, oder -y
stehen muss. Daher kann man die Indizes Sk oder Vk in der Regel fort-
lassen:

(A-2)+ (p-y).

Mit Konventionen wie ,,Punktrechnung geht vor Strichrechnung” kann
man weiterhin Klammern um die Skalar-Multiplikationen fortlassen.
Aulerdem wird der Mal-Punkt - gern eliminiert:

AT+ py.

Relationale Aussagen: Als relationales Symbol liegt nur das Gleichheitszei-
chen = vor, daher kommen nur Aussagen der Art

vk (v (A, ), vic (1, y)) = O
in Frage, die selbstverstandlich vertrauter als
Az + py=0

geschrieben werden. Man beachte, dass die Konstante 0 auf der rechten
Seite vom Typ Vektor sein muss, da die linke Seite der Gleichung diesen
Typ hat. Daher konnen wir einfach 0 statt Oyy schreiben.

Aussagen: Die Vektorraum-Axiome sind eine endliche Menge von Aus-
sagen, die fiir alle Vektorraume gefordert werden. In der formalen Sprache
lautet eines der Assoziativgesetze:

vvgkalarvvlskalarvv(\)/ektor Vi (,ngalar’ VK <U§kalar7 U(\]/ektor))

Skalar , Skalar
, U1 )

= vk ( Sk ('UO Vektor)'

, Vo

Unter der Benutzung obiger Konventionen wird hieraus:
VAVUVZ A - (p-z) = (A - p) - .

Assoziativgesetze erlauben anschliefend das Fortlassen weiterer Klammern,
da sie gerade die Unabhéangigkeit von Werten von der Klammersetzung
zum Inhalt haben. Manchmal deutet man die Typen der Variablen durch
zusatzliche mengentheoretische Formulierungen an. Fiir einen IK-Vektor-
raum V schreibt man das Assoziativgesetz auch als:

VAEKVueKVzeVA-(u-x)=(A-p)- .

Bemerkung 4.3. In der Informatik besteht die stiandige Notwendigkeit,
addquate Sprachen zu definieren. In der verbreiteten BACKUS-NAUR-Form (BNF)
lasst sich die obige Sprache folgendermaflen beschreiben:

Variablen: Vo o= neN,ses
Terme: T = VI]f(Vo...,Vao1) feF
Relationale Aussagen: RA ::= To=T | r(To,....Tn-1) rekR
Aussagen: A = RA|-A|(AoNA)|(AoV Ay) ]|

| (Ao — A1) | (Ao Ay)
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Allerdings werden hier Details wie die Beachtung von Typen bei der Bildung von
Termen und Aussagen unterdriickt. Durch die BNF-Definition der formalen
Sprache L7 wird die Ahnlichkeit zu Programmiersprachen betont.

4.2 Semantik

Mit der Sprache L7 kann man Eigenschaften von o-Strukturen formulieren. Durch
Interpretation der Elemente der Sprache in einer o-Struktur kann man {iber-
priifen, ob die Struktur die Eigenschaft erfiillt. Die Definition erfolgt rekursiv
iiber den Aufbau der formalen Sprache. Neben den Symbolen aus ¢ benutzt die
formale Sprache auch Variablen fiir Elemente der Tragermengen. Die Variablen
werden interpretiert, indem sie mit Werten aus den Tragermengen belegt werden.

Definition 4.4. Sei o = (S, F, R, K, fct) eine Signatur mit zugehdoriger Sprache
Le. Sei

A= ((As)s€5'7 (fA)fEFa (TA)TGRa (kA)kEK)

eine o-Struktur. Die Interpretation von L° in A wird schrittweise definiert:
—  FEine Belegung in 2 ist eine Funktion

B:{vi IneN,seSt—| J As,

ses

so dass fir alle n € N und s € S gilt f(v;)) € As. Die Belequng interpretiert
also Variablen entsprechend threm Typ.

Es ist manchmal wichtig, den Wert einer Belegung (3 an einer Variablen
v zu einem gegebenen a € Ay zu modifizieren. Definiere dazu eine modifi-
zierte Belegung

a
—:{vi IneN,seS}t— A,
g {unIneN, se st~

n sES

durch
ﬁi( S):{ B(vs), falls vi+ v

!
a, falls vy, =wv,,

—  Ein o-Modell ist ein geordnetes Paar I = (A, B) aus einer o-Struktur A
und einer Belegung 3 in A. Fir die weiteren Definitionen sei ein Modell

M= (A, 5) fiziert.

—  Fir eine Term t € T der Sprache L° definiere die Interpretation 90(t)
im Modell 9 durch Rekursion tiber den Aufbau von t:

i. fir eine Variable vy, ist M(vy) = B(v5);

i. fiir ein Konstantensymbol k € K ist M (k) = k4;
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1i. fur ein n-stelliges Funktionssymbol f € F und Terme to, ..., t, 1 €T
151

M(f(to, ... tn1)) = fAM(to), ..., M(tn_1)).

—  Fir eine Aussage @ € L? definiere, dass 9 ein Modell von ¢ ist, ME p,
durch Rekursion tiber den Aufbau von ¢:

1. fir Terme tog,t1 €T setze
MELy=11 gdw. M(ty) =M(ty);
1. fir ein n-stelliges Relationssymbol r € R und Terme to, ..., t,—1 €T°
setze
MET(to, ..., tn—1) gdw. T2 (M(to),..., M(t,_1));

1. ME - gdw. nicht ME p;

iv. ME (A1) gdw. ME ¢ und IME Y,

v. ME (pV ) gdw. ME @ oder ME ;

vi. ME(p—1) gdw. ME ¢ tmpliziert ME ),
vit. ME (p— 1) gdw. ME ¢ ist dquivalent zu IMEY;
viti. MEYVE @ gdw. fiir alle a € A, gilt Sﬁ% = (M, 5%) E o,

iw. ME vy, ¢ gdw. es ewistiert ein a € A, mit M—= (M, ) F ¢
Man sagt auch M erfillt ¢ oder ¢ gilt in M fir ME .

Bemerkung 4.5. Bei den Definitionen wird benutzt, dass Terme und Aussagen
der Sprache eindeutig lesbar sind, d.h. fiir jeden Term gibt es genau eine Weise,
wie er in konstituierende Teilterme zerfallt; die Interpretation des Terms wird
dann aus den Interpretationen dieser Teilterme zusammengesetzt. Entsprechendes
gilt fiir Aussagen. Formale Sprachen sind so zu konstruieren, dass eindeutige Les-
barkeit gegeben ist. Programme und ihre Konstituenten sollen eindeutig lesbar
sein, andernfalls gibe es Probleme mit der Determiniertheit von Ubersetzungen
und Programmausfiithrungen.

Beispiel 4.6. Die Definition von Term-Interpretationen und Modell-Beziehung
stimmen mit dem bisherigen informellen Gebrauch iiberein. Dies liegt an den
naheliegenden Definitionen fiir aussagenlogische Verkniipfungen und dem natiirli-
chen Zusammenspiel der verschiedenen Definitionen.

Es sei beispielsweise

ovr = (Vk, Sk; 45k, 'sk, +vik s 'vk, Ok, Lsk, Ovi, fct)
die Signatur der Vektorraume und
0 = (V7K7 +]K ) 'K +V 'V 7O]K7 1IK70V)

ein Vektorraum mit Skalarkorper IK. Dann ist
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gdw.

gdw.

gdw.

gdw.

gdw.

gdw.

gdw.

VEVAVZVyA- (x+y)=A-z+ Ay
B = Voo Vol v vic (08K +vic v ) = vfE vy v v§E vy

fiir alle a € K gilt:
a Vi, Vk, Sk Vk Vky_ Sk Vk Sk Vk
mUSk FYug Vo ug vk (V0 Hvikvr ) = U6 vk Vo - VK UG vk U1
0

fiir alle a € K gilt: fiir alle b eV gilt:

a b
Vg e F V0 0 v (0™ Fvicot™) = 05 viced ™ Fvic o5 vicor’™
0 Yo
fiir alle a € K gilt: fiir alle be V gilt: fiir alle ce V gilt:
a b c
% VR VK 5 vic (00 Fvic) ™) =05 vicvd S i v8 vicer
Vo Yo U1
fiir alle a € K gilt: fiir alle be V gilt: fiir alle ce V gilt:

W a b ¢ Sk Vk Vk a b c Sk Vk Sk Vk
__—(Uo 'Vk(vo +vk V1 ))*Qj———(vo “Vk Vo +tVk U5 Vk U1 )
Sk , Vk , Vk Sk ,,Vk , Vk
v vy Uy Vo Vo U1

fiir alle a € K gilt: fiir alle b€ V gilt: fiir alle ce V gilt:

a b ¢, g a b ¢, vk a b ¢, vk
Vet () v (B2 C () 4 B0 (0}¥)) =
oK oYK oY WEF oy oYK WEF oy K oYK
a b ¢, g a b ¢, vk a b ¢, g a b ¢, vx
= V-G L (05%) v Ve (0 Ve (1) - Vi (0 ¥)
uEF oy K oYK oEF oy K oYK uSF oy K oYK oSF oy K oYK

fiir alle a € K und alle b,c €V gilt:
a-y (b —l—vc) =a-yb+vya-yc.

4.3 Allgemeingiiltige Aussagen

Es gibt enge Zusammenhange zwischen der syntaktischen Form von Aussagen und
ihrer Giiltigkeit in Modellen. Tatséchlich lassen sich Beweise vollkommen formal
auf der Ebene der Syntax fithren. Wir beginnen mit einfachen Uberlegungen:

Definition 4.7. Sei o eine Signatur und ¢ € L? eine Aussage.

a) ¢ ist allgemeingdiltig, wenn jedes o-Modell ein Modell von ¢ ist;

b) ¢ ist erfullbar, wenn es ein o-Modell von ¢ gibt.

Satz 4.8. Folgende Aussagen sind allgemeingiiltig fir alle Terme t,tg, t1,to € T
und alle Aussagen @, ¥, x € L°.

)

b

d

)
c)
)

=t
toztl —>t1:t0)

t
(
((toztl/\tlztz)ﬁtoztg)
(

o= (V= (A7)
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e

f

g
h

(e AY) = p) und ((p AY)— 1)
p—(pV)) und (¥ — (p V1))
(e—=x)—=((¥—=x)—= ((pVY)—X)))

) (
) (
) (
) (5=~ =10) = ¢)

Beweis. Betrachte ein o-Modell 9t = (2, 3).

b) Angenommen M F ¢ty =t; . Dann ist M(ty) = M(t1). Wegen der Symmetrie der
Gleichheit ist M(t1) = M(ty). Also ist M =t =1ty . Danach gilt: M E ¢, = ¢, impli-
ziert m':tlzto, und m':(t(]:tlﬁtlzto)

h) Angenommen I E (=p — —wy = vy). Angenommen I E . Dann ist M F -
vy = vo. Also ist B(vg) # B(vo), Widerspruch. Danach ist 9t F = nicht mdoglich,
und wir erhalten 9tF . Danach gilt: M E (—p — —wg = vy) impliziert M E ¢, und
ME ((mp— —wy=1v9) — ). O

Man beachte, dass dieser Satz iiber die Allgemeingiiltigkeit von Aussagen nur
die syntaktische Gestalt der Aussagen betrachtet, unabhéingig von der Bedeutung
von ty oder ¢. Die bewiesenen Allgemeingiiltigkeiten entsprechen auch Schritten
in (detaillierten) Beweisen. Man kann z.B. d) lesen als: wenn ¢ bewiesen ist und
W bewiesen ist, dann kann man (@ A1) beweisen. In diesem Sinne entsprechen e)-
h) den Beweismethoden durch Konjunktionselimination, Disjunktion, Fallunter-
scheidung bzw. Widerspruch. Diese Beweismethoden erscheinen auch in den for-
malen Beweisen des nachsten Kapitels.



Kapitel 5
Aussagenlogische formale Beweise

In ausfiihrlichen Beweisen besitzen viele Beweisschritte einen formalen, rechneri-
schen Charakter. Der Schritt von den Voraussetzungen ¢ und 1 zu der Konjunk-
tion (¢ A ) ist vollkommen unabhéngig von der Bedeutung von ¢ und %; die
Schlussfolgerung (¢ A ) lasst sich durch syntaktisches Operieren mit den Zeichen-
reihen ¢ und ¢ bilden. Dies motiviert die Erwartung, dass ein vollkommen aus-
fithrlicher Beweis aus einer Folge von Aussagen besteht, die sich jeweils aus
fritheren Aussagen mit Hilfe syntaktischer Rechenoperationen ergeben.

Wir wollen dieses fiir den aussagenlogischen Teil unserer Logik demonstrieren.
Wir definieren formale Beweise als Texte bestimmter Gestalt. Die Grammatik
eines korrekten Beweises ist so einfach, dass sie automatisch auf Richtigkeit
gepriift werden kann (proof checking). Das vorgestellte System entspricht der
Software tutch (tutorial proof checker), die im Internet erhéltlich ist:
http://www.tcs.informatik.uni-muenchen.de/~abel/tutch/

Wir betrachten ein Beispiel, in dem die Tautologie (= allgemeingiiltige Aus-
sage) ((¢ A (p— 1)) — 1) bewiesen wird:

Behauptung: (modus ponens) ((¢ A (@— 1)) — 1)
Beweis:

(P A (p—1));

2

(o—1);

Yl;

(A (=) =)
qed

Dieser Beweis besteht aus einer Abfolge von Aussagen, die durch Trennzeichen
(: [ ;]) und Schliisselworter (Behauptung, Beweis, qed) strukturiert ist. In dem
eigentlichen Argument werden Aussagen aus fritheren Aussagen nach bestimmten
Regeln generiert. Z.B. ergeben sich die Aussagen ¢ und (¢ A ) durch Elimina-
tion der Konjunktion A aus der Aussage (¢ A (¢ —1)).

Der Beweis enthélt weiterhin einen Rahmen (frame)

(e A (e—=1)); ;5 (0 —1); ).

Die erste Aussage (¢ A (¢ — 1)) nach Offnen des Rahmens durch [ ist die
Annahme des Rahmens; die weiteren Aussagen ergeben sich aus dieser Annahme
(und eventuellen fritheren Annahmen) auf Grund der Ableitungsregeln. Nach
SchlieBen des Rahmens durch das Symbol | kann aus diesem Rahmen die Tmplika-
tion

(A (p—1)) =)

33
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geschlossen werden. Allgemeiner gilt: aus dem Rahmen
[0 15 -5 pr—1]
kann auf
(¢0— @r—1)

geschlossen werden.

Dariiber hinaus konnen weitere Regeln zur Gewinnung von Aussagen ange-
wendet werden, mit denen aussagenlogische Verkniipfungen eingefiithrt oder elimi-
niert werden. In dem Beispiel wurde aus den Aussagen ¢ und (¢ — ) auf
geschlossen.

5.1 Mathematische Texte

Definition 5.1. Sei o eine Signatur mit zugehoriger Sprache L°.

a) Fine Zeichenreihe z ist eine (Beweis-)Zeile, wenn es eine Aussage p € L°
gibt mit

2= oder z={[p oder z= .

[ bezeichnet die Einfihrung der Annahme ¢ und kann als ,,angenommen
¢’ gelesen werden; ¢| bezeichnet den Abschluss eines Rahmens zum Beweis
von @ und kann als ,,also ¢’ gelesen werden.

b) Ein (Beweis-)Text ist eine endliche Folge 2, ..., Zm—1 von Beweis-Zeilen.

c) Zu einem Text 2, ..., zm—1 definiere rekursiv eine Folge k(0), k(1), ..., k(m —
1) von Zeigern auf den Anfang des jeweilig aktiven Rahmens:
k(0)=—1;
seien k(0), ..., k(i) definiert und i+1<m —1; dann sei

k(i), falls zz=p € L
E(i+1)=1< i, falls zi= ¢
k(k(i)), falls z;= @]

Der Text 2y, ..., zZm—1 ist wohlstrukturiert, wenn die Folge k(0), k(1), ...,
k(m — 1) definiert ist; die Folge ist genau dann nicht definiert, wenn es ein
zi = | gibt mit k(i) = — 1, d.h., wenn | erscheint, ohne dass ein Rahmen
geoffnet ist.

d) Zu einem wohlstrukturierten Text zo, ..., zm—1 definiere rekursiv die Folge
Vo, Vi, ..oy Vin_1 der lokalen Voraussetzungen:
Vo=0;

seien Vo, ..., V; definiert und 1 +1<m —1; dann sei

Viu{z}, falls zz= @ € L°
Viei=< Viu{e}, falls zi=[p
Vi) UL(Y — )}, falls zi= @] und 2,y = [



5.2 FORMALE BEWEISE MIT A, — UND 35

Wir demonstrieren diese Definitionen an dem Text

0: [
L [y
2: ¢
3 (Y=o
4 (p=(W—9))
in dem die Tautologie (¢ — (¥ — ¢)) bewiesen wird:
0: [¢ -1 0
L[4 0 {v}
2: ] 1 {v, 0}
3 (Y=o 0 {v,(v—9)}
4 (p=W—=9) -1 A{le=(—9)}

5.2 Formale Beweise mit A, — und <

In einem formalen Beweis wird aus den Voraussetzungen V; mit Hilfe von
Schlussregeln die nachste Zeile z; gebildet. Wir diskutieren verschiedene Schlussre-
geln und entsprechend gebildete Beweise.
Schlussregeln werden in der Form
X0 X1 ..o Xr—1
(G

notiert: aus den Voraussetzungen xo, X1, ..., Xr—1 kann auf ¢ geschlossen werden.
Dieses Schlieflen ist zunachst rein formal. Wir werden aber nur solche Regeln
betrachten, die dem iiblichen logischen Schlielen entsprechen. Die Regeln dienen
zur Einfiihrung oder Elimination von logischen Symbolen in Aussagen. Wir
betrachten zunachst Regeln, die die aussagenlogischen Verkniipfungen A und —
betreffen.

N -Regeln:
tutch — Bezeichnung
A-Einftihrung: AT L AndI
(e A1)
A-Elimination: A FE (¢ 2 ¥) AndEL
A-Elimination: AFE (¢ ;\} ¥) AndER

— -Regeln:

tutch — Bezeichnung
g ¢ le=v)
(&

— -Elimination: ImpI

+— -Regel:
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Die Aussage (¢ < 1) wird als Abkiirzung fir ((p — ) A (¢ — ¢)) benutzt.
Damit wird « durch die Regeln fiir A und — erfasst.

Definition 5.2. Sei Ry, ..., R,_1 eine Liste von Regeln. Ein Beweis-Text z, ..
Zm—1 ist ein (formaler) Beweis entsprechend den Regeln Ry, ..., R,_1 wenn:

*)

@) 20y ..s Zm—1 1St wohlstrukturiert; es seien k(0), ..., k(m — 1) und Vy, ..., Vi1
die entsprechenden Zeiger und Voraussetzungsmengen;
b) fir alle Beweis-Zeilen z; = ; oder z; = ] mit ¢; € L ist b, € V;
(,,Kopieren einer Voraussetzung”), oder es gibt eine Regel
X0 X1 ..o Xr—1
(0

aus der Liste der Regeln und Aussagen @, ..., pr_1€V;, so dass sich ¥; aus
00y -y 0r—1 mat Hilfe der Regel ergibt.

Der Beweis ist ein Bewetis der Aussage v, wenn ) = z,,_1 die letzte Zeile des
Beweises ist und k(m —1)=—1.

Wir betrachten Beispiele von formalen Beweisen entsprechend den bisher ein-
gefiihrten Regeln und Versionen der gleichen Beweise im System tutch.

1. Ein formaler Beweis der Tautologie (¢ — (¢ — ¢)):

1z Kommentar

0: [¢ Einfiihrung einer Annahme

1: [¢ Einfiihrung einer Annahme

2: ] Kopieren einer Voraussetzung
3 (Yv— )] Kopieren einer Voraussetzung

4: (¢—(v»— ¢)) Kopieren einer Voraussetzung

Dieser Text wird, abgesehen von einfachen Formatierungskonventionen, vom
System tutch akzeptiert und mit den den benutzten Ableitungsregeln erginzt.
Als Eingabe verwenden wir die Datei Implikationl.tut

proof Implikationl: (Phi => (Psi => Phi)) =
begin

[Phi;

[Psi;

Phi];

(Psi => Phi)];

(Phi => (Psi => Phi))

end;

Shell session inside TeXmacs
shell] cd V/Logik_und_diskrete_Strukturen/tutch
shell] tutch

TUTCH 0.52 beta, $Date: 2002/10/24 19:25:49 $
Usage: tutch [options] files
Options:
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-r file Checks files against requirements in ’file’
-q | -Q Be quiet | really quiet
-v | -V Be verbose | maximum verbose
-h Print this help message
Default extensions:
.tut for proof files
.req for requirement files
Any file without extension will be given the proper extension
automatically.
If no files are given, but a requirements file ’file[.req]’ is
specified,
’file.tut’ will be checked against ’file.req’.
Warning: This command DOES NOT SUBMIT your files!

shell] tutch -V Implikationl

TUTCH 0.52 beta, $Date: 2002/10/24 19:25:49 §
[Opening file Implikationl.tut]

Proving Implikationl: Phi => Psi => Phi ... (classically)
1 [ Phi;
2 [ Psi;
3 Phi ]; by Hyp 1
4 Psi => Phi ]; by ImpI 3
5 Phi => Psi => Phi by ImpI 4
QED

[Closing file Implikationl.tut]
shell]

2. Ein formaler Beweis der Tautologie (¢ — (¢ — (@ A¥))):

1z Kommentar

0: [¢ Einfithrung einer Annahme

1: o Einfiihrung einer Annahme

2: (@A) A-Einfiihrung mit 0 und 1

3 (v—=(eNY))] Kopieren einer Voraussetzung

4: (p—(Yv—(pAv))) Kopieren einer Voraussetzung
proof Und_Einfuehrung: (Phi => (Psi => (Phi & Psi))) =
begin
[Phi;
[Psi;

(Phi & Psi)];

(Psi => (Phi & Psi))];

(Phi => (Psi => (Phi & Psi)))
end;

37
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shell] tutch -V Und_Einfuehrung

TUTCH 0.52 beta, $Date: 2002/10/24 19:25:49 $
[Opening file Und_Einfuehrung.tut]

Proving Und_Einfuehrung: Phi => Psi => Phi & Psi

1 [ Phi;

2 [ Psi;

3 Phi & Psi ]; by AndI 1 2

4 Psi => Phi & Psi ]; by ImpI 3

5 Phi => Psi => Phi & Psi by ImpI 4
QED

[Closing file Und_Einfuehrung.tut]
shell]

3. Ein formaler Beweis der Tautologie ((p A ) — (Y A ¢)):

1% Kommentar

0: [(gA) Einfiihrung einer Annahme

1. ¢ A-Elimination mit 0

2: Y A-Elimination mit 0

3 (YA A-Einfithrung mit 2 und 1

4: ((pANY)— (Y AN g)) Kopieren einer Voraussetzung
proof Und_Kommutativitaet: ((Phi & Psi) => (Psi & Phi)) =
begin
[ (Phi & Psi);
Phi;
Psi;

(Psi & Phi)];
((Phi & Psi) => (Psi & Phi))
end;

shell] tutch -V Und_Kommutativitaet

TUTCH 0.52 beta, $Date: 2002/10/24 19:25:49 $
[Opening file Und_Kommutativitaet.tut]

Proving Und_Kommutativitaet: Phi & Psi => Psi & Phi
1 [ Phi & Psi;

2 Phi; by AndEL 1

3 Psi; by AndER 1

4 Psi & Phi ]; by AndI 3 2

5 Phi & Psi => Psi & Phi by ImpI 4
QED

[Closing file Und_Kommutativitaet.tut]

shelll]
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4. Ein formaler Beweis der Tautologie ((p A ¢) < ¢).

Zi Kommentar
(A ) Einfithrung einer Annahme
¢ A-Elimination mit 0

((p N @) — @) Kopieren einer Voraussetzung
[p Einfiihrung einer Annahme
(oA @) A-Einfithrung mit 3 und 3
(¢p— (@A) Kopieren einer Voraussetzung
((p AN @) < ¢) A-Einfiihrung mit 2 und 5

A A e T

Shell session inside TeXmacs
shell] tutch -V Und_Idempotenz

TUTCH 0.52 beta, $Date: 2002/10/24 19:25:49 §
[Opening file Und_Idempotenz.tut]

Proving Und_Idempotenz: Phi & Phi <=> Phi ...
1 [ Phi & Phi;

2 Phi ]; by AndEL 1
3 Phi & Phi => Phi; by ImpI 2
4 [ Phi;

5 Phi & Phi ]; by AndI 4 4
6 Phi => Phi & Phi; by ImpI 5
7 Phi & Phi <=> Phi by AndI 3 6

QED
[Closing file Und_Idempotenz.tut]

shell]

5.3 Beweisregeln fiir V und —

Wir fithren Regeln fiir die iibrigen aussagenlogischen Verkniipfungen ein, die auch
im System tutch implementiert sind. Entsprechend der in tutch implementierten
Logik benutzen wir zusétzliche Aussagenkonstanten T (Top, T in tutch)
fir ,,wahr” und L (Bottom, F in tutch) fir ,falsch”.

V -Regeln:
tutch —
Bezeichnung
V -Einfiithrung: VI (0 6 m OrIi
V -Einfiihrung;: i (SO 6 ) OrI2
Fallunterscheidung ( v -Elimination): V E (pVY) (p=x) (W=X) OrE

X
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Konstanten-Regeln:

T-Einfithrung: T1

1 -Elimination: LlF

—-Regel:

Aussagenlogische formale Beweise

tutch — Bezeichnung
—— Truel
T

1
—— FalseE

AS)

Die Aussage ¢ wird als Abkiirzung fir ¢ — L benutzt.

Widerspruchsregel: Wid

1. Ein formaler Beweis der Tautologi

0: [(mp V)

L[

2 [

3 L

4: Y]

5. (mp—1)

6: [v

7 )

8 (v—1)

9: ]

10: (¢— )]

11 ((meVY) = (p—1))
12: [(¢p— )

13: [~(=p V)

14: [y

15: (= V)

16: L]

17

18: o

19: (mp V)

20: L]

21: (V)]

22: ((p—= )= (e V)
23: (V)= (p—1))

shell] tutch -V Implikation

(mp—1)

tutch — Bezeichnung

Class

e (V)= (p—1)):

Kommentar

Einfihrung einer Annahme
Einfiihrung einer Annahme
Einfiihrung einer Annahme

— -Elimination mit 1 und 2

L -Elimination mit 3

Kopieren einer Voraussetzung
Einfiihrung einer Annahme
Kopieren einer Voraussetzung
Kopieren einer Voraussetzung
Fallunterscheidung mit 0,5 und 8
Kopieren einer Voraussetzung
Kopieren einer Voraussetzung
Einfihrung einer Annahme
Einfiihrung einer Annahme
Einfiihrung einer Annahme

V -Einfithrung mit 14

— -Elimination mit 13 und 15
Widerspruchsregel mit 14 und 16
— -Elimination mit 12 und 17

V -Einfithrung mit 18

— -Elimination mit 13 und 19
Widerspruchsregel mit 13 und 20
Kopieren einer Voraussetzung
A-Einfithrung mit 11 und 22

TUTCH 0.52 beta, $Date: 2002/10/24 19:25:49 $
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[Op

Pro
1

O 00 N O U W N

O I e e e e el
= O OW 00 ~NO Ok WN = O

22
QED
[C1

shell]

5.4

ening file Implikation.tut]
ving impDef: "Phi | Psi <=> Phi => Psi ... (classically)
[ "Phi | Psi;
[ Phi;
[ “Phi;
F; by ImpE 3 2
Psi 1; by FalseE 4
[ Psi;
Psi ]; by Hyp 6
Psi ]; by OrE 1 5 7
Phi => Psi ]; by ImpI 8
“Phi | Psi => Phi => Psi; by ImpI 9
[ Phi => Psi;
[ “("Phi | Psi);
[ "Phi;
“Phi | Psi; by OrIL 13
F1; by ImpE 12 14
Phi; by Class 15
Psi; by ImpE 11 16
“Phi | Psi; by OrIR 17
Fl; by ImpE 12 18
“Phi | Psi ]; by Class 19
(Phi => Psi) => "Phi | Psi; by ImpI 20
“Phi | Psi <=> Phi => Psi by AndI 10 21
osing file Implikation.tut]
Beweisansatze

Die Methoden fiir das formale Beweisen liefern auch Ansétze fiir das gewohnliche
Beweisen. Um eine Aussage bestimmter Gestalt zu beweisen, erlauben die for-
malen Regeln, die die Beweisaufgabe in , kleinere” Beweisaufgaben zerlegen.

um eine Konjunktion (¢ A ¢) zu beweisen, kann man Beweise von ¢ und
von 1 fiihren.

um eine Implikation (¢ — 1) zu beweisen, kann man ¢ annehmen und
unter dieser (zusatzlichen) Annahme beweisen.

um eine Disjunktion (¢ V 1) zu beweisen, kann man ¢ oder 1) beweisen.

um eine Aussage ¢ zu beweisen, kann man einen Widerspruchsbeweis
fithren, bei dem —p angenommen wird und daraus ein Widerspruch herge-
leitet wird.
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— um eine Aussage Y zu beweisen kann man mit einer Fallunterscheidung
vorgehen: man zeigt Implikation (¢o — X), ..., (¢m—1 — x) und eine Dis-
junktion (¢oV ...V ©m_1).

— eine einfache Form der Fallunterscheidung ist die Situation ¢y = ¢ und
1= ": es geniigt, die Implikationen (¢ — x) und (-¢— x) zu zeigen.

Regeln dieser Art liefern einen ersten Anhaltspunkt fiir das Vorgehen (im aussa-
genlogischen Fall). Grundsétzlich aber ist Finden von Beweisen von hoher Kom-
plexitat ist (Rechenzeit), es gibt es beweisbare Aussagen, deren Beweis nicht
durch einfache Regeln gefunden werden kann. Beispielsweise gibt es unendlich
viele Moglichkeiten, wie bei einem Beweis durch Fallunterscheidung die Fallunter-
scheidung ¢ /—¢ gewihlt werden kann.



Kapitel 6
Quantorenlogische formale Beweise

6.1 Allaussagen

Wir beginnen mit allgemeinen Uberlegungen zum Beweis von Quantoren-Aus-
sagen. Fine All-Aussage Vr ¢ kann fiir unendliche Strukturen nicht dadurch
bewiesen werden, dass man ¢ fiir unendlich viele Elemente einzeln iiberpriift. Das
Vorgehen besteht vielmehr darin, ein ,allgemeines” Element der Struktur zu
betrachten und ¢ hierfiir nachzuweisen.

Mochte man z.B. fiir Vektorrdume zeigen, dass

Ve —z=(—1)-x

ist, so betrachte man einen ,,beliebigen” Vektor y und weise fiir diesen nach, dass
—y=(—1)-y. Dass y beliebig ist, bedeutet, dass die Variable y zu Anfang dieses
Argumentes nicht frei in den gerade giiltigen Voraussetzungen vorkommt. Einzig
der Typ der Variable wird festgelegt:

[Betrachte einen Vektor y

—y=(-1)y)
(Also gilt) Vo —x=(—-1) -2

Dies ist eine Beweismethode, die wir in die formalen Beweise aufnehmen.
Beim Schlieflen eines Rahmens wird eine All-Aussage zu den lokalen Vorausset-
zungen hinzugefiigt. Wir andern die Definition 5.1 dementsprechend ab:

Definition 6.1. Sei zq, ..., zi,—1 ein wohlstrukturierter Text mit Zeigern k(0), ...,
k(m —1). Dann definiere die modifizierte Folge Vi, Vi, ..., Vin—1 der lokalen Vor-
aussetzungen:

Vo=0;

seien Vo, ..., V; definiert und 1 +1<m —1; dann sei
([ ViU{z}, falls zz=p € L°
Viu{e}, falls zi=[p
Vi) UVZo... VT 1 (0 — ©) [ {0, ..., -1} C (frei(y — @) \ frei(Vig))) }
falls z; = @] und zpuy=[Y

ViU (%0 Y1) (0, 1} € (i) (Vo))
falls z;= @] und zppy=[T

Vz‘+1:

43
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Auf diese Art konnen in einen Beweis V-Aussagen eingefiihrt werden. Fiir die
Elimination des Allquantors gibt es die folgende Regel:

V-Regeln:

tutch — Bezeichnung
Vazp(z)
p(t)

Wir fithren nun einen formalen Beweis, dass die Reihenfolge in Blocken von V-
Quantoren nicht relevant ist:

V-Elimination: VE ForallE

Tz Kommentar

0: [VaVye(z,y) Einflihrung einer Annahme

L [T Einfithrung einer trivialen Annahme
2: p(z,y)] V-Elimination mit 0

3. VyVzp(z, y)) Kopieren einer Voraussetzung

4: (VaVyp(z,y) = VyVep(z,y)) Kopieren einer Voraussetzung

In tutch gibt es wie in der frither eingefithrten formalen Sprache nur Variablen
bestimmten Typs. Der entsprechende tutch-Text sieht folgendermafien aus:

classical proof QuantorenReihenfolge:
(('x:t.!ly:t. Phi(x,y)) (ly:t.!x:t. Phi(x,y))) =

begin
['x:t.!ly:t. Phi(x,y);
[b:t;
[a:t;
ly:t. Phi(a,y);
Phi(a,b)];

Ix:t. Phi(x,b)];
ly:t.!x:t. Phi(x,y)];
((Ix:t.!y:t. Phi(x,y)) (ly:t.!x:t. Phi(x,y)))
end;

tutch akzeptiert diese Datei:

Shell session inside TeXmacs

shell] cd "/V/Logik_und_diskrete_Strukturen/tutch
shell] tutch -V Quantoren-Reihenfolge.tut

TUTCH 0.52 beta, $Date: 2002/10/24 19:25:49 §
[Opening file Quantoren-Reihenfolge.tut]
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Proving QuantorenReihenfolge: (!x:t. !y:t. Phi (x, y)) => ly:t.
'x:t. Phi (x, y) ... (classically)
1 [ !'x:t. !y:t. Phi (x, y);

2 [ b: t;
3 [a: t;
4 ly:t. Phi (a, y);
by ForallE 1 3
5 Phi (a, b) 1;
by ForallE 4 2
6 'x:t. Phi (x, b) 1;
by Foralll 5
7 l'y:t. !'x:t. Phi (x, y) 1;

by Foralll 6
8 (!x:t. !y:t. Phi (x, y)) => ly:t. !x:t. Phi (x, y)
by ImpI 7
QED
[Closing file Quantoren-Reihenfolge.tut]

shelll

Es gibt noch viele andere Moglichkeiten, All-Aussagen zu beweisen. Z.B.
beweist man mit dem Prinzip der wollstindigen Induktion All-Aussagen iiber
natiirliche Zahlen n, indem man den Induktionsanfang fiir n = 0 beweist und
zeigt, dass die Figenschaft an der Stelle n + 1 gilt, wenn sie an der Stelle n gilt.

6.2 Existenzaussagen

Eine Existenzaussage drp(x) kann man beweisen, indem man ¢(t) fiir einen kon-
kreten Term ¢ nachweist. Hierdurch wird ein Existenzquantor in das Argument
eingefithrt. Dual hierzu gibt es eine Regel zur Elimination von Existenzquantoren.

3-Regeln:

tutch — Bezeichnung

F-Einfithrung 37 a0 ExistsI
Jz ()

J-Elimination: 3F wa(x)gg(y)—»dﬂ ExistsE
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Bei der 3-Elimination ist als Nebenbedingung zu fordern, dass die Variable
y ,,frei” gewéhlt ist: y ist nicht frei in den Voraussetzungen, die zum Zeitpunkt
der Einfithrung von ¢(y) aktiv sind; auBerdem kommt y nicht frei in ¢ vor. Dies
wird deutlicher in dem formalen Beweis

) Zi Kommentar

0:

i: dxp(x)

J: [p(y) ,,Wéhle y mit der Eigenschaft ¢”
k: Y]

E+1: 9 F-Elimination mit i,j und k

Wir bringen noch ein tutch-Beispiel zur Umbenennung von Variablen:

Tz Kommentar

0: [Frp(x) Einfihrung einer Annahme

1o [e(y) ,,Wahle y mit der Eigenschaft ¢”
2: yp(y)] F-Einfithrung mit 1

2: Jye(y)] V-Elimination mit 0,1,2

3: (3xe(x) —3yp(y)) Kopieren einer Voraussetzung

Die zugehorige Datei lautet:

proof Umbenennung: ((?x:t. Phi(x)) => (?y:t. Phi(y))) =
begin
[ ?x:t. Phi(x);

[ y:t, Phi(y);

?y:t. Phi(y)];

?y:t. Phi(y)];
((?x:t. Phi(x)) => (?7y:t. Phi(y)))
end;

shell] cd “/V/Logik_und_diskrete_Strukturen/tutch
shell] tutch -V Umbenennung.tut

TUTCH 0.52 beta, $Date: 2002/10/24 19:25:49 §
[Opening file Umbenennung.tut]

Proving Umbenennung: (?x:t. Phi x) => ?y:t. Phi y ...
1 [ ?x:t. Phi x;

2 [ y: t, Phi y;

3 ?y:t. Phi y ]; by Hyp 1
4 ?y:t. Phi y 1; by Hyp 1
5 (7x:t. Phi x) => ?y:t. Phi y by ImpIl 4

QED
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[Closing file Umbenennung.tut]

shell]

6.3 Der Godelsche Vollstandigkeitssatz

Wir stellen die eingefiihrten Regeln formalen Beweisens noch einmal zusammen.

Definition 6.2. Die Regeln des natiirlichen Schlieffens sind:

N -Regeln:
tutch — Bezeichnung
A -Einfihrung: A1 (z /\ :i) AndI
A -Elimination: ANFE (¢ 2 ¥) AndEL
A -Elimination: ANFE (¢ 1//\} ¥) AndER
— -Regeln:
— -Elimination: — E w ImpI
V -Regeln:
V -Einfihrung: VI (0 i ) OrIi
V -Einfihrung: VI (0 1\//} ) OrI2
Fallunterscheidung (V -Elimination): V E (pVY) (Qp; X) (W= x) OrE
Konstanten-Regeln:
T-FEinfihrung: TI1 — Truel
L-Elimination: 1E % FalseE

—-Regel:

Die Aussage =@ wird als Abkirzung fir ¢ — 1 benutzt.

(mp—1)

Widerspruchsregel: Wid Class

V-Regeln:

V-Elimination: VE M ForallE

o(t)
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3-Regeln:
. o(t) .
d-Einfihrung 31 Fo () ExistsI
3-Elimination: JE Jre(z) (z(?/)—)@/}) ExistsE

Definition 6.3. Fine Aussage @ ist formal beweisbar, wenn es eine formalen
Beweis im Sinne der Definition 5.2 mit den Regeln des natiurlichen SchliefSens
qibt.

Wir haben exemplarisch gesehen, dass sich die iiblichen mathematischen Argu-
mentationen auf diese Regeln zuriickfithren lassen. Erstaunlicherweise kann man
das auch mathematisch beweisen:

Satz 6.4. (Gédelscher Vollstindigkeitssatz). Fine Aussage ¢ ist genau dann
allgemeingiiltig, wenn sie formal beweisbar ist.

Bemerkung 6.5. Der GODELsche Vollstdndigkeitssatz ist der Hauptsatz der
mathematischen Logik. Er verbindet auf bestmogliche Weise Semantik und
Syntax formaler Sprachen. Dass jede formal beweisbare Aussage allgemeingiiltig
ist, entspricht der Korrektheit der angegebenen formalen Beweismethode. Selbst-
verstandlich nimmt man nur solche Schlussregeln auf, die korrekt sind.

Dass umgekehrt jede allgemeingiiltige Aussage formal bewiesen werden kann,
ist schwieriger zu zeigen und ist das eigentliche GODELsche Theorem.

Der Godelsche Vollstandigkeitssatz hat iiber die mathematische Logik hinaus
viele Folgerungen, die auf der Verbindung natirliche Sprache - formale Sprache -
formale Semantik - allgemeine Semantik beruhen. Wir erwahnen einige Bereiche.

Bemerkung 6.6. Der Vollstiandigkeitssatz liefert ein absolutes Korrektheitskrite-
rium fir Beweise. Ein mathematischer Beweis ist genau dann korrekt, wenn er
(im Prinzip) in einen formalen Beweis umgeschrieben werden kann. Obwohl man
fiir gewohnlich informell argumentiert, kann man in Zweifelsfillen Argumente
soweit formalisieren und in kleinste Zwischenschritte unterteilen, dass sie rein
formal und auch von einem Computer tiberpriift werden konnen.

Bemerkung 6.7. Der Erfolg der formalen Methode in der Mathematik regt auch
andere Bereiche an, ihre Aussagen und Erkenntnismethoden nach Mdoglichkeit zu
formalisieren. Dies geht einher mit der Erfassung der Welt als Daten, die mit
Algorithmen verarbeitet werden.

Bemerkung 6.8. Automatische Beweisen. Im Prinzip konnen alle allgemeingtil-
tigen Aussagen ¢ automatisch bewiesen werden: zéhle alle Texte auf und tiber-
priife, ob sie ein formaler Beweis von ¢ sind. Nach dem GODELschen Vollstandig-
keitssatz hat ¢ einen formalen Beweis, der durch dieses Vorgehen schliefllich
gefunden wird. Allerdings ist dieses Vorgehen aus Komplezititsgrinden im Allge-
meinen praktisch nicht realisierbar. Fiir eingeschrankte Bereiche gibt es inzwi-
schen automatische Beweiser.
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Bemerkung 6.9. Logisches Programmieren. Ein Spezialfall des automatischen
Beweisens ist das Logische Programmieren (Prolog). Programme bestehen aus
Quantorenlogischen Aussagen (beschrankter Komplexitit), die Ausfiihrung des
Programms besteht in der systematischen Anwendung von Schlussregeln auf das
Programm.

Bemerkung 6.10. Kiinstliche Intelligenz. Ein erster Ansatz zur Realisierung von
kiinstlicher Intelligenz bestand in der Formulierung von Umwelttatsachen und
Fragen in der formalen Logik. Mit den Methoden des automatischen Beweisens
wurde dann nach einem Beweis der Frage oder ihrer Negation gesucht. Diese
Ansatze haben sich wegen der erwidhnten Komplexitatsprobleme als unrealistisch
herausgestellt.

Bemerkung 6.11. Hoare Logik. Angeregt von dem FErfolg der Quantorenlogik
wurden angepasste Logiken fiir viele Bereiche entwickelt. Von besonderer Wichtig-
keit fiir die Informatik sind Logiken, mit denen sich die Semantik von Algo-
rithmen beschreiben ldsst. Im Gegensatz zu den Strukturen der Quantorenlogik
sind Algorithmen dynamisch, jede Anweisung hat einen Zustand vor der Aus-
fiihrung und einen (verénderten) Zustand nach der Ausfithrung. Die HOARE-
Logik beschreibt solche Ubergiinge, und sie besitzt Schlussregeln, mit denen man
die Korrektheit von Programmen beweisen kann.

Bemerkung 6.12. Goadelscher Unwollstindigkeitssatz. Der Vollstandigkeitssatz
darf nicht mit dem Unvollstandigkeitssatz verwechselt werden, der mehr offent-
liche Aufmerksamkeit findet.

Die mathematische Logik hat trotz der (prinzipiellen) Universalitdt ihrer
Methode auch ihre Grenzen studiert. In gentigend starken Theorien lasst sich sich
das bekannte Ligner-Paradozon (,alle Kreter sind Liigner”) des EPIMENIDES
nachbilden, das der umgangssprachlichen Aussage ,,dieser Satz ist falsch” ent-
spricht. Man kann diesem Liigner-Satz keinen Wahrheitswert geben, sein Wahr-
heitswert ist nicht entscheidbar. Ahnlich kann man einen zahlentheoretischen Satz
angeben, der mit den PEANOschen Axiomen der Zahlentheorie nicht entschieden
werden kann. Dies ist ist der Inhalt des (ersten) GODELschen Unvollstdndigkeits-
satzes.

Der Unvollstandigkeitssatz steht in enger Beziehung zum Halteproblem der
Rekursionstheorie und theoretischen Informatik.



Kapitel 7
Kombinatorik

Die (endliche) Kombinatorik untersucht die Frage: wieviel Elemente enthélt eine
endliche Menge. Die Anzahl der Elemente wird durch den Grundbegriff der Kar-
dinalitat gegeben.

Definition 7.1. Die Madchtigkeit oder Kardinalitat einer endlichen Menge S
ist die Anzahl der in S enthaltenen Elemente und wird mit |S| bezeichnet. |S|=
m genau dann, wenn sich S aufzdhlen als

S= {So, ceny Smfl}

mit paarweise verschiedenen Elemente s, ..., Sm—1 aufzdhlen ldsst.

Insbesondere ist || = 0 und |{s}| = 1. Wir werden im folgenden verschiedene
arithmetische GesetzméBigkeiten der | |-Funktion studieren.
Satz 7.2. Seien A und B endliche Mengen. Dann gilt:

a) Wenn A und B zueinander disjunkt sind, d.h. AN B =0, dann ist |A U
B|=|A|+|B].

b) Seien Ao, ..., A1 endliche Mengen sind, die paarweise disjunkt sind, d.h.
firi<j<m ist AijnA;=0. Dann ist

|[AoU... UAp 1] =[Ao| + ... + [Ap .
c) [AUB|=|A|+|B|—|ANB| (Finschluss-Ausschluss-Prinzip).
d) [Ax B|=|A|-|B].
e) Seien Ay, ..., Am_1 endliche Mengen. Dann ist

|Ag X . X Apa| = Aol ... - |Am—1].

Beweis. a) Seien A = {ay, ..., 1} und B = {by, ..., b,_1} mit jeweils paarweise
verschiedenen Elementen ay, ..., a,, 1 und by, ..., b,_1 . Da A und B disjunkt sind,
sind die Elemente ay, ..., ay,_1, bo, ..., b,_1 paarweise verschieden.

AUB:{CL(), ...,am,l,bo,...,bn,l}
und daher
|JAUB|=m+n=|A|+|B]|.

50
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b) Durch vollstéandige Induktion tiber m > 1.

Induktionsanfang: m=1. |Ag| =|Ao| gilt trivial.

Induktionsschritt: Die Behauptung gelte fiir m. Betrachte paarweise disjunkte
endliche Mengen Ay, ..., A,,. Dann sind AgU...UA,,_; und A,, disjunkt:

(AgU...UA,,_1)NA,,=0.
Nach a) und der Induktionsannahme gilt dann

[AgU...UA,,| = |[(AgU...UA,_1)UA,,|
= |(AgU...UA, 1)+ |An]
= ([Ao[+ .+ [Ama]) +[Am]
= Aol +... +|An].
c) Die Mengen A\ B, AN B und B \ A sind paarweise disjunkt und es gelten die
Gleichungen:
A = (A\B)U(ANB)
B = (B\A)U(ANB)
AUB = (A\B)U(ANB)U(B\A)
Nach a) und b) folgt daraus:
Al = |A\B|+[ANB]
|B] = |B\A[+]ANB]
|AUB| = [A\B|+|ANB[+|B\A|
= ([A[=[ANB))+[ANB|+(|B]-[ANBJ)
= |A|+|B|—-|ANDB|.

d) Seien A = {ay, ..., @ym—1} und B = {by, ..., by_1} mit jeweils paarweise verschie-
denen Elementen ay, ..., a,,_1 und by,...,b,_1. Dann ist

AxB = {(a;b))i=0,...,m—1und j=0,...,n—1}
- U {(a;,0;)|7=0,...,n—1}

Die Mengen auf der rechten Seite sind paarweise disjunkt und haben alle die Kar-
dinalitdt n. Nach b) gilt dann:

AxBl = | |J A{(ab)li=0,.,n-1}
1=0,....m—1
= Y H@b)lj=0,...,n =1}
1=0,....,m—1
= > n
1=0,....,m—1
= m-n

e) lasst sich aus d) durch vollstéandige Induktion dhnlich b) zeigen. O
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7.1 Das Dirichletsche Schubfachprinzip

Wenn n + 1 Gegenstande in n Schubfacher gelegt werden, so gibt es in mindestens
einem der Schubfacher mindestens 2 Gegensténde:

Satz 7.3. Seien A und B endliche Mengen mit |A| > |B| und f: A — B eine
Funktion. Dann gibt es a,a’ € A, a #+ a’ mit f(a) = f(a’). Das bedeutet, dass die
Abbildung f: A— B nicht injektiv ist.

Beispiel 7.4. Unter 13 Personen haben mindestens 2 im gleichen Monat
Geburtstag.

Das Prinzip lasst sich mit Berechnungen von Kardinalitaten endlicher Mengen
kombinieren.

Beispiel 7.5. Wieviele verschiedene Familiennamen miissen in einem Telefonbuch
vorkommen, damit es auf jeden Fall zwei Anschliisse gibt, deren Namen dieselben
ersten und zweiten Buchstaben haben? Wir definieren eine Abbildung f von den
Anschliissen in das Paar bestehend aus dem ersten und zweiten Buchstaben des
zugehorigen Namens:

aogl...Qy—1+— (a,o, al).

Die Bilder der Abbildung liegen in der Menge A x A aller Buchstabenpaare,
wobei A= {a, ..., z} das Standardalphabet mit 26 Buchstaben ist. Nach vorange-
henden Sétzen iiber Kardinalitiaten ist |A x A|=26-26 =676. Wenn das Telefon-
buch mindestens 676 + 1 =677 Eintrage enthélt, so gibt es zwei Anschliisse, deren
Namen dieselben ersten und zweiten Buchstaben haben.

Beispiel 7.6. Aus den Zahlen 1, 2, ..., 8 werden 5 Zahlen ausgewéhlt. Dann ist
die Summe von zweien der ausgewahlten Zahlen gleich 9. Sei A die Menge der 5
ausgewahlten Zahlen, B die Menge

{{1,8},{2,7},{3,6},{4,5}}

der Zweiermengen, deren Summe 9 ist. Da |B| = 4 ist, gibt es zwei verschiedene
Elemente in A, die Elemente desselben Elementes von B sind. Die Summe dieser
zwei verschiedenen Elemente ist dann 9.

7.2 Zahlformeln

Oft miissen Folgen von Elementen aus gegebenen Mengen betrachtet werden.
Man muss unterscheiden, ob in diesen Folgen Wiederholungen erlaubt sind und
dasselbe Element mehrfach vorkommen darf, und ob die Reihenfolge der Elemente
berticksichtigt wird.

Beispiel 7.7. Aus der Menge A= {a,b,c} sollen 2 Elemente ausgewahlt werden:

e Stichproben: Wiederholungen erlaubt, Reihenfolge relevant: Dann gibt es
9=3-3 Stichproben:

(a,a),(a,b),(a,c),(b,a), (b, b),(b,c),(c,a),(c,b),(c,c).
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e Auswahlen: Wiederholungen erlaubt, Reihenfolge irrelevant: Dann gibt es
6 Auswahlen:

(a,a),(a,b),(a,c),(b,b),(b,c),(c,c).

e Permutationen: Wiederholungen nicht erlaubt, Reihenfolge relevant:
Dann gibt es 6 Permutationen:

(a,b),(a,c),(b,a),(b,c),(c,a),(c,b).

e Kombinationen: Wiederholungen nicht erlaubt, Reihenfolge irrelevant:
Dann gibt es 3 Kombinationen:

(a,b),(a,c), (b, c).

Definition 7.8. Sei A={ay,...,a,_1} eine endliche Menge und k € N eine natiir-
liche Zahl.

a) s ist eine k-Stichprobe aus A, wenn s eine Folge der Linge k mit Ein-
tragen in A ist: s € AF.

b) s ist eine k-Auswahl aus A, wenn s eine Funktion s: A— N ist mit
s(ag) +... +s(an_1)=k

c) s ist eine k-Permutation aus A, wenn s = (So, ..., Sg—1) eine injektive
Folge der Léinge k mit Eintragen in A ist, d.h. Vi< j<ks;F£s;.

d) s ist eine k-Kombination aus A, wenn s eine Teilmenge von A von der
Kardinalitat k ist.

Derartige Auswahlen kommen in der Wahrscheinlichkeitstheorie vor. Ein Ereignis
besteht in einer Auswahl von Elementen aus einer Menge, zur Bestimmung von
Wahrscheinlichkeiten ist es erforderlich, die Anzahl der moglichen Auswahlen zu
bestimmen.

Satz 7.9. Sei A= {ay, ..., an_1} eine endliche Menge der Kardinalitit n > 1 und
k €N eine natirliche Zahl. Dann gilt

a) |{s|s ist eine k-Stichprobe aus A}|=nk.

b) |{s|s ist eine k-Auswahl aus A} :%

c) |{s|s ist eine k-Permutation aus A} :#'k)'

d) |{s|s ist eine k-Kombination aus A}| :k,(+'_k),

Beweis. a) Durch Induktion iiber k € N.

Induktionsanfang: k = 0. Es gibt genau eine 0-Stichprobe aus A, namlich die ein-
deutig bestimmte Folge der Linge 0. Ist die Anzahl der 0-Stichproben =1 = n°,
und die Behauptung gilt fiir £ =0.

Induktionsschritt: Betrachte k € N, und die Behauptung gelte fiir k. Dann ist

{s]|s ist k+ 1-Stichp. aus A} = U {s]|s ist k+ 1-Stichpr. aus A, s(k)=a}.

a€A
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Die rechte Seite ist eine disjunkte Vereinigung von Mengen. Die Menge
{s]|s ist k+ 1-Stichpr. aus A,s(k)=a}
ist genauso grofl wie die Menge
{s]|s ist k-Stichpr. aus A}.
k

Nach der Induktionsvoraussetzung hat diese Menge die Kardinalitat n".
Zusammen gilt:

|{s|s ist k+ 1-Stichp. aus A}| = Z [{s|s ist k-Stichpr. aus A}

a€cA
= E n* =n-nk =nktl,

a€A

Also gilt die Behauptung fir k& + 1.

Auch die anderen Behauptungen des Satzes lassen sich durch Induktion
zeigen, wir wollen aber anschauliche Argumente benutzen.

c) Wir visualisieren die Menge der k-Permutationen (sg, ..., sx—1) aus A; zur
Vereinfachung nehmen wir an, dass A={0,1,...,n —1}:
0

o~

(0) (1) (n-1)

AN e Y N

(0,1) ... (0,n—1) (1,0) (1,2) (n—1,0) (n—1,1) ...
(1, 2, ceny Sk—l)
Dieser Baum verzweigt bei der Wurzel () n-fach, auf der niachsten Ebene n — 1-
fach, und allgemein auf der [-ten Ebene n — [-fach. Die k-Permutation stehen auf
der k-ten Ebene. Die Anzahl der der Punkte auf der k-ten Ebene ergibt sich
durch die Verzweigungsmoglichkeiten auf den Ebenen zuvor. Wir multiplizieren
die Verzweigungsgrade auf den Ebenen 0,1, ..., (k —1):

o= sl (k) = B e

n!
(n—Fk)!

d) Sei X die Anzahl der k-Kombinationen aus A, d.h. die Anzahl der Teilmengen
von A mit k£ Elementen. Diese Zahl steht in Beziehung zur gerade bestimmten
Anzahl der k-Permutationen: Eine k-Permutation kann als eine k-Permutation
einer k-elementigen Teilmenge von A aufgefasst werden:

{s|s ist k-Permutation von A} = U {s|s ist k-Permutation von B }.

BCA
|B|=k
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Die rechte Seite ist eine disjunkte Vereinigung, die Anzahl der Summanden ist die
gesuchte Anzahl der k-Kombinationen aus A. Es gilt:

I{s|s ist k-Permutation von A}| = Z I{s|s ist k-Permutation von B }|
BCA
|B|=k
(n—k)! = (k—Fk)!
|B|=k
k!

= - k!

X o= h) XK
n!
X = T —w)

b) Eine k-Auswahl aus A ist eine Funktion s: A— N ist mit
s(ag) + ...+ s(an—1) =k.
Wir konnen s darstellen als eine geordnete Folge

(ao, vy A0, A1y eeey A1y veey Ap—1, ...,an,l).
~ ~ ~

s(ao) s(a1) s(an—1)

Diese Folge kann auch dargestellt werden durch Angabe der ,, Trenner” zwischen
den Blocken mit den Elementen von A, die wir als | schreiben kénnen:

((lo, ...y ap, |, ai,...,ay, |, N |,an,1, ceey an,l).
~ N N— ~
s(ao) s(a1) s(an—1)

Die Folge hat die Lange k + (n — 1) ist durch die Positionen der Trenner eindeutig
bestimmt:

Diese Positionsfolge durch die Menge der Trennerpositionen angegeben werden.
Diese Menge ist eine n — 1-elementige Teilmenge einer Menge mit & + (n — 1) Ele-
menten. Daher hat die Menge der k-Auswahlen aus A genausoviele Elemente wie
die Menge der n — 1-Kombinationen aus einer Menge mit k + (n — 1) Elementen.
Diese Anzahl betrigt nach d):

(k+ (n—1))! (n+k—1)!

= (it (=) == KD =

Beispiel 7.10. Das Geburtstagsparadoxon: Betrachte eine Menge von 20 Per-
sonen. Die Folge der Geburtstage (Tag und Monat) kann als 20-Stichprobe aus
{1,..,365} aufgefasst werden. Es gibt 365%° solcher Folgen.

Die Menge der 20-Permutationen aus {1, ..., 365} besteht aus allen Konfigura-
tionen, in denen keine zwei Personen den gleichen Geburtstag haben. Es gibt

365!
345!
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solcher Konfigurationen. Das Verhaltnis von Konfigurationen mit paarweise ver-
schiedenen Geburtstagen zu den Gesamtmoglichkeiten ist

365! ., .00 365!
3451 /20" = 3T 365w -

Wir bestimmen diese Zahl numerisch:
maxima] Float((365!)/((345!)*(365720)))
(D18) 0.58856159741595

(C19)

Also gibt es bei mehr als 40% der Konfigurationen gemeinsame Geburtstage.
Man kann diese Zahl als Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten gemeinsamer

Geburtstage auffassen. Bei 50 Personen kanna man fast sicher sein, gemeinsame
Geburtstage vorzufinden:

(C19) Float((365!)/((315!)*(365750)))
(D24) 0.02962642037145

(C25)



Kapitel 8
Graphen

Definition 8.1. FEin schlichter Graph ist eine Struktur G = (E, K), wobei K
eine zweistellige Relation auf E ist, die irreflexiv und symmetrisch ist:

Vee E—x Kz und Ve,y€ E (x Ky— yKx).
Die Elemente der Tragermenge E heiffen Ecken von G. Die Paare (a, b) € K
heiffen Kanten von G; wenn e = (a, b) eine Kante von G ist, so sind a und b in

G benachbart oder adjazent, und die Kante e ist inzident zu a (und zu b). Der
Grad einer Ecke a ist

d(a)=|{be E|aKb}|.
Definition 8.2. Sei G = (E, K) ein schlichter Graph mit endlicher Trdgermenge

E ={ey, ..., em_1}. Die Adjazenzmatriz von G ist eine Matriz A = (a;j)o<i, j<m
mit Eintragen a;; € {W,F} aus der Menge der Wahrheitswerte und

a;;j =W gdw. e;Ke;.
Die Adjazenzmatriz von G ist symmetrisch und alle Diagonaleintrige sind = F.

Definition 8.3. Sei G=(F, K) ein schlichter Graph.
a) Eine Folge (ag, ...,a;—1) von Ecken ist ein Weg der Linge | in G, wenn
Vi<l—1a;Ka;.
b) Ein Weg (ag, ..., a;_1) ist ein Zyklus oder Kreis in G, wenn | > 3, ay, ...,
a;_o paarweise verschieden sind und ag=a;_1 .
c) Der Graph G is azyklisch, wenn er keinen Zyklus enthdlt.

d) Der Graph G ist zusammenhdngend, wenn es fir alle a,b € E einen Weg
(a,ay,...,a;—2,b) in G gibt, wir sagen dass (a,ay, ..., a;—2,b) ein Weg von a
nach b ist.

Betrachte eine Graphen G = (E, K). Definiere eine Relation ~ auf E, a~ b gdw.
es einen Weg von a nach b gibt. Die Relation ~ ist eine Aquivalenzrelation auf
E:
a) Betrachte a € E. (a) ist ein (trivialer) Weg von a nach a. Also ist a ~ a.
Damit ist ~ reflexiv.

b) Betrachte a,b € E mit a~b. Wahle einen Weg (a, ay, ..., a;_2,b) von a nach
b. Dann ist (b, a;_o, ..., a1, a) ein Weg von b nach a. Also ist b ~ a. Damit
ist ~ symmetrisch.

o7
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c¢) Betrachte a,b,c€ K mit a~b und b~ c. Wéahle Wege (a, ay, ..., a;_2,b) von
a nach b und (b, by, ..., bx_o,¢) von b nach c. Verkette diese Wege zum Weg

(CL, A1y ..., ]2, b, bl, vy bk_g, C)
von a nach c. Also ist a~c. Damit ist ~ transitiv.

Definition 8.4. Sei G=(FE, K) ein Graph und definiere die Zusammenhangsrela-
tion ~ wie eben. Die Aquivalenzklassen von E nach ~ sind die Zusammen-
hangskomponenten von G. Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von G
ist die Konnektivitdtszahl ¢(G) von G.

Beispiel 8.5. Beispiel eines Graphen und seiner Zusammenhangskomponenten.

Definition 8.6. Sei G=(F, K) ein Graph.

a) G ist ein Eulerscher Graph, wenn es einen Weg (ag, ay, ..., a2, aj_1) in
G gibt, so dass ag=a;—1 und in dem jede Kante (e, f) von G genau einmal
vorkommt.

b) G ist ein Hamiltonscher Graph, wenn einen Zyklus (ao, ai, ..., aj—1) in

G gibt, in dem jede FEcke von G genau einmal vorkommdt:

ap=aj—1,Va€ EJi<la=a; und Vi, j <l —1(i# j— a;# a;).

8.1 Eulersche Graphen

Satz 8.7. Sei G = (F, K) ein zusammenhdngender endlicher Graph mit |E| > 2.
Dann ist G Eulersch genau dann, wenn jede Ecke a € E geraden Grad 6(a) hat.

Beweis. Sei G Eulersch. Betrachte eine Ecke a € E. Wihle einen Weg (ay, ay, ...,
a2, aj—1) in G, so dass ap = a;—; und in dem jede Kante (e, f) von G genau
einmal vorkommt. Wir konnen weiter annehmen, dass a = ag. Die Menge der zu a
inzidenten Kanten in GG ist dann:

{aa,,a;_9a} U U {ai—1a;,a;a:41 }.

1<i<l—2,a;=a

Da in dem Weg jede Kante genau einmal auftritt, ist dies eine disjunkte Vereini-
gung von jeweils zwei-elementigen Mengen. Thre Kardinalitat ist der Grad von a,
diese ist eine gerade Zahl > 2.

Fiir die Umkehrung zeigen wir zunachst einen Hilfssatz:
(1) Sei G’ = (E’, K’) ein endlicher Graph, in dem jede Ecke e einen geraden
Grad d¢/(e) hat. Sei a € E’ mit d¢/(a) > 2. Dann gibt es einen geschlossenen Weg

(ag, a1y ..., @j—2, a;—1) in G’ mit [ >4 und ag = a;—; = a, in dem jede Kante e f von
G’ hochstens einmal auftritt.
Beweis: Wahle einen Weg w = (ag, a1, ..., aj—2, a;—1) von maximaler Lange, so

dass ap = a und so dass jede Kante e f von K’ hochstens einmal in W auftritt.
Angenommen, a;_; # a. Dann kommt @;_; unter den Kanten von w ungerade oft
vor. Da der Grad von a;_; gerade ist, gibt es eine Kante a;_1 a; , die nicht in w
vorkommt. Dann tritt in dem Weg (ao, a1, ..., a2, a;—1, a;) jede Kante héchstens
einmal auf, im Widerspruch zur Maximalitdt von w. ged(1)
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Waihle ein a € E und einen geschlossenen Weg w = (a, ay, ..., a;_o, a) maximaler
Lange, in dem jede Kante e f von G hochstens einmal auftritt. Sei Ky die Menge
der in w vorkommenden Kanten von G. Angenommen Ky# K. Dann setze

G'=(E, K\ Ky).

Waihle eine Kante ef € K \ Ky. Da G zusammenhéangend ist, wéhle einen Weg p
in G von a nach e.
Fall 1: Der Weg p verlauft vollstandig in w. Dann ist der Endpunkt e € w. Da e
fe K\ Ky, ist dg/(e) > 0.
Fall 2: Es gibt eine Kante in p, die nicht in w liegt. Sei bc € K \ K, die erste
solche Kante entlang des Weges. Dann ist b € w und &hnlich wie oben ist d¢g/(b) >
0.

In jedem Fall kénnen wir also b € w wéhlen mit dg/(b) >0 hat. Anwendung von
(1) auf G’ liefert einen geschlossenen Weg w’ = (b, by, ..., bx_2,b) in G’, in dem jede
Kante von G’ hochstens einmal vorkommt. Wenn b= a; so ist

(ao, ey @i—1,0;=b,01, ..., b9, b=a;, ai41, ..., a1—2, alfl)

ein langerer Weg in (G, in dem jede Ecke hochstens einmal vorkommt. Dies ist ein
Widerspruch zur Maximalitat von w. O

Aus dem vorangehenden Beweis kann man einen Algorithmus zur Konstruk-
tion eines Eulerschen Wegs in einem endlichen zusammenhéngenden G extra-
hieren: man finde zunachst einen geschlossenen Weg, in dem jede Kante hochstens
einmal vorkommt. Dann suche man einen Punkt auf dem Weg, von dem eine
Kante abgeht, die nicht in dem Weg liegt. Wenn es keinen solchen Punkt gibt, ist
man fertig. Ansonsten bilde einen Weg in G’ wie im Beweis und verkette diesen
mit dem urspriinglichen Weg. Durch Iteration dieses Verfahrens wird der Graph
ausgeschopft und man erhalt einen Eulerschen Pfad.

Die Frage nach Eulerschen Wegen in Graphen ist also recht gut algorithmisch
beherrschbar. Ein vorgelegter Graph G wird auf Zusammenhang iiberpriift: ausge-
hend von einer beliebig gewahlten Ecke a wird sukzessiv die Zusammenhangskom-
ponente von a erzeugt. Wenn diese den gesamten Graphen ausschopft, ist G
zusammenhangend. Der Graph G ist weiterhin Eulersch, wenn jede Ecke geraden
Grad besitzt.

8.2 Hamiltonsche Graphen

Hamiltonsche Graphen lassen sich algorithmisch nicht einfach beherrschen, es gibt
noch viele ungeloste Probleme in diesem Zusammenhang. Die Entscheidung, ob
ein vorgelegter Graph Hamiltonsch ist, kann bisher nicht durch einen allgemeinen
Algorithmus getroffen werden. Wir verdeutlichen das am Beispiel eines Graphen,
bei dem die Eigenschaft nicht-Hamiltonsch zu sein durch ein etwas verwickeltes
Argument gezeigt werden kann:
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Definition 8.8. FEin schlichter gewichteter Graph ist eine Struktur G = (E,
R, K,w), wobei (E,K) ein schlichter Graph ist und w: E x E—TR, so dass

Yo,y € Bw(z,y)=w(y, ).

Wenn xy € K so ist w(z, y) = w(zry) das Gewicht der Kante xy. Wenn (ay, ...,
a;_1) ein Weg in G ist, so ist das Gewicht von G definiert als
1-2

w(a07 e alfl) = Z w(@z’, ai+1)-

=0

Gewichte konnen als Aufwand fiir das Zuriicklegen einer Kante betrachtet werden,

etwa als Zeit oder Entfernung. Das Problem des Handlungsreisenden ist folgende
Aufgabe:

Zu einem Hamiltonschen Graphen G finde man einen Hamilton-
schen Pfad mit minimalem Gewicht.

Das Problem ist in dieser Form allgemein nicht mit vertretbarem Rechenauf-
wand losbar. In seiner allgemeinen Form ist die Losung des Problems in polyno-
mieller Zeit aquivalent zu P = NP. Wegen der grundsatzlichen Bedeutung des
Problems, nicht nur fiir Handlungsreisende, sind eine Reihe von effizienten Nahe-
rungsalgorithmen entwickelt worden, die allgemein oder auf Spezialfille zutreffen.
Ein primitiver suboptimaler Algorithmus ist es, an jeder Stelle zum néchsten
Nachbarn weiterzulaufen, d.h. die Kante von geringstem Gewicht zu benutzen.
Dieser Algorithmus wird aber im allgemeinen keinen Hamiltonschen Weg finden,
oder einen Hamiltonschen Weg mit suboptimalem Gewicht.

8.3 Baume

Definition 8.9. Fin Graph G = (E, K) ist ein Baum, wenn G zusammenhdn-
gend und azyklisch ist.

Satz 8.10. Sei G = (E, K) ein endlicher Baum mit n Ecken und m Kanten.
Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

a) G ist ein Baum.

b) Zwischen zwei beliebigen Ecken von G existiert genau ein Weg.

c) G ist zusammenhdingend, und wenn man eine beliebige Kante aus G ent-
fernt, so ist G nicht mehr zusammenhdangend.

d) G ist zusammenhdngend und m=n — 1.

e) G st azyklisch, und durch Hinzufiigen einer neuen Kante erhdlt G einen
Zyklus.
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Beweis. a) —b) Sei G Baum. Angenommen, es gibt Ecken a und b und zwei ver-
schiedene Wege w = (a, ay, ..., a;_2,b) und w’= (a, ai, ..., aj_s, b) von a nach b. Da
w # w’ konnen wir ein kleinstes ¢ + 1 wahlen mit a;41 # a{y; . Wihle dann mini-
male Indizes j, k> mit a;=aj. Dann ist

! !/ ! __
(@jy ey @ = Ay Qf 1, ..vy G = Q)

ein Zyklus in G, im Widerspruch zur Azyklizitat von G.

b) — ¢) Es gelte b). Betrachte eine Kante ab in G. Nach b) ist dies der einzige
Weg von a nach b. Nach Entfernen von ab gibt es keinen Weg mehr von a nach b
und der Graph wird unzusammenhéangend.

¢) — d) Wir beweisen die Implikation durch Induktion iiber die Machtigkeit
|E| von G. Betrachte einen Graphen G = (F, K), der ¢) erfiillt, und die Implika-
tion gelte fiir alle kleineren Graphen als G. Wahle eine Kante ab € E.

(1) Der Graph G’ = (FE, K \ {ab}) hat genau zwei Zusammenhangskompo-
nenten: die durch a bzw. b bestimmt werden.

Beweis: Angenommen, die Ecken a und b lassen sich in G’ durch einen Weg p
verbinden. Betrachte beliebige Ecken e, f € E. Da G zusammenhéngend ist, gibt
es in G einen Weg w von e nach f. Falls die Kante ab in w vorkommt, ersetze
diese jeweils durch den Weg p. Der substituierte Weg ist ein Weg von e nach f in
G'. Also ist G’ zusammenhéngend, im Widerspruch zu c).

Betrachte nun eine beliebige Ecke e € E. Da G zusammenhéngend ist, gibt es
in GG einen Weg w von e nach a.

Fall 1: w enthalt die Kante ab nicht. Dann ist w ein Weg in G’ von e nach a.
Also liegt e in der Zusammenhangskomponente von a in G'.

Fall 2: w enthélt die Kante ab. Sei w’ = (e, ..., f) maximales Anfangsstiick von
w, das die Kante ab nicht enthélt. Dann ist f = a oder f = b, w’ ist ein Weg in
G’', und e ist in der Zusammenhangskomponente von a oder von b in G’. ged(1)

Sei GG, die Zusammenhangskomponente von a und G, die Zusammenhangs-

komponente von b beziiglich G’.

(2) G, und Gy, erfiillen c).

Beweis: Als Zusammenhangskomponenten sind G, und G, zusammenhéngend.
Betrachte eine beliebige Kante e f in G, . Die Ecken e und f sind dann nicht
mehr in K \ {ef} durch einen Weg verbindbar. Dies impliziert, dass e und f nach
Fortlassen von e f auch nicht in G, verbindbar sind. ged(2)

Nach Induktionsvoraussetzung gilt d) fiir G, und G, : Wenn n, bzw. m, die
Anzahl der Ecken und Kanten von G, ist, so gilt m, = n, — 1. Entsprechend ist
my = n, — 1. Da die Tragermenge des Graphen G die disjunkte Vereinigung der
Tragermengen der Graphen G, bzw. G} ist, ist

n="ng+nyp.
Wir hatten schon oben iiberlegt, dass die einzige gewohnliche Verbindung von G,

und G, ist entlang der Kante ab. Es gibt keine weiteren Kanten, die G, udn G
verbinden. Fiir die Anzahlen der Kanten gilt:

m=mg,+mp+ 1.
Nach Induktionsvoraussetzung ist m,=n, — 1 und m,=mn;, — 1. Damit ist

m=mg+mp+1l=n,—1+n,—1+1=(Mng+ny) —1=n—1.
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Also gilt d) auch fiir G.

d) — e) Wir beweisen die Implikation durch Induktion {iber die Eckenzahl n €
N\ {0}.
Induktionsanfang: Sei n = 1. Dann ist G der triviale Graph e mit einer Ecke.
G erfiillt die Eigenschaft e) aus trivialen Griinden.
Induktionsschritt: Angenommen, die Implikation gilt fiir n. Betrachte einen
zusammenhéngenden Graphen G'= (E, K) mit n+ 1 Ecken und n Kanten.
(3) Es gibt eine Ecke a € E mit dg(a) =1.
Beweis. Da G zusammenhéngend ist und |E| > 2, ist Ya € Edg(a) > 1. Ange-
nommen es gilt Va € Edg(a) > 2. Zu jeder Ecken gehoren dann zwei Kanten, von
denen jede wiederum zu zwei Ecken adjazent ist. Damit ist

(n+1)-§:n+1

eine untere Schranke flir die Anzahl der Kanten, im Widerspruch zur Vorausset-
zung. qed(3)

Waihle ein a € E mit dg(a) =1. Wihle das eindeutig bestimmte b € E mit ab e
K. Wir entfernen die Ecke a und die Kante ab aus G. Der Graph

G'=(E\{a}, K \{ab})

ist zusammenhangend mit Eckenzahl n und Kantenzahl n — 1. Nach Induktions-
voraussetzung erfiillt G’ die Eigenschaft e): G’ ist azyklisch und durch Hinzufiigen
einer neuen Kante erhélt G’ einen Zyklus.

(4) G ist azyklisch.

Beweis: Angenommen, z = (ag, ..., aj—1 = ag) ist ein Zyklus in G. Jede Ecke in
einem Zyklus hat mindestens Grad 2. Da dg(a) = 1 ist, kommt @ nicht in z vor.
Also ist z ein Zyklus in G’, im Widerspruch zur Azyklizitdt von G'. ged(4)

(5) Seien e, f € E, e# f und ef ¢ K. Dann enthélt der Graph Gt = (E, K U {e
f1}) einen Zyklus.

Beweis: Wenn e, f € E'\ {a}, so ist ef eine neue Kante fiir G’. G’ enthélt nach
Hinzufiigen von e f einen Zyklus, der auch Zyklus in G ist. Andernfalls kénnen
wir annehmen, dass e =a. Dann ist f #bund f,b€ E \ {a}. Da G’ zusammen-
héngend ist, gibt es einen Weg (f = ayo, ay, ..., a;_1 =b) von minimaler Lénge, der f
und b verbindet. Dann ist (e =a, f = ag, ay, ..., aj—1 = b, a) ein Zyklus in dem Gra-
phen G*. ged(5)

e) — a) Angenommen, G erfiillt e). Fiir a) gentigt es zu zeigen, dass G zusam-
menhangend ist. Betrachte Ecken a,b € E. Falls ab € K, so gibt es trivialerweise
einen Weg von a nach b. Falls ab ¢ K, flige ab als neue Kante zu G hinzu. Dann
ist der erweiterte Graph zyklisch. Wahle einen Zyklus z = (ao, a1, ..., ;1) im
erweiterten Graphen. Da der urspriingliche Graph azyklisch war, muss die neue
Kante ab in z vorkommen. Da z ein Zyklus ist, kommt ab genau einmal in z vor.
Ohne Einschrankung ist a =ap=a;—1 und b=a;. Dann ist (b=ay,...,aq;—1=a) ein
Weg von b nach a im Graphen G. Also ist G zusammenhangend. n

Jeder Graph enthalt Teilbaume, z.B. die einpunktigen Teilgraphen. Von
besonderem Interesse sind maximale Teilbaume:
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Definition 8.11. Sei T' = (E, K') ein Teilgraph von G = (E, K), d.h. K' C K.
Dann ist T ein Spannbaum von G, wenn T ein Baum ist. Ein Spannbaum ist
also ein Teilbaum, der alle Ecken von G umfasst.

Zu einem gegebenen Graphen gibt es in der Regel viele Spannbaume. Ein Pro-
blem, das auf den ersten Blick dem Problem des Handlungsreisenden ahnelt, ist
die Bestimmung eines beziiglich einer Wichtung minimalen Spannbaums:

Definition 8.12. Sei G = (E, R, K, w) ein endlicher gewichteter Graph. FEin
minimaler Spannbaum ist ein Spannbaum T = (E, K') von G, dessen Gesamt-
gewicht

Z w(a,b) eR
abe K’

mainimal ist.



