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Aufgabe 28
Sei S eine Sprache und R eine Klasse von S-Strukturen.

(a) Erinnerung: Eine Klasse & heifit elementar falls ein S-Satz ¢ existiert, so daf & = Mod®¢.
Zeigen Sie, dall K genau dann elementar ist, wenn eine endliche Menge ® von S-Sétzen
existiert, so dak & = Mod®®. (2 Punkte)

(Dies erklart, warum wir elementare Klassen auch “endlich axiomatisierbar” nennen.)

(b) Erinnerung: Eine Klasse £ heiffit A-elementar falls eine Menge & von S-Sétzen existiert, so dafs
& =Mod®®.
Zeigen Sie: R ist genau dann A-elementar falls eine Menge ® existiert, so daf

R= ﬂ Mod®p. (2 Punkte)

ped

(Das “A” steht fiir “Durchschnitt”.)

(c) Sei Ry die Klasse aller unendlichen S-Strukturen. Zeigen Sie: Falls £ A-elementar ist,
so ist auch K N Ry A-elementar. (10 Punkte)

Aufgabe 29

Beweisen Sie: Sei o ein Satz der Sprache der Korpertheorie (Sa, := {+,-,0,1}). Falls ¢ in
allen Korpern der Charakteristik 0 gilt, so gibt es ein N,, so dak o in allen Korpern der
Charakteristik p fiir p > N, gilt. (25 Punkte)

Definitionen:
Sei € ein bindres Relationssymbol. Die Sprache S¢ := {€} wird als Sprache der Mengenlehre
bezeichnet. Wir definieren die folgenden Sc-Ausdriicke:

EX: JzVy(—(y € x)),

EXT: VaVy(Vz(z €2 <> z€y) = 2 =y),

PAAR :VzVyJzVw (w € z <> (w=zVw =y)).
Aufgabe 30
Sei M = (M, E) eine Sc-Struktur und es gelte M = EX AEXT A PAAR. Zeigen Sie, dass M
eine unendliche Menge ist. (20 Punkte)

Tip: Definieren Sie per Induktion eine Injektion von den natiirlichen Zahlen in das Modell M.



Aufgabe 31

Sei M = (M, E) eine Sc-Struktur.

(a) Ein Element s € M heifit maximal, wenn es kein Element v € M mit s E'u gibt.
Zeigen Sie: Wenn die Struktur M die Ausdriicke PAAR und EXT erfiillt, so besitzt M
kein maximales Element. (12 Punkte)

(b) Ein Element s € M heift fast maximal, wenn fiir alle Elemente u € M aus s Eu
folgt, dass s gleich u ist. Zeigen Sie: Wenn die Struktur M die Ausdriicke PAAR und
EXT erfiillt und s ein fast maximales Element von M ist, so gilt s E's. (12 Punkte)

(c) Geben Sie ein Beispiel fiir eine endliche Sc-Struktur, die PAAR und EXT erfiillt und ein
fast maximales Element besitzt. (6 Punkte)

Definitionen:
Sei M = (M, E) eine Sc-Struktur und z,y, z seien Elemente aus M. Dann ist z die Po-
tenzmenge von y in M, falls folgendes gilt:

Vz(Vw(wEz - wEy) — zEx).
Weiterhin nennen wir z die Paarmenge von x und y in M, falls gilt:
Vw(wEz + (w=zVw=y)).

Aufgabe 32

Gerichtete Graphen lassen sich als Sc-Strukturen interpretieren: Im folgenden Graphen G
bedeutet ein Pfeil von einem Knoten x zu einem Knoten y, dass x E y gelten soll. Dann ist
G := (G, F) also eine Sc-Struktur.

Finden Sie Antworten auf die folgenden Fragen:

(a) Ist der Graph G ein Modell von EX? (3 Punkte)

(b) Ist der Graph G ein Modell von EXT? (12 Punkte)

(c) Was ist die Potenzmenge von d in G? (5 Punkte)

(d) Was ist die Potenzmenge von f in G? (5 Punkte)

(e) Fiir welche Paare aus G existiert die Paarmenge in G? (12 Punkte)?
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