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Ubungsblatt 5

Einfiihrung der fehlenden Junktoren und Quantoren
Wir erweitern das Sequenzenkalkiil um folgende Konventionen:
(OAY) :==(=0V =), (¢ = ¥) = (=9 V V),

(¢ =)= (0= V)A (¥ — ¢), Vo g := Tz .

Aufgabe 15

Leiten Sie die folgenden Regeln im Sequenzenkalkiil ab. In Zukunft werden wir diese Regeln
voraussetzen, d.h. sie konnen in Beweisen verwendet werden. Sie kdnnen diese Regeln auch
in dieser Aufgabe verwenden, vorausgesetzt Sie benutzen nur schon bewiesene Regeln.
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(a) (Wid") ?_‘i ( (TND) NCYED] (1 Punkt)
I ¢ ¢ ' —¢ ' =gy o=y

(b) (KP1) g (KP2) I 6 (KP3) R (KP4) T =6 (10 Punkte)
I'(oVey) I'(¢ —¢) r ¢ jp—

() (MP) T —¢ (MP) T ¢ (N21) T (N22) T (10 Punkte)
r ¢ r o ¢ ¢

(d) (A1) 1 z (n) LAY g D@AY) (3 Te ¥ 0 punkie)

W I ¢ r 4 I' (p—9)
Aufgabe 16

Es sei S eine eine Symbolmenge fiir eine Sprache erster Stufe. Wir definieren die Menge P(S)
der Ausdriicke von S, die in prianexer Normalform sind, rekursiv durch
Py(S) := {p € Fml(S) | ¢ ist quantorenfrei};
Poi1(S) .= P,(S)U{Fuip|p € P (S) Ni<w}U{Vv;p|p € BP(S) AN i <wl

U P.(9).
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Wir sagen, daf ein Ausdruck ¢ in prinexer Normalform (oder auch kurz: prinex) ist,
falls o € P(S). Zeigen Sie, dass es zu jedem ¢ € Fml(5) ein ¢’ € P(S) gibt mit = (¢ < ¢).
(20 Punkte)



Aufgabe 17
Es sei S eine eine Symbolmenge fiir eine Sprache erster Stufe und 2 eine S-Struktur. Einen
Isomorphismus von 2 nach 2 (vgl. Aufgabe 9) nennen wir auch Automorphismus.

(a) Zeigen Sie, dak die Automorphismen einer Struktur 2 eine Gruppe bilden. (10 Punkte)

(b) Geben Sie eine unendliche Struktur an, deren einziger Automorphismus die Identitét
ist. (10 Punkte)

(c) Geben Sie eine abzdhlbare Struktur mit iiberabzahlbarer Automorphismengruppe an.
(10 Punkte)

Aufgabe 18

Sei S := {R}, R ein einstelliges Relationssymbol und ® := {Jz Rz} U{—-Ry |y eineVariable}.
Zeigen Sie:

(a) @ ist erfiillbar und wiederspruchsfrei. (10 Punkte)

(b) Fiir keinen Term ¢ € T gilt ® - Rt. (10 Punkte)

(c) Ist 3= (2, 3) ein Modell von ®, so ist A\{J(¢t) |t € T} nicht leer. (10 Punkte)

Aufgabe 19
Sei S := {R}, R ein einstelliges Relationssymbol und seien x und y verschiedene Variablen.
Fiir ® := {Rx V Ry} zeige man:

(a) Nicht ® - Rz und nicht ® - —~Rx, d.h. ® ist nicht negationstreu.(10 Punkte)
(b) Nicht 3% = ®. (10 Punkte)
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