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Aufgabe 11

Sei X eine beliebige Menge und p(X) die Potenzmenge von X (die Menge aller Teilmengen
von X). Fiir A C X definieren wir —A := X\A := {z € X;x ¢ A}. Zeigen Sie, daR
Pow(X) := (p(X);U,N, —, &, X) eine Boolesche Algebra ist (vgl. Aufgabe 10). (15 Punkte)

Aufgabe 12
Sei S eine Symbolmenge fiir eine Sprache erster Stufe und K eine Klasse von S-Strukturen.
Fiir zwei S-Sitze o und 7 definieren wir

orngTi <= VA€ R(AEo < AET).

Es sei Sent(S) die Menge der S-Sitze und L(S, ) die Menge der ~g-Aquivalenzklassen von
S-Sétzen (also L(S, R) = Sent(S)/~g). Wir definieren nun

[QO]N@ : [¢]Nﬁ = [90 A 1/)]~ﬁ
[Pl + [lng =10V leg

_[QO]NR = [_'(p]’vﬁ
1:=[Vz(z = x)]q
0:=-1

Zeigen Sie:
(a) Diese Operationen sind wohldefiniert. (10 Punkte)
(b) Die Struktur
Lind(S, R) := (L(S, R); +,-,—,0,1)
ist eine Boolesche Algebra. Wir nennen sie die fR-Lindenbaumalgebra. (20 Punkte)
(c) Die Lindenbaumalgebra ist stets abzédhlbar. (6 Punkte)

Hinweis. Eine Menge X ist abzdhlbar, falls eine Surjektion von einer abzdhlbaren Menge auf X
existiert. Warum ist die Menge aller S-Satze abzahlbar?

(d) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Je zwei Elemente von R sind elementar dquivalent (vgl. Aufgabe 9), und
2. Lind(S, K) hat genau zwei Elemente. (15 Punkte)



Aufgabe 13
Falls By = (Bg;+,, —,0,1) und B; = (B;;®,®, 6, L, T) zwei Boolesche Algebren sind, und
F : By — Bj, so nennen wir F' einen Booleschen Morphismus falls fiir alle z,y € By

z+y)=Flz) @ F(y),

z-y) = F(z) © F(y),

1. F(
(

3. F(-z) = oF(x),
(
(

2. F

4.

’11

0) =L und

5. F(1) =

(a) Inwieweit hingen der Begriff des Booleschen Morphismus und der allgemeine Begriff
von Isomorphismen von Strukturen (vgl. Aufgabe 9) zusammen? (2 Punkte)

(b) Sei S eine Symbolmenge fiir eine Sprache erster Stufe und sei & eine Menge von S-
Strukturen. Zeigen Sie: Es gibt einen Booleschen Morphismus von Lind(S, 8) nach
Pow(R). (12 Punkte)

Hinweis. Die Berechnungen aus Aufgabe 4 kénnten helfen.

Aufgabe 14

Der Ableitungskalkiil der Vorlesung verwendet nur die Symbole V, 4 und —. Man kann
die logischen Symbole A und V als Abkiirzungen einfiihren: ¢ A 9 stehe fiir den Ausdruck
—(—p V =) und Vzy stehe fiir den Ausdruck —3z—¢. Zeigen Sie (unter Verwendung der
angegebenen Bedeutungen von A und V) die Giiltigkeit der folgenden fiinf Ableitungsregeln
(jeweils 8 Punkte, insgesamt also 40 Punkte):
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