FILTER, ULTRAFILTER UND EINFUHRUNG VON *R

Im Sinne von G.W.Leibniz ist: Eine Kurve besteht aus unendlich vielen unendlich kurz-
en Stiicken. So darf man denken, wenn man Gegenstdnde der Mathematik oder Physik
anschaulich darstellen will. Aber unter den rellen Zahlen ist keine, die unendlich klein
ist. Es ist jedoch gelungen, das Argumentieren mit infinitesimalen Groflen auf eine Sichere
Grundlage zu stellen. Man erweitert den Korper der reellen Zahlen zu einem Korper *R,
in dem es infinitesimale und unendliche Elemente gibt und kann dort Analysis ohne € und
0 betreiben. Dies allein wére allerdings vollig nutzlos, wenn man Erkenntnisse, die man
in *R gewonnen hat, nicht zuriick in unsere Welt holen konnte. Letzteres ist aber nicht
mehr Thema dieses Vortrags. Hier geht es darum, zu zeigen, dass ein Erweiterungskorpers
R D R existiert, der infinitesimale und unendliche Elemente enthélt.

Grundlegend fiir die Konstruktion von Nichtstandard-Modellen sind Ultrafilter.

Filter und Ultrafilter fiir (P(/),C)

Sei I # 0 und P(I):={A| AC I}. Eine Menge F C P(I) heiit Filter iiber I, falls gilt:
(1) F# 0 und 0 ¢ F;
(2) ABeF = ANBeF;
(3) Ac F,ACBCI — BeF.

Fiir einen Filter F iiber [ sind dquivalent:

(1) Zu F gibt es keinen echten Oberfilter, d.h. (G Filter und F C §) — F =G;
(2) ACTI—-(A¢F—I—-AcF).
Erfillt F eine der Aussagen (1) oder (2), dann heifit F Ultrafilter tiber I.

Die Folgende Menge ist ein Beispiel fiir einen Ultrafilter: Sei I unendlich, iy € I fest und
F:={ACIlip € A}.

Man sieht leicht, dass F ein Filter ist. Zum Beweis der Ultrafiltereigenschaft sei indirekt
F kein Ultrafilter. Dann existiert ein Filter G # F mit F C G und folglich gibt es ein
AeG\F. Da A¢ Fist, folgt ig ¢ A, dh. esist AN{ipg} =0. Da Ae G {isx} e FCG
und da G ein Filter ist, folgt A N {ig} € G. Wegen AN {ig} = 0 ist somit ) € G im
Widerspruch zur Filtereigenschaft von G.

Beim Argumentieren mit Filtern werden folgende Aussagen héufig benutzt:
Fiir jeden Filter F iiber [ gilt:

(1) I eF

(2) ABeF und ANBCC = CeF

B)AeF = I-A¢F

Beweis: zu (1): Da F # () gibt es A € F. Wegen A C Fist [ € F. zu (2): folgt
sofort aus den Filtereigenschaften. zu (3): Angenommen, [ — A € F, dann wére auch

AN(I —A) =0 e F. Widerspruch.
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In einem gewissen Sinne Grundlegend ist der Filter C der koendlichen Teilmengen
von N:
C:={ACN|N-— Aist endlich } ist ein Filter tiber N.

Beweis: C # () wegen N € C. Esist ) ¢ C, da N = N — ) unendlich ist. Gilt A, B € C,
dann sind N — A und N — B endlich. Somit ist auch N — (AN B) = (N—- A)U (N - B)
endlich, also ANB € C. Ist A€ Cund A C B C N, dann ist N — A endlich, und wegen
N - B CN— Aist auch N — B endlich, also B € C.

C ist kein Ultrafilter, denn ein Ultrafilter enthélt entweder eine Menge oder deren Komple-
ment. Z.B. ist aber 2N weder endlich noch koendlich.

Lemma von ZORN

Sei (X, <) eine partielle Ordnung, dann gilt:

Jede nichtleere linear geordnete Menge K C X hat eine obere Schranke = X besitzt
ein maximales Element.

Mit Hilfe des Lemmas von Zorn wird die Existenz eines Ultrafilters iiber N bewiesen, der
schliellich die Existenz von *R sichert. Wer also an das Auswahlaxiom glaubt, der muss
akzeptieren, dass es unendlich kleine Zahlen und Monaden usw gibt.

Existenz von Ultrafiltern
Satz: Zu jedem Filter Fy iiber I existiert ein diesen Filter umfassender Ultrafilter.

Beweis: Zu einem Filter Fy iiber I setze

X ={FCP{)|FoCF und F Filter}.

Wegen Fy € X ist X # (). (X, C) ist eine Halbordnung. Der Satz ist bewiesen, wenn man
gezeigt hat:

(1) Jede nichtleere linear geordnete Menge K C X hat eine obere Schranke.
(2) Jedes maximale Element von X ist ein Fy umfassender Ultrafilter.

Zu (1): Sei K C X nichtleer und linear geordnet. Die Menge H := | J K ist zunéchst eine
obere Schranke von K in P([), da VF € KF C H. Es bleibt noch zu zeigen, dass H € X:
Es gilt Fy C 'H, da alle Filter in K Obermengen von Fy sind.

Zur Filtereigenschaft: H # 0, wegen I € Fy C H. Es gilt ) ¢ H, da () ¢ F fiir alle F € K
ist.

Sind A, B € ‘H, dann existieren F;, Fo € K mit A € F; und B € F5. Da K linear geordnet
ist, folgt 0.E. F; C Fs, also A, B € F5. Da F; Filter ist, folgt AN B € F, CH.

Ist Ae¢ Hund A C B C I, dann gibt es F € K mit A € F. Da F ein Filter iiber [ ist,
folgt B € F C H.

zu (2): Sei F ein maximales Element von X. Da F € X, ist F ein F, umfassender Filter.
Sei nun F C @ fiir einen Filter G iiber I. Dann ist G € X, und da F ein maximales
Element von X ist, folgt F= G. Somit ist F ein Ultrafilter.

Aus (1) folgt mit dem Lemma von Zorn, dass X ein maximales Element hat, und aus (2)
folgt, das dies ein F{ umfassender Ultrafilter ist. Dies 6ffnet nun die Tiir zur Nichtstandard-
Analysis.
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Definition von *R

Wihle einen Ultrafilter F mit C C F. F enthélt also alle koendlichen Teilmengen von
N und dariiber hinaus noch fiir jede Teilmenge von N entweder ihr Komplement oder die
Menge selbst.

Fiir a, 8 € RY definiere die Sprechweise

a(i) =p03) ti. e {ieN|ali) =063} eF.

Schreibe o ~ 3, falls (i) = 3(i) f.ii. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation in RY.
Beweis: Es gilt o ~ a wegen {i € N| a(i) =a(i)} =N e F.

a~ [ = [~ «awegen der Symmetrie der Gleichheit.

Ist @ ~ B und B ~ ~, dann gilt auch o ~ v wegen

{teNfa(i)=p@yN{i e N|5() =)} S {ieN|ali) =7()} € F.

Fiir r € R sei ry € RY die konstante Folge (r,7,7,...).

Abweichend von der iiblichen Vorgehensweise werden jetzt den Folgen o mit o ~ ry nicht
ihre Aquivalenzmengen zugeordnet, sondern r selbst. Damit wird direkt R C *R erzwun-
gen. Fiir a € RY setze

falls dr € Ra ~ ry

— r,
a.—{ {BeRY| B ~a} sonst.
Schliefllich definiere R* := {@ | o € RN},

Es gilt:
(1) Vo, eRNa =3 & a~ f;
(2) Vr € Ry =1
(3) R C*R.

Die Eindeutigkeit von @ im Fall o ~ ry und die Eigenschaften (1) bis (3) sind wegen der
Ungewohnlichen Definition nicht von vornherein klar, aber dennoch war.

Zwei Folgen, die sich an nur endlich vielen Stellen unterscheiden stellen dasselbe *R-
Element dar. Ob (0,1,0,1,...) und (1,0,1,0,...) d4quivalent sind, hingt vom gewihlten
Ultrafilter ab, den man nicht explizit angeben kann.

Struktur auf *R
Seien «, 3 € RN. Setze

a+* B :=a+0, a*fB=a-8

und schreibe B
a <" f:e{ieN|a@i)<p@l)}eF.

Dann sind @ +* 3, @ -* 8 und die Giiltigkeit von @ <* 3 unabhiingig von den speziellen
Representanten a und §. Auflerdem sind +*, -*, <* in *R Fortsetzungen von +, -, < in R.
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Beweis: Seien @ = o/ und 3 = #’. Dann gilt nach Definition

Ay ={ieNJa(i)=d(i)} € Fund Ay :={i e N| 8(i) = (i)} € F. Da F ein Filter
ist gilt auch A;N Ay C{ieN|a(i)+60)=a(i)+0 ()} eF. Alsoist a+ =o'+ .
Genauso geht a + =o' + (.

Ist @ <* 3, dann ist A3 := {i € N | a(i) < o/(i)} € F. Wegen Ay, Ay, Ay € F folgt
ANANA;ClieN| (i) <P ()} €F. Alsod <*f3.

Zum Beweis von + = +* |g seien 7,8 € R. Dann gilt 7y =7, 5y = s, (r+s)y =7+ s
und es folgt: 7 +s=(r+s)n=rn+ sy =Ty +* 5y =7 +* 5. Genauso geht r-s =1 -*s.
SchlieBlich gilt: r <s < {i e N|ry(i) < sn(i)} e Femw <'syer<'s

Im folgenden kann deshalb auf die Unterscheidung von +*,-*, <* und -+, -, < verzichtet
werden.

Satz: (*R,+, -, <) ist ein Korper.

Beweis: Die Koérperaxiome folgen im wesentlichen aus den Rechenregeln fiir Folgen und
der Definition von + und - in *R. Die 0 und die 1 in *R sind die 0 und die 1 in R. Einzig
interessant ist die Existenz inverser Elemente. Hier wird ausgenutzt, dass F ein Ultrafilter
ist:

Ist @ # 0, dann ist {i € N | «a(i) #O} € F,dasonst {i € N| a(i) =0} € F und
damit @ = 0 wire. Setze (i) := , falls a( ) # 0 und B(i) := 0 sonst. Dann ist

{ieN|(a- )()-1}-{26N|a()7£0}€.7: und es folgt @- B3 =a -5 = 1.

Endlich, unendlich, infinitesimal und ~
Seien @, § € *R. Dann heif3it

endlich oder finit, falls In € N|a| < n;
unendlich, falls Vn € N|a| > n;
infinitesimal, falls Vn € N|a| < 1/n;
a unendlich nahe bei 3 oder @ infinitesimal benachbart zu 3 (geschrieben: @ ~ B),
falls @ — (3 infinitesimal ist.

| Ql Ql ol

(1)
(2)
(3)
(4)

Eigenschaften von *R

(1) *R enthilt von 0 verschiedene infinitesimale Elemente.
Zum Beispiel gilt fiir « € RY : Wenn lim,, o, a(n) = 0, dann ist @ infinitesimal.
(2) *R enthilt unendliche Elemente, d.h. *R ist nicht archimedisch.
Zum Beispiel ist @ unendlich, falls lim,,_,, a(n) = co.
(3) *R ist nicht (ordnungs)vollstindig.
(4) = ist eine Aquivalenzrelation iiber *R.
(5) Endliche Elemente liegen unendlich nahe bei einer rellen Zahl.
Genauer: Vz € *R (z endlich = Jlr e Rx ~r).
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Beweis: zu (1): Sei n € N gegeben. Dann gilt |«(i)| < 1/n bis auf endlich viele ¢ € N. Da
F alle koendlichen Mengen von P(N) enthélt, folgt |a(i)| < 1/n f.ii. und somit |a] < 1/n,
also ist @ infinitesimal.

zu (2): Dies gilt, da a(i) > n f.ii.

zu (3): Betrachte N C *R und 8 := (1,2,3,4,...). Dann ist 3 eine obere Schranke von
N. Zum Nachweis, dass N keine kleinste obere Schranke hat, reicht es zu zeigen, dass mit
@ auch @ — 1 obere Schranke von N ist. Sei hierzu @ obere Schranke von N. Dann gilt
neN = n+1eN —= n+1<a = n<a-—1,dh @—1ist eine obere Schranke
von N.

Der tiefliegende Grund, warum *R nicht vollstédndig ist, dass die Vollstédndigkeit nicht mit
einer Formel erster Stufe ausgedriickt werden kann. Alle erststufigen Formeln {ibertragen
sich ndmlich von R nach *R.

zu (4): Das folgt aus @ ~ 3 < Vn € N|a(i) — 8(i)| < 1/n fii.

zu (5): Sei x € *R endlich. Dann gibt es ny € N mit |z| < ng, d.h. es ist —ng < z < ny.
Setze A := {s € R|s < 2} CR. Wegen —ng € A und s < ny fiir alle s € A ist A eine
lichtleere, in R nach oben beschriankte Menge. Da R vollstindig ist, existiert eine kleinste
obere Schranke r € R von A. Sei nun n € N. Da r obere Schranke von A ist, folgt
r+1/n ¢ Aund somit  <r+ 1/n. Da r — 1/n keine obere Schranke von A ist, existiert
ein s € A, so dass s < r — 1/n nicht gilt. Folglich ist r — 1/n < s < z. Im ganzen gilt also
r—1/n <x <r+1/nfir alle n € N, was bedeutet, dass z ~ r. Sei t € R ein weiteres
Element mit = ~ t. Dann ist ¢ ~ r, weil ~ eine Aquivalenzrelation ist. Da aber ¢, € R
gilt t = r. Daher ist r eindeutig bestimmt.

Damit ist der Erweiterungskorper gefunden, der iiber die reellen Zahlen hinaus auch noch
unendliche und infinitesimale Elemente enthélt.



