SEMINAR ZUR LOGIK: NICHTSTANDARDANALYSIS

Elementare Modelltheorie und Nichtstandardmodelle

— Alexander Sonnikow —

Die Modelltheorie isteine Untersuchung von Axiomensystemen, deren Modellen sowie der Beziehung
zwischen den beiden.

Definition 1: Seien 2l und B L-Strukturen.
(@) Th(2A) := { € Fmlo(L)|2 |= ¢} heiit die Theorie von 2.
(b) 2 und B sind elementar dquivalent := 2( = B := Th(2() = Th(‘B).
(c) Eine Funktion h heifit elementare Abbildung (d.h. /i : 2l < ‘B), falls gilt:
@ b |2A - [B;
(i) Vn <wVe € Fml,(L)Va € [A|"(A = ¢[d] «— B = ¢[h(a)]).
(d) 2 heillt elementare Substruktur von ‘B (d.h. 2 < ‘B), falls gilt:
i) ACB;
(i) id A <B.

Bemerkung 1: Seien 2 und B L-Strukturen.

(a) Fiir ¢ € Fmly(L) gilt: Th(A) = ¢ «— A = .

b)A=B «— Vo e Fmly(L) (AE ¢ < B E ).

©h:A<B —A=B.

(d)h:A=B — h:2A < B. Insbesondere sind also isomorphe Strukturen elementar dquivalent.
(e) Substruktur 2 von B ist elementar gdw. Vo (vo, ..., v,—1) € Fml(L) und Yay, ..., a,—; € || gilt:

A = plag, ..., an-1] «—— B = plag, ..., an_1].

Definition 2: R steht sowohl fiir die Menge wie auch fiir die Struktur des angeordneten Korpers der
reellen Zahlen {iber der Sprache L.

ZIEL: Darstellung der (ersten) Ableitung einer Funktion mit Nichtstandardmethoden.

Seien Funktionen f, g : R — R beliebig vorgegeben. Wir erweitern L zu L' = L U { f.g}y U {#|r € R}.
Durch die Interpretation von f durch f, ¢ durch g und 7 durch r haben wir eine kanonische Expansion
von R zu einer L'-Struktur R’.

Fiir infinitesimale Grof3en wihlen wir ein neues Konstantensymbol 6 und betrachten:
® = Th(R') U {(0<0A6<i)|r e RAO < 7}

Bemerkung 2: Jede endliche Teilmenge &’ von & ist in einer Expansion von R’ erfiillbar.
Nach dem Endlichkeitssatz ist dann insbesondere auch & erfiillbar. Sei (R*, §*) = ®, wobei

R*:(|R*|7<*7+*7-*,f*,g*’(7”*|7"GR)),
Lemma 1: R* ist eine echte Erweiterung von R’ zu einem angeordneten Korper.
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Definition 3: Seien u,v € R*.

(a) wistendlich:= 3r e R |u| <.

(b) Ist u endlich, so bezeichnet st(u) := supg{r € R|r < u} den Standardteil von u.
(c) u ist unendlich klein (auch: infinitesimal) := st(u) = 0.

(d) u, v sind unendlich nahe := u ~ v := u — v ist unendlich klein.

Lemma 2: Secien u,v € R*.

(a) w ist unendlich klein «—— Vr e R (0 <7 — |u| < 7).

(b) Sind v und v endlich, so auch v + v, —u und u- v.

(¢) Sind u und v unendlich klein, so auch v 4+ v, —u und u- v.

(d) Ist u endlich und v unendlich klein, so ist u- v unendlich klein.
(e) Ist r € R, so ist st(r) = r; insbesondere ist r endlich.

Satz 1: Jedes endliche w ist eindeutig darstellbar in der Form v = r + h, so da » € Rund A € R*
unendlich klein ist. Es ist dann r = st(u).

Korollar: Seien u,v € R* endlich. Dann gilt:
(@) st(u + v) = st(u) + st(v).

(b) st(u-v) = st(u)- st(v).

(©) st(—u) = —st(u).

(d) Wenn u < v so st(u) < st(v).

(@) [st(u)] = st(|ul).

Satz2: g=f < Yz € R Vh e R* ((h ~OAR#0) — g*(z) ~ 7f*<x+h}3—f*<x>) ,

Formalisierung einiger Eigenschaften der Sprache L,k der angeordneter Korper:

G+, =0.
wl—l

,,1')1 ’1.1077 entspricht Oé('l')g,{)l>
01 —vol” entspricht (7o, 1)

Uo
,,‘Uo’ <0 entspricht ﬂ(@g,@l) = (((0<’Uo\/0 Uo)—>U0<U1)/\<U0<O—>VU2(Uo+U2:O—>U2<Ul)))

e v VoV, V3U7i: . (DoF0s)e0s+07 0
Betrachte nun:  A(0g, 01, U9, 03, 04) = Vv5Vv6Vv7((a—1—5/\(u—2—6/\a_—3'—7))—>ﬁ( o05) @06 +i7 .
Vo V1 Vo V1 Vo V1 UO ’U1

In jedem angeordneten Korper R gilt: R = Alag, a1, a2, a3,a4] <=

Beispiel: Fiir 0 < n < wist (z") = n- 2"}, denn fiir h € R*\{0} mit h ~ 0 gilt

n __ ,n n—kpnk n
(ZL’ + hll x Zk 0 ( ) . h —n xnfl + h anfkhkf2 .
k=2
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