Seminar Nichtstandard-Mathematik

Funktionen und Funktionenfolgen
10. und 17. Dezember 2002

Es sei zuerst kurz an die {ibliche Definition eines Beriihrungspunktes einer Teilmenge der reel-
len Zahlen erinnert:

x, heilit Berlihrungspunkt von D c R, falls in jeder € -Umgebung von x,, ein Punkt aus D
liegt.

11.1 Nichtstandard-Kriterium fiir den Grenzwert einer Funktion
Sei D < R und x, ein Beriihrungspunkt von D. Sei /': D — R eine Funktion und

¢ € R . Dann sind dquivalent:

(i) lim f(x) = c

D>x—x,

(ii) (re Dundx=x,)= fix)~c

Mit Hilfe dieser Aquivalenz und der von Folgen und € - § Stetigkeit kdnnen wir nun ein
Nichtstandard Kriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion angeben:

11.2 (11.4) Nichtstandard-Kriterium fiir (gleichmiflige) Stetigkeit

Sei Dc R und x, € D. Sei f: D — R eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(1) f iststetigin x (17) f ist gleichméBig stetig

(ii) (x € 'Dundx=x,)= f(x)=flxy) (ii’)

Als einfaches Beispiel fiir das intuitive Rechnen und Beweisen in der Nichtstandard-
Mathematik soll der Zwischenwersatz und Extremalsatz dienen.

11.3 Zwischenwertsatz und Extremalsatz
Seien @, b € R mit a < b und sei f: [a, b] &> R eine stetige Funktion. Dann gilt:

(1) f nimmt jeden Wert zwischen f{(a) und f(b) an

(ii)  f besitzt ein Maximum und ein Minimum

11.5 Jede stetige Funktion /: [a, b] —> R ist gleichméiBig stetig

25.8 Jede stetige Funktion f:K—>R mitKc R" kompakt ist glm. stetig

Dominik Rosch 1/4




11.6 Nichtstandard-Kriterium fiir Differenzierbarkeit

Sei D < R und x, ein Haufungspunkt von D. Sei /: D — R eine Funktion und ¢ € R.
Dann sind dquivalent:

(1) S istin x,, differenzierbar mit Ableitung f'(x,) = ¢

) - fixy)

(ii) Vx e D\{xy}: (x=xy))= —

wobei x, Haufungspunkt von D hei3t, wenn x,, Beriihrungspunkt von D\{x,} ist

11.7 Nichtstandard-Kriterium fiir stetige Differenzierbarkeit
Sei f': [a, b] > R eine Funktion. Dann sind dquivalent:

(1) f ist stetig differenzierbar auf [a, b];

(ii)one[a,b]EIceRVx,ye*[a,b]((x,yzxo/\x;ty)jf() f) )

Im folgenden Lemma bezeichnet £, fiir i <n € N eine Abbildung
E:({(i,n)e NxN|i<n} > R) mit E(i,n) = &;

n °

wir schreiben dann "¢, fiir "€ (i, n)

11.8 Lemma

Seien §;, ,m;, € R fiir i<n € N. Setze
k k

Sp, = Z&in und u,, = Znin firk<neN

« =1 =1
Sei h € N dann gilt: l l

(h'g,~hm, firallei<h) = ( sy~ u, firalle k<h)

11.9 Keislers Infinite Sum Theorem

Sei f: [0, 1] > R Riemann-integrierbar. Es sei
A:{(u,v) e R?|0<u<v<1}— R mit:
(1) A0,v) = A0, u)+ A(u, v) fir O<u<v<l g

(i) A(x++dx) “fx) fiir 0<dx~0 und x, x+dx € [0, 1]

Dann ist A(0, 1) = J-f(f)dt
0
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11.10 Satz
Es besitze F': [0, 1] > R eine stetige Ableitung /. Dann gilt

1
| foa= FQ) - F0)
0

Dieser Satz ist im wesentlichen der Hauptsatz der Differential und Integralrechnung und folgt
direkt aus 11.9 mit A(u, v) = F(v) - F(u).
Die nun folgenden Lemmata werden im Beweis des Existenzsatzes von Peano benotigt.

11.11 Lemma
Sei g : [0, 1] > R Riemann-integrierbar und # € "N \ N . Setze

. 1(i'1) k<neN
Spy = Zi:ﬂ’lg - <ne

X *
Dann gilt fiir jedes x € (0, 1] jog(t)dt X Skeoh

k(hx) <x< k) + 1 ist.

wobei k(x) das eindeutig bestimmte Element aus “N mit p

11.12 Lemma
Sei f:[0,1]x[-1,1] > R stetig. Dann gilt

(xe [0,1]1,y,py € [-1, 1]und y, =y,) = "f(x, ) = f(x,,)

Es folgt nun der Existenzsatz von Peano

11.13 Existenzsatz von Peano
Sei f:[0,1]x[-1,1]—>[-1,1] eine stetige Funktion. Dann existiert eine differenzi-
erbare Funktion ¢ : [0, 1] —> [-1, 1] mit:

¢(0) = 0 und 0'(x) = f(x, o(x)) firalle x € [0, 1]

Zu Bemerken ist, dass im Beweis dieses Satzes weder wie sonst iiblich der Begriff der
gleichgradigen Stetigkeit noch der Satz von Arzela-Ascoli bendtigt wird.
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Nichtstandard-Analysis reeller Funktionenfolgen

12.1 Nichtstandard-Kriterium fiir gleichmifligen Grenzwert und
Hiufungspunkt von Funktionenfolgen
Seif, : D— R, n € N eine Folge von Funktionen. Dann gilt fiir eine Funktion /': D — R

(1) S ist gleichméBiger Grenzwert der Folge f,
< f,(x) = "f(x) fiiralle s € "N\ N und alle x € "D
(1)  f ist gleichméBiger Grenzwert einer Teilfolge der Folge 7,
< f,(x) = f(x) firein h € N\ N und alle x € "D

12.2 Satz von Dini

Sei f, : [a, b] = R, n € N eine monoton fallende Folge stetiger Funktionen, die
punktweise gegen 0 konvergiert.

Dann konvergiert f, gleichmifig gegen die Nullfunktion.

12.3 Nichtstandard-Kriterium fiir gleichgradige Stetigkeit
Esseien f, : D — R, n € N eine Folge von Funktionen und x, € D . Dann sind dquivalent

(1) f,, ist gleichgradig stetig in x,,

(ii) (xe Dundx~xy)) = f,(x) = [ (x,) firallene N

Wobei eine Folge gleichgradig stetig heift genau dann, wenn

Vee R,36 e R,Vn e N((x e DAlx - x| <8) = |f,(x) - f,(x0)| <€)

12.4 Satz von Arzela-Ascoli

Sei f, : [a, b] = R, n € N eine Folge von Funktionen, die in jedem Punkt von [a, b]
gleichgradig stetig und beschrénkt ist.

Dann besitzt f, , n € N eine gleichmiBig konvergente Teilfolge.
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