12. November 2002

SEMINAR ZUR LOGIK: NICHTSTANDARDANALYSIS

Ultraprodukte und Ultrapotenzen

— Christian Panten —

Vorbemerkung:
Wir fixieren eine Sprache L=(I,J,K,t) und eine nicht-leere Menge S.

Definition 1 (Aquivalenz-Relation)

Sei S eine Menge. Und fiir alle s € S gebe es eine L-Struktur 2; mit Grundmenge A;.
Weiter sei U ein Ultrafilter. Die Aquivalenz—Relation ~ auf B := X cgA; sei durch

fwgzz{seS]f(s):g(s)}eU

definiert.

Diese Aquivalenz-Relation ist wohldefiniert.

Beweis:
. f~f,daSeU
cfrg=g~fida{seS| f(s)=g(s)} ={s€S5|g(s) = f(s)}
. f~g9, g~h= f~h,da
{se S| f(s) (s)}n{seS|g(s) (s)} =

{36 S| f(s :g(s) :h(s)} C {36 S| f(s) :h(s)}

€U, wegen der Schnitteigenschaft von Filter €U,wegen der Abschlufeigenschaft von Filter

Zur Erinnerung (Filter und Ultrafilter)
Sei I eine Menge. Dann heifft F Filter auf I, wenn gilt:

(1) F#0und 0 ¢ F
(2) A, BeF=ANBeF
(8) AeF, ACBCI=BeF

F heifft Ultrafilter, wenn zusédtzlich folgendes gilt:

(4) ACI= (AcFaI\A¢F)
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Definition 2 (L-Struktur )

Nun definieren wir eine L-Struktur 2 auf A:= B/~ :={[h] | h € B}.
Relationen:  R;([ho] ... [hyi)-1]) = {s€ S IR (ho(s) ... hygiy—1(s)) €U

Funktionen:  f;([ho] ... [ht(j)_l]) = [(fjﬁé (ho(s)... ht(j)_l(s)) | s€9)]
Konstanten: ¢ := [(C?S | s€9)]

Die so definierte L-Struktur ist wohldefiniert.

Beweis:

Ri([ho] .. [hn-1]) == {s € S |R (ho(s) ... hn-1(s)) } €U

Sei (ho, ..., hn-1), (hg, ... hy, 1) € A" mit Vj € {0,...,n— 1} hj ~ h
Nun ist zu zeigen:
{s €S| R (ho(s)...hn-1(s)) } €U &

{s €S| R (hy(s)...hy_1(s)) } €U
Wegen der Symmetrie geniigt es ,, = zu zeigen:

Sei {s €S| R™ (ho(s)...hn-1(s)) } € U.
vie{0,....n—1} {s €S| hj(s):h;»(s)} eU

= ﬂ {s €S| hj(s)=hi(s)} € U wegen Filtereigenschaft (2)
j<n—1

= {se S| R¥ (ho(s)...hu1(s)) }n [ {s€S|hj(s)=h(s)}

i<n—1
€U J=r

-~

eU

c{seS| R?ls (ho(s) ... hy,_1(s)) } € U wegen Filtereigenschaft (3)

fi([ho] - - [hn-1]) = [(£7* (ho(s) ... hn-1(s)) | s € S)]

Sei (ho, -+ hn1), (W, bl 1) € A" mit Vi€ {0,...,n—1} hy ~ I}
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Nun ist zu zeigen:
(F% (ho(s) ... hn—1(s)) | s € S) ~ (f7 (ho(s)...h},_1(s)) | s € S)

({s €S| hs)=hi(s)} C

I<n

eU

cU
{se€S| 7 (ho(s)...hm-1(5)) = [ (ho(s) ... h,_1(s)) } €U

wegen Filtereigenschaft(3).

& fj ([ho] - - [hn-1]) ~ £ ([ho] - - - [, a])

Definition 3 (Ultraprodukt und Ultrapotenz)

Die oben definierte L-Struktur heifst das Ultraprodukt der (le ‘ s € S) iiber U. Wir
bezeichnen das Ultraprodukt mit J[,.¢%s/U. Sind alle 2, gleich einer L-Struktur 9B, so
schreiben wir 8% /U. Diese L-Struktur heift dann die Ultrapotenz von B iiber U.

Satz 4 (Satz von Los)
Sei A :=[[,cq™%s/U.

(a) Sei r(zog,...,zn)€ Tm(L) und seien [hgl, ..., [h,] € A. Dann gilt
2 [[hol, ..y [hn]] = [(rﬂ [70(5), vy in(5))] ( se s) ]

(b) Sei ¢ (xq,...,2n) € Fml(L) und seien [hg], ..., [h,] € A. Dann gilt
= plho], -, [hn] — {5 € 5 ) U b= plho(s), - hn(s)] | € U.

Zur Erinnerung (T'm(L) und Belegung von Termen)
Sei L eine Sprache. Dann hat die Menge T'm(L) der Terme von L folgende
Eigenschaften:
. Vn<wuv, € Tm(L)
. Vke€ K ¢, € Tm(L)
. Vao,...,xn ETM(L)Vfn € F: frnxo...xn € Tm(L)
Belegung von Termen
Sei 3 eine Belegung.
(1) vy 18] = Blun)
(2) c% 8] := ck
A
(3) (£35(0)..-5(n) " [8] = £ (s(0)* (8], -, 5(n)* [8])
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Beweis:
(a) Induktion iiber den Termenautbau

Fall 1 r = v, eine Variable
Sei [h] € A.

O
Fall 2 r = ¢y, eine Konstante
(% 15<5)) = [(& 1s<5)] ==
O
Fall 3 ¢ = firo... T mit ro,... 7 € Tm(L) und ro, ..., erfiillen (a)
Seien [ha],..., [hn] € A.
P[], ()] P AR (Tgl[[hl], S 17 I PR |3 PO [hkﬂ)
vor ff‘( [(rgls[hl(s), o h(s)] | s € s)] [(r,%‘s[hl(s), o hi(9)] | s € s)} )
Def. von f [(ffls (7"3[5 ha(s), - hi(8)], - ., P2 [ha (), ... ,hk(s)]> | s e s)}
Belggung [((fjro o) ha(s), . hi(s)] | s € s)]
- [(r%[hl(s),...,hk(s)] | s e s)}
O

Zur Erinnerung (Fml(L) und Belegung von Formeln)
Sei L eine Sprache. Dann hat die Menge F'ml(L) der Formeln von L fol-
gende Eigenschaften:
. At(L) C Fmi(L)
. Yo, € Fml(L) : (¢ A¢) € Fmi(L)
. Yo € Fml(L): - € Fml(L)
. Vn < wVyp € Fml(L) : Yupp € Fml(L)
Wobei man mit At(L) die atomaren Formeln von L bezeichnet:
. AH(L) :={s1 =s2 | s1 € Fml(L) A sz € Fml(L)}
U{Riso...sn |i€IANs:n+1— Tm(L)}
Belegung von Formeln
Sei 3 eine Belegung.
. Al s1 =50 [B] :=sT[B) = sT[F]
L2 ': Riso...sn [6} =Ry (3%[517 o 752[/6])
- AE (pr Aw2)[B] = (A E e8] A A 02(8])
- AE =Bl = A plf]

. AEVong[f] =Vac AU o [ﬁﬁ]

(b) Induktion iiber den Formelaufbau
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Fall 1.1 peAt(L): ¢ = ry =romitr;,ro € T'm(L)
Seien [hi], ..., [hn] € A.
A= o[k, .., [hn)] "E" r R[], .., (ha)] = r3[[hal,- .-, (2]

Belggung {s €S| A = plhi(s),. . .,hn(s)]} cU

Od
Fall 1.2 peAt(L): o= Riyrg...rp mit ro,...,m, € Tm(L)
Seien [hi], ..., (] € A.
A= o[, .., [l]] & R, (rg‘[[hl], )2, [h,]])
@ RZ< (o), o)) oo [P (), (o)) >
Det. von Jelationen {s €S ‘ R (rgls [h(s), ... hi(s)], .- 2 [ha(s), . . ., hl(s)]> } cU
Belggng {s €S| A = olhi(s),. .., hl(s)]} cU
Od
Fall 2 ¢ = - und (b) gilt fiir » € Fml(L)
Seien [hi],...,[hn] € A. Da U ein Ultrafilter ist, folgt:
{s€S| U b= v[ha(s),... . ha(s))} ¢ U
e {seS| A phs),... ha(s)} €U (1)
Damit folgt dann:
A ol [eal] B -2 b [l (]
e {s €8 | A = v[ha(s),..., hn(s)]} ¢ U
] {s €S| - Fq/;[hl(s),...,hn(s)}} ceU
Belggne {s €S| U k= p[hils), ..., hn(s)]} ceU
Od
Fall 3 ¢ = (¥ Ax) und (b) gilt fiir ¢, x € Fml(L)

Seien [hi],...,[hn] € A. Da U ein Ultrafilter und gegen endliche Schnitt-
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und Obermengenbildung abgeschlossen ist, gilt:

Ve,yCS:(xeUANyelU)saxnyelU (2)

Daraus folgt dann:

A o[l ] B [l ] A X[l ]
e {s €S| #w[hl(s),...,hn(s)]} c UA{se S | A, ):X[hl(s),...,hn(s)]} cU
& {se S | A, ):w[hl(s),...,hn(s)}}m{se S | A, ):X[hl(s),...,hn(s)]} cU

= {s €S| Ug b= v[hi(s),. -, hn(s)] AU Fx[hl(s),...,hn(s)]} cU

@{SES | 2, ):w[hl(s),...,hn(s)]} eU

a
Fall 4 ¢ = VYaip und (b) gilt fiir ¢» € Fmli(L)
Seien [hg], ..., [hn] € A. Fiir diesen Fall ist zu zeigen, daff
(i) V[h] € A {s €5 | U b= v[h(s), ho(s), ... ,hn(s)]} ceU

(i4) {s €5 |Vac Ay U = [a, hols), .. .,hn(s)]} cU (3)

dquivalent sind.

Beweis:
(1) = (1)
Angenommen: (ii) ist nicht erfiillt, d.h.
{s €5 | Vac A, 2, ):¢[a,h0(s),...,hn(s)]} ¢ U
U Ultmghiter 7. {s €5 |Jaec Ay A =1pa, ho(s),...,hn(s)]} eU
Dann definiere die folgende Funktion (mit Hilfe des Auswahlaxions (AC)):

h:S— U As
SES
h(s) == a € As mit -2, = w[a,ho(s), .. .,hn(s)} . sEeEZ
" | a € A beliebig . const

Es gilt nun:

7 C {3 €S| A = w[h(s),ho(s),---,hn@]}

eu, wegen Filtereigenschaft (3)

Nach Voraussetzung ist aber das Kompliment dieser Menge in U

= Widerspruch zur Definition von Ultrafilter
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(i2) = (i)
Sei h € x4c5As beliebig.
Es gilt nun:

{ses | Va € A, 2, )zw[a,ho(s),...,hn(s)]} c

{ses |2 Evhs)hols),. . ()]}
Nach Voraussetzung (ii):
{s €5 |Vac A, 2 ):w[a,ho(s),...,hn(s)}} =

Filtereigenschaft (3)
=

seS| A= w[h(s),ho(s),...,hn(s)]} eU

q.e.d.
(3)
Nun folgt der Beweis von Fall 4:
A o[, [ha]] “E™ Va € AU [, [hol, ..., [hn]]
Y vip e A {s €S| Ay = Ph(s), ho(s), . . ,,hn(s)]} cU
< {s €S| Vae A, 2 lzw[a,ho(s),...,hn(s)}} cU
Belggung {s €S| A = plhols),. . .,hn(s)]} cU
q.e.d.
Korollar 5 (L-Sétze)
Sei ¢ € Fimly(L). Dann gilt: [[,csAs/U |= ¢ <= {s €S ‘ A, 4,0} eU.
Beweis:
Der Beweis folgt sofort aus dem Satz von Los(b).
¢ (zo,...,Tn) € Fmlypi1(L)
—_——
n+1 freie Variablen
q.e.d.

Zur Erinnerung (Einbettung, Isomorphismus, elementare Einbettung)
Seien 2 und B L-Strukturen und h : || — |B| eine Abbildung.
h ist eine Einbettung, wenn folgendes gilt:
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(1) h ist injektiv
(2) VieIvze At (R & — RPh())

h heiflt Isomorphismus, wenn zusitzlich noch folgendes gilt:
(3) h ist bijektiv
h ist eine elementare Einbettung, wenn gilt:

(1) Vn<w Ve € Fml, (L) :
(Vhl,...,hn €A™ A lh, ..., hn] — B = w[h(hl),...,h(hn)])

Korollar 6 (elementare Einbettung)

Sei B eine L-Struktur. Dann ist durch ¢(b) := [(b| s € S)] eine elementare Einbettung
1:B < B /U gegeben.

Beweis:
Sei p(x1,...,2,) € Fmly(L). Sei by, ..., b, € |B] beliebig.
Dann gilt:
BEob,....bp) o {s€S|BEb,....by)} €U

e {0,S}

Eos(b) %S/U = ¢[L(b1), cee L(bn)]

q.e.d.

Bei einem Ultraprodukt miissen die einzelnen Faktoren nicht notwendig elementare Substruk-
turen des Ultraproduktes sein. I.A. sind sie zu diesem noch nicht einmal elementar dquivalent.

Beispiel 7 (Primzahlen)

Sei F' der Filter der coendlichen Teilmengen der Menge P der Primzahlen und U O F' ein
Ultrafilter. Fiir p € IP sei F,, der Korper mit p Elementen (also [, = Z/pZ).

Dann ist F := [[ pF,/U ein Korper der Charakteristik 0. Dies folgt aus dem Satz von
Pos(a) und aus der Eigenschaft, daR fiir alle p e P {g € P | Fq = =C,,} =P\ {p} € U ist.

Zur Erinnerung (elementare Substrukturen, elementare Abbildungen, elementar
dquivalent, coendliche Teilmengen, Charakteristik)
Seien A, B [-Strukturen .
Dann ist 2 eine elementare Substruktur von B, wenn gilt:
(i) ACB
(ii) id:A<B

A < ‘B ist eine elementare Abbildung, wenn gilt:

(i) bl — [B
(ii) Vn <w Vo € Fml,(L) Va € |U"™ (A ¢ld] — B = ¢[h(@)])




12. November 2002

2 und B sind elementar Aquivalent, wenn gilt:

. Th(2) = Th(B)
wobei Th(2) := {p € Fmio(L) | A ¢}

Filter der coendlichen Teilmengen der Menge P:
. C:={ACP|N\ Aist endlich}
Charakteristik

Cpi=3,1=0
. fur Fp, gilt: Fp, = C)

Zur Erinnerung (Hauptultrafilter)
U ist Hauptultrafilter von S, wenn gilt:
Js, €S : U:{xCS\soEx}

Korollar 8 (Hauptultrafilter)

Ist U ein Hauptultrafilter, d.h. ds¢g € S mit U = {x cS } S0 € :c},
50 ist [[,cq™Us/U = Us,.
Beweis:
Sei A :=[[,eq™Us/U. F:|A — |Ag| mit F([h]) = h(s,) ist isomorph.
Sei [f], [g] € [
[l =1lg) & fr~g" "8 f(s0) = g(s0)

< F([f]) = F(lg])
F injektiv
angenommen:  3J[f],[g] € | : F([f]) = F([g]) und f 4 g

F([f]) = F(lg]) © f(so) = g(s0) = {s€ S| f(s)=g(s)} €U

S frg Widerspruch zur Annahme
O
F surjektiv
da U Hauptultrafilter gilt: o
2] = [2Aso |
O
Relationen
Sei R; eine n-stellige Relation von 2 und [hi], ..., [hy] € [
. 2As
zu zeigen: R ([ha],..., [hn]) < R, (F([h1]), ..., F([hn)]))
RA((ha),..., [hn]) & {s €S| R (hl(s),...,hn(s))} cU
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s soefses | R (h(s). . hn(s) )

& RO (hy(s), ., hn(s))

Satz 9 (Kompaktheitssatz)

Sei ® C Fmly(L) und jede endliche Teilmenge s C ® habe ein Modell 2(;. Dann existiert
ein Ultrafilter U auf S := {s CP|5< No}, so daf [[,cq®s/U ein Modell von ® ist. Dies
impliziert: Ist ® endlich erfiillbar, so ist ¢ erfiillbar. (Kompaktheitssatz)

Beweis:
Zur Erinnerung (Kompaktheitssatz)
Sei ® C Fmlo(L).

. Erf(®) & Vo' C & (? <Ng — Erf(<I>’))

. <I>'=Lp<:>3<I>/C<1>(§<N0/\<I>"=<p)

Definiere fiir ¢ € Fmlp(L): <p>={s€ S| p€ s}

und E:={<p> |pcd}

Dann hat E die endliche Durchschnittseigenschaft, da
() <ei> 3 {¢ili<n}
i<n

Zur Erinnerung (endliche Durchschnittseigenschaft)
E hat die endliche Durchschnittseigenschaft, wenn gilt:

. VE’CE(§<N0—>OE’¢@)

Sei U D FE ein Ultrafilter auf S.

U existiert: [Satz 12.12 (Skript)]
E C Pot(S): 3U Ultrafilter auf S < E hat die endliche Durchschnittseigenschaft

F:z{ycS\HE’CE(§<NO A ?JDmEl)}
£0

Fiir diesen Beweis benétigen wir nur die eine Richtung (,<*).

zu zeigen: F' ist ein eigentlicher Filter auf S, der £ umfafst.
(1) E hat die endliche Durchschnittseigenschaft = () ¢ F
(2) F ist gegen Obermengenbildung abgeschlossen.

rCycS: reF= 3E’CE(§<N0/\\3;/DHE/>
)

10
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(3) y1 DN FE und y2 D (| E” mit E', E” C E endlich

y1Nys D ﬂ( E'UE" )
cE endlich

Def. von F

= y1Ny e F

Nach dem Zorn’schen Lemma wahle nun ein C-maximales Element U in
F:={G C Pot(S) | F C G NG ist eigentlicher Filter auf S}

U ist ein Ultrafilter.

Sei p € ® so gilt: A = ¢ fiir jedes s € S mit € s.
Also ist: s € <>
Somit gilt:

{seS|UAE=p}D <p>

und Well <SO>€ U Obermeng;nabschlui& {S c S | le ): g0} c U

dh. [[,es™%s/U E @ nach Korollar 5.
q.e.d.

Definition 10 (A-elementar)

Eine Klasse K von L-Strukturen heifst A-elementar genau dann, wenn 3¢ C Fmly(L)
mit K = Mod*(®). Wobei Mod"(®) definiert ist als:

Mod"(®) = { | Aist L-Struktur A A= @}

Satz 11 (A-elementar)

Sei k eine Menge von L-Strukturen. k ist genau dann A-elementar, wenn x bzgl. elementarer
Aquivalenz und gegen Ultraproduktbildung abgeschlossen ist.

Bewelis:
Zur Erinnerung (A-elementar, elementar dquivalent)
. k A — elementar < 3® C Fmlo(L) : k= Mod"(®)
. 2 und ‘B sind elementar dquivalent < Th(Ql) = Th(‘B)
wobei Th(2) := {¢ € Fmio(L) | A= ¢}
14
” :>

Sei x A-elementar, d.h. 3® € Fmly(L) k = Mod"(®)
(1) Sei 2 € k und B eine L-Struktur mit A = B

=B Ddalso B ekr

11
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(2) Sei S eine Menge und U ein Ultrafilter auf S und sei Vs € S: s € k

=VseS: A =9
Kor%ar5 HQ[S/U 'Z(I'

sES
= HQLS/U €k
seS

”¢“
Setze ® := {p € Fmly(L) | VA € r: AE ¢}

= Kk C Mod"(®)

Wir zeigen nun: Mod"(®) C x

Fixiere dafiir B € Mod"(®).

Sei W:=Th(B)und S:={sC¥|5<RVy}
zu zeigen: Vs € S A, e k: A s (3)
Beweis:

angenommen: es gilt nicht.

= Jdsp € S mit A = — A\ sp fiir alle A € &

= A\soc®
=B |: - /\ So
Da sp C ¥ = Th(B) gilt aber: B = A so Widerspruch
q.e.d.
3)
(3) °%2° ¢s gibt einen Ultrafilter U auf S mit [[ics&%s/U E T
k ist abgeschlossen gegen Ultraproduktbildung
= H AU € K
seS
U = Th(B). Und B und [],.gAs/U sind elementar dquivalent.
K ist abgeschlossen bzgl. elementarer Aquivalenz = B € k.
q.e.d.

Definition 12 (elementare Klassen von L-Strukturen )

Eine Klasse K von L-Strukturen heift elementar genau dann, wenn Jp € Fmly(L) mit
K = Mod"(y).

Korollar 13 (elementare Klassen von L-Strukturen )

12
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Eine Klasse x von L-Strukturen ist genau dann elementar, wenn sowohl x als auch ihr
Komplement x* := {Ql ’ 2 ist eine L-Struktur und A ¢ n} bzgl. elementarer Aquivalenz
und gegen Ultraproduktbildung abgeschlossen sind.

Beweis:
” :> 13
x elementar = 3o € Fmlo(L): k= Mod"(p)
mit ® = {p} folgt die Behauptung des Korollars aus Satz 10.

y ="
Sei x und x*A-elementar etwa k = Mod"(®) und x* = Mod"(®*) mit &, ®* € Fmly(L)
Angenommen: « ist nicht elementar

daraus folgt, da® es zu jedem endlichen ®' C ® eine L-Struktur 2 gibt mit

2A = @' aber -A = P.

= A ¢ k also A € k* und somit A |= ¢*

= & U ®* ist endlich erfiillbar ““"2"* J ¢in Modell 2 |= & U &*

Jedoch gilt: K N k* = () = Widerspruch zur Annahme

Also ist k elementar.

q.e.d.
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