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SEMINAR ZUR LOGIK: NICHTSTANDARDANALYSIS

Ultraprodukte und Ultrapotenzen

— Christian Panten —

Definition 1 (L-Struktur )
Sei S eine Menge. Und fiir alle s € 5 gebe es eine L-Struktur ;. Wei-
ter sei U ein Ultrafilter. Nun definieren wir eine Aquivalenz-Relation ~ auf

B:= x5 Agjdurch f~g:={s€ S ‘ f(s)=g(s)} €U.
Grundmenge: A := B/ ~ = {[h] ‘ h € B}

Relationen: R;([ho] . .. [hu-1]) = {s €S ‘ R (ho(s) ... hugy-1(s)) } eU
Funktionen: f;([hq] ... [h)-1]) : [(f;‘)1 (ho(s) ... hugjy—1(s)) ‘ s € S)]
5 € S)

Konstanten: ¢, := [(Ci‘

[ I

Definition 2 (Ultraprodukt und Ultrapotenz)

Die oben definierte [-Struktur heift das Ultraprodukt der (le ‘ s € S)
iiber U. Wir bezeichnen das Ultraprodukt mit [[, o ®2,/U. Sind alle 2,
gleich einer L-Struktur 9B, so schreiben wir %8°/U. Diese L-Struktur heift
dann die Ultrapotenz von ‘B iiber U.

Satz 3 (Satz von Los)
Sei A = [[,c4AUs/U.

(i) Sei r(xg,...,2,)€ Tm(L) und seien [hg], ..., [h,] € A. Dann gilt
r2[[hol, ... [h]] = [ (rﬂs [70(5)s ey hin(5)] ‘ s € s) }

(ii) Sei ¢ (xq,...,2,) € Fml(L) und seien [hg], ..., [h,] € A. Dann gilt
A= o[lhal, - [ha]] < {s €S ‘ Ay b= 0 [h0(5), - -y in(s)] } eU.

Korollar 4
Sei ¢ € Fmly(L). Dann gilt: [, o2, /U | ¢ <= {s €S ‘ A | gp} cU.
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Korollar 5
Sei B eine L-Struktur. Dann ist durch +(b) := [(b| s € S) | eine elementare
Einbettung ¢ : B < B° /U gegeben.

Korollar 6
Ist U ein Hauptultrafilter, d. h. dsg € S mit U = {:E cS ‘ S0 € :E}, so ist
[Les&s/U = Ay,

Satz 7
Sei & C Fmlg(L) und jede endliche Teilmenge s C & habe ein Modell

2A,. Dann existiert ein Ultrafilter U auf S := {s cd ‘ 5 < NO}, so dafs

[I,cs2As/U ein Modell von @ ist. Dies impliziert: Ist ® endlich erfiillbar, so
ist @ erfiillbar. (Kompaktheitssatz)

Definition 8

Eine Klasse K von L-Strukturen heifst A-elementar genau dann, wenn
3¢ C  Fmly(L) mit K = Mod:(®). Wobei Mod®(®) definiert ist als:
Mod"(®) = {2 | Aist L-Struktur A A = O}

Satz 9

Sei x eine Menge von L-Strukturen. x ist genau dann A-elementar, wenn
bzgl. elementarer Aquivalenz und gegen Ultraproduktbildung abgeschlossen
ist.

Definition 10
Eine Klasse K von L-Strukturen heift elementar genau dann, wenn
Jp € Fmly(L) mit K = Mod®(y).

Korollar 11

Eine Klasse x von L-Strukturen ist genau dann elementar, wenn sowohl x
als auch ihr Komplement x* := {2 ‘ 2 ist eine L-Struktur und A ¢ £} bzgl.
elementarer Aquivalenz und gegen Ultraproduktbildung abgeschlossen sind.




