Hyperreelle Zahlen, Folgen und Reihen

Frederik Stefan Herzberg
Seminar zur Logik: Nichtstandardanalysis
Wintersemester 2002/03
Mathematisches Institut der Universitdt Bonn

20. Januar 2003

Zusammenfassung

In dem Vortrag, welcher das Transferprinzip und den Begriff der Nichtstan-
dardeinbettung eingefiihrt hat, wurden erste, grundlegende Ergebnisse iiber
die Standard- und die Nichtstandardwelt sowie ihre Beziige bereitgestellt. Es
wird sich zeigen, daR interne Mengen aufgrund ihrer Reichhaltigkeit eine ent-
scheidende Rolle bei fundamentalen Beweisprinzipien der Nichtstandardana-
lysis spielen. Mit Hilfe der schon bekannten Klassifikation von Elementen des
angeordneten Korpers *RR, dessen Konstruktion zuvor axiomatisiert worden
ist, werden wir in der Lage sein, handliche Kriterien fiir analytische Eigen-
schaften von Folgen und Reihen zu formulieren. Bei anschlieBenden Beweisen
bekannter Sitze wird die Eleganz von Nichtstandardmethoden auf diesem
Gebiet der Analysis erkennbar werden.

Wir arbeiten im folgenden mit einer fest gewdhlten Nichtstandardeinbettung * und setzen
den grundlegenden Aufbau der Nichtstandardtheorie, wie er etwa in [Landers/Rogge, pp.
64-95] dargestellt wird, voraus. Man vergegenwirtige sich zu Beginn die Begriffe “finit”,
“infinitesimal”, “unendlich”, “Standardteil” sowie das Symbol "~
Erinnerung 1. Es seien z,y € “R, z € R. Dann definiert man
1. 2~ 0:&VneN |z| < L &tz infinitesimal
rrRySr—y=x0
x positiv unendlich <> Vn e Nz >n
x negativ unendlich < —x positiv unendlich
st(z) =z o~z
z finit:IneN |z| <n
7. fin("R) := {z € "R | z finit}.

~ ist eine Aquivalenzrelation, st ist funktional (wodurch die Schreibweise der Defini-
tion von st gerechtfertigt wird), ordnungserhaltend und linear dber dem angeordneten
Korper *R.

S G e e

Wir wollen bestimmte Teilmengen von *R aufgrund ihres engen Bezugs zu R auszeich-
nen:

Definition 1. Fir r € R bezeichnet m(r) := {y € *R | y = r} die Monade von r.
Der Begriff der “Monade” wird durch folgende Eigenschaften illustriert:

Proposition 1. Fir r,ri,r2 € R gilt:



m(r) = {r + ¢ | ¢ infinitesimal}
m(r) = {y € in(*R) | st(y) =7}
r1 # re = m(r1) Nm(rz) =0

4. in(*R) = UreR m(r)

Beweis. Einfaches Umformen geniigt:

o o &~

L{yeR|y~r}={r+y—reR|y—r~0}"Z {r+ec*R|ex0}=
{r+¢e € "R | ¢ infinitesimal}

2. fyeRlyrmri=e{ye R|ycfin(R),y~r}={y € fin("R) |y~ r} =
{y € fin("R) | st(y) =}

3. Aus y € m(r1) N'm(r2) folgt y =~ r1,y =~ r2. Da ~ eine Aquivalenzrelation ist,
erhilt man r1 = ro. Aber r1,72 € R, also 0 & r1 — 72 € R, das heifst 0 = r1 — rs.
Widerspruch!

O
Aus dem, was wir bereits iiber interne Mengen wissen, folgt

Satz 1 (Permanenzprinzipien fiir interne Formeln). FEs sei ¢[z] eine interne
Formel. Dann gilt:

1. (Overflow Principle) Vn € N ¢[n] = 3h € "N =N Vn € *N (n < h = ¢[n]).
2. (Underflow Principle) Vh € "N — N ¢[h] = Im € N Vn € *N (n > m = ¢¥[n]).
3. Ve = 0 ¢fe] = e € Ry Vb e ™R (Jb] < ¢ = [b]).

Beweis. 1. Definiere A := {n € "N | Yk < n 9[k]}. Nach dem Prinzip der internen
Definition ist dann A eine interne Menge. Nach Voraussetzung gilt N C A. Da A
intern ist, N jedoch nicht, folgt N C A. Nach Definition ist A C *N, also existiert
ein h € ("N — N) N A. Dieses h bezeugt die fragliche Aussage.

2. Dual zu 1.: Definiere B := {h € *N | Vk > h ¢[k]}. Nach dem Prinzip der
internen Definition ist dann B eine interne Menge. Nach Voraussetzung gilt
*N — N C B. Da B intern ist, *N — N jedoch nicht, folgt *N — N C B. Nach
Definition ist B C "N, also existiert ein n € ("N — (*N—N)) N B = NN B. Dieses
n bezeugt die fragliche Aussage.

3. Definiere C' := {n € "N | Vb € "R (|b| < 1 = ¢[b])}. Nach dem Prinzip der
internen Definition ist dann C' eine interne Menge. Nach Voraussetzung gilt
*N - N C C. Da C intern ist, *N — N jedoch nicht, folgt *N — N C B. Nach
Definition ist C' C *N, also existiert ein n € ("N— (*N—-N))NC = NNC. Setze

nun ¢ := 1 und man erhalte einen Zeugen fiir die fragliche Aussage.

O
Hieraus folgt ein Ergebnis iiber Approximationen in *R:

Korollar 1. Fir alle x € *R gilt:
1. x unendlich = 3h € "N—N |z| > h
2. x infinitesimal = 3h € "N—N |z| < +
8. Jce"Qrrc
Beweis. 1. Wende das Overflow Principle zu gegebenem x € *R an auf die Formel
[z], definiert durch ¢[n] := |z| > n.

2. Dual zu 1.: Wende das Overflow Principle zu gegebenem z € *R an auf die
Formel v[z], definiert durch ¢[n] := [z| < L.



3. Setze hier 1[n] :=Vy € "R 3c € “Q |y — ¢| < L. Die Formel
1
VyeRIceQly—c|l < -

ist fiir jedes n € N giiltig. (Q liegt dicht in R !) Transfer liefert, daf ¢[n] fir
jedes n € N gilt. Damit 136t sich auch hier das Overflow Principle anwenden.
O

Des weiteren liefern die Permanenzprinzipien fiir interne Formeln

Korollar 2. Es sei A C *R intern und r € R. Dann gilt:
I.NCA=7he*N {ne*N|n<h}CA
2. mir)CA=3ceR; {ze€R|jz—r|<c}CA
3. fin(R)CA=3he"™N-N {ze R ||z|<h}CA

Beweis. 1. Wende zu gegebenem A C *R das Overflow Principle an auf die Formel
1[z], definiert durch ¢¥[n] :=n € A.

2. Nach Proposition 1.1 ist m(r) = {r+¢ | ¢ = 0}. Mit der Voraussetzung m(r) C A
folgt Ve =~ 0 r + ¢ € A. Satz 1.3 liefert dann die Existenz eines ¢ € R4 so daf
Vb € "R (b < ¢ = r+b € A). Nun folgt (mit z := b+ r,"R = r + *R):
Ve e 'R (lz —r|<c=x € A),daher {z € "R | |z —r| < c} C A

3. Wende das Overflow Principle auf die interne Formel ¢)[n] :=Vz € R (|z| < n =

x € A) an, die nach Voraussetzung fiir alle n € N gilt.
O

Zusammen mit den Ergebnissen des letzten Vortrages (Lemma 3.2, Korollar 4) impli-
zieren die Permanenzprinzipien aus Satz 1:

Korollar 3. Sei A CR mit |A| > w und r € R. Dann sind A, "A— A, "R — A sowie
m(r) und fin(*R) ezxtern.

Beweis. Nach den Ergebnissen des vorangegangenen Vortrags bleibt noch zu zeigen,
daf m(r) und fin(*R) extern sind.

1. Wire m(r) intern, liefe sich auf die Formel ¢[z], definiert durch ¢ [z] := (r+z) €
m(r), der Satz 1.3 anwenden. Dies liefert die Existenz eines ¢ € R} mit der
Eigenschaft Vz € "R (Jz|] < ¢ = r + 2 € m(r)), also mit Proposition 1.1:
m(r) C {r+z |z € R, |z| <c} Cm(r). Widerspruch!

2. Wire fin(*R) intern, liefe sich auf die Formel t[z], definiert durch ¢[n] :=
n € fin(*R), das Overflow Principle anwenden. Dies liefert die Existenz eines
h € *N — N mit der Eigenschaft Vn € *N (n < h = n € fin(*R), insbesondere
also h € fin(*R). Da h als hypernatiirliche Zahl unendlich grof ist, erhélt man
einen Widerspruch!

O

Nun wollen wir uns — die gerade bewiesenen Eigenschaften interner Mengen im Hin-
terkopf behaltend — ersten Aussagen der Analysis mit Nichtstandardmethoden nihern:

Proposition 2 (Nichtstandardkriterien fiir Grenzwerte und Hiufungspunk-
te). Wenn (an)nen eine Folge reeller Zahlen und a € R ist, so gilt
1. a Grenzwert von (an)neny < Vh € "N =N "a, =~ a

2. a Hiufungspunkt von (an)ney < 3h € "N =N *a, ~ a



Hierin haben wir *a,, fiir *a(n) notiert (n € *N), wobeia: N — R, n — a,. Firn € N
stellt dies, da wir es mit einer reellen Folge zu tun haben und *a(n) = *a(*n) gilt, keine
Mehrdeutigkeit dar. Fiir n ¢ N ist der Ausdruck *a,, ohnehin noch nicht belegt. Indem wir
eine reelle Folge (an)nen als eine Abbildung a : N — R auffassen, diirfen wir nach allem,
was wir iiber Nichtstandardeinbettungen wissen, schreiben: *(a©b)(n) = *a(n)*©*b(n).
Mit diesen Notationen verkiirzen wir die folgenden Beweise.

Bewes. 1. “=”. Sei € € R;. Dann existiert ein n € N mit der Eigenschaft

VkeN(k>n=la— ar |<e).

~

=a(k)

Fixiere dieses n. Das Transferprinzip liefert dann
Vke* Nk >n=la— "ar | <e)

~~

*a(k)

(wie iiblich werden die Operationen und die Betragsfunktion in *R aufgrund
ihrer Kompatibilitdt mit ihren Urbildern unter * auch mit +, —, -, =+, |.| bezeich-
net). Da die hypernatiirlichen Zahlen gréfer als alle natiirlichen Zahlen sind,
ist das Antezedens des Konditionals fiir sie stets wahr und wir diirfen folgern:
Vk € *N =N |a — "ax| < . Da € € R4 beliebig war, folgt

Vk € "N—NVe € Ry |a— "ax| <,

also Vk € "N — N |a — "ai| ~ 0, das heifit Vk € "N — N a =~ *ay.

“<".Vk € "'N—Na = "a, bedeutet Vk € *"N—N |a—"a(k)| ~ 0. Sei nun € € R;.
Dann ist Vk € "N —N |a — *a(k)| < €. Die Formel, iiber welche hier quantifiziert
wird, ist intern, daher folgt nach dem Underflow Principle:

IneNVke N (k>n=|a—"alk)| <e).
Mit dem Transferprinzip und a, = a(k) erhélt man
IneNVEeEN (k>n=la—ar <e).

Generalisieren iiber ¢ liefert wie gewiinscht

Ve e Rydn e NVE €N (k> n = |a—ax| <e).

2. “=". Es gelte

Ve e RyVn e NSk e N (k> nAla—a(k)| < e).

Transfer dieser Aussage liefert
Ve € "RyVn € "NIk € "N (k > n A la — "a(k)| < ).

Wihle nun € ~ 0,n € *N — N. Dann sichert uns dies letzte Aussage die Existenz
eines k € "N mit k¥ > n € *"N— N und |a — *ax| < . Da n als hypernatiirliche
Zahl unendlich grof ist, muf dies auch fiir k£ > n gelten, also k € "N —N. Da ¢
infinitesimal gewdhlt war, folgt a ~ *ay.

“=” Sei € € Ry, k € N und es gelte

Jh € *N—-N “ap ~ a.

Da Elemente von *N— N unendlich grof sind, folgt zusammen mit der Definition
von A~

Jhe*N—N (h>kA[*a(k) —a| < ¢).



Nach Transfer dieser Aussage hat man
FheN-N (h>kAla(k) —a| <e).

Generalisieren iiber k£ und ¢ liefert die Behauptung.
O

Proposition 3. Seien (an)nen, (bn)neny € RY mit lim,— o an = a,lim, o by = b.
Dann gilt:

1. limp oo @n by =axb
2. limy—ocapn b =a-b

3. b#0= limy o 20 = ¢

Beweis. Nach dem gerade bewiesenen Nichtstandardkriterium fiir Grenzwerte gilt
Vh € *N—N *ap, = a und Vh € *N—N *b;, ~ b. Aufgrund der Eigenschaften von = (die
sich aus der Linearitdt von st ergeben) folgt dann Vh € *N — N *a;, © “by, = a © b fiir
© € {+, —,-}. Anwendung des obigen Nichtstandardkriteriums fiir Grenzwerte liefert
dann die Behauptungen 1. und 2.

Zu 3. beachte man, daf aus Vh € *"N—N *b, ~ bund b # 0 folgt: Vh € *"N—N st(*bp) =
b # 0 und somit Vh € *"N—N *b;, # 0, da st ordnungserhaltend auf dem angeordneten
Korper *R ist. Wie zuvor liefern die Eigenschaften von ~: Vh € *N — N zg: ~ ¢ und
die Behauptung folgt mit dem Nichtstandardkriterium fiir Grenzwerte in entgegenge-
setzter Richtung. O

Dieser iiberaus einfache Beweis zeigt die Fruchtbarkeit der Nichtstandardmethoden. Ein
weiteres Nichtstandardkriterium fiir eine analytische Eigenschaft liefern uns Transferprinzip
und Underflow Principle:

Proposition 4 (Nichtstandardkriterium fiir Beschrinktheit). (a,)nen beschrinkt <
Vh € *N — N *ap, finit

Beweis. “=". Nach Voraussetzung existiert ein m € N so, daff Vk € N |ax| < m, also
Vk € N |a(k)] < m.
Nach dem Transferprinzip gilt dann
Vk € *N |*a(k)| < m,

woraus die Behauptung tautologisch folgt.
“<”. Nach Voraussetzung gilt die interne Formel

Vk € *N ["ax| < h

fiir jedes h € *N — N. Nach dem Underflow Principle folgt die Existenz eines n € N
mit der Eigenschaft, dafl

Vh € "N (h>n=V k€ "N|"ar| <h).
Speziell fiir h = n haben wir also
Vk € "N |"ax| < n.
Wegen *a, = "a(k) = a(k) = ay fiir k € N folgt sofort
Vk €N |ax| <n

und damit die Beschrénktheit von (an)nen. |



Mit den bisher bewiesenen Kriterien folgt umstandslos

Korollar 4 (Satz von Bolzano-WeierstraRl). Jede beschrankte reelle Folge besitzt
einen Haufungspunkt.

Beweis. Sei (an)nen beschrinkt, h € *N. Nach dem vorherigen Korollar ist dann
*ap finit. Gemdf dem Nichtstandardkriterium fiir Hiufungspunkte ist unter diesen
Voraussetzungen st(*ay) eine reell und ein Hiufungspunkt von (an)nen. O

Eine wichtige Eigenschaft metrischer Rdume ist Vollstandigkeit. Die Vollstdndigkeit von
R ist mit dem (obendrein leicht zu beweisenden) Nichtstandardkriterium fiir Cauchyfolgen
fast trivial (aufwendige, wenn auch elegante, Diagonalargumente wie in der Standardtheorie
sind nicht vonnéten):

Proposition 5. 1. (an)nen Cauchyfolge < Vh,k € "N —N *ap ~ "ax
2. (an)nen Cauchyfolge < (an)nen konvergent

Beweis. 1. “=". Sei € € R;. Dann existiert ein N € N mit der Eigenschaft, daf
Vh,k €N (hk > N = |an — ax| < €).

Wenn wir das Bekannte iiber das Bild von |ar — ax| unter * beriicksichtigen,
liefert das Transferprinzip

Vh,k € "N (h,k > N = |"ap — "ax| < €).
Da die Elemente von *N — N unendlich grof$ sind, folgt
Vh,k € "N =N |*a, — "ai| < e.
Da ¢ beliebig war, diirfen wir generalisieren:
Vh,k € "N —NVe € Ry ["ap — "ax| < e.
Daher gilt
Vh,k € *N—NVe € Ry "an =~ "az.
“<” Sei e € Ry, es gelte Vh, k € "N — N *a;, &~ *ai. Dann ist
Vh,k € "N —N |*ap, — “ax| = 0.
Sei nun n € *N — N wihlt, so gilt insbesondere
Vh,k € *N (h,k > n = |"an — "ar| < ).

Man beachte hierbei erneut, daft es sich hierbei um eine interne Formel handelt,
die fiir jedes n € *N — N gilt. Nach dem Underflow Principle existiert also ein
n € N, so daf die voranstehende Formel fiir alle [ € *N mit [ > n zutrifft,
insbesondere also fiir n selbst. Damit haben wir

Vh,k € *N (hyk > n = ["an — "ax| < e).

Transfer dieser Aussage unter Beachtung der bekannten Eigenschaften von *
liefert
Vh,k € N=N (h,k >n=|ar — ax| < ¢).

Genau dies aber war zu zeigen.



2. “=”. Nach 1. gilt Vh, k € "N—N *a;, ~ "ax, also Vh, k € *"N—N st(*an) = st(*ax).

Definiere nun fiir ein h € *N — N: a := st(*ay). (= ist nur auf fin(*R x fin(*R
definiert, daher existiert st(*ax)!) Dann folgt nach dem vorherigen Vk € *N —
N a = st(*ax), also Vk € "N —N a ~ *ai. Nach dem Nichtstandardkriterium fiir
Grenzwerte folgt die Konvergenz der Folge gegen a.
“«<", Nach dem Nichtstandardkriterium fiir Konvergenz gilt Vh € "N—N *q;, = q,
also Vh,k € "N —N (a5, =~ a A *ax ~ a) Da ~ eine Aquivalenzrelation ist, folgt
Vh,k € *N —N *aj, ~ "ai und nach 1. die Behauptung.

|

Auch bestimmte Divergenz (d.h. Konvergenz gegen unendliche “Werte”) 3Rt sich mit
Nichtstandardmethoden analysieren:

Proposition 6. Es sei (an)nen € RY eine reelle Folge. Dann haben die folgenden
Kriterien Giltigkeit:

1.

4.

+oo uneigentlicher Grenzwert von (an)ney € RY & VA € *N - N
*an positiv unendlich

—oo uneigentlicher Grenzwert von (an)nen € RY & VA € *N - N
*ap, negativ unendlich

+oo uneigentlicher Hiufungspunkt von (an)ney € RY & 3h € *N - N
*ap positiv unendlich

—oo uneigentlicher Haufungspunkt von (an)nen € RY ¢« 3h € *N - N
*an negativ unendlich

Beweis. 1. “=”. Sei R € R;. Dann existiert ein n € N so, daf

2.

Vk €N (k> n = ar > R),
nach Transfer:
Vk € *N (k > n = "ar > R).

Da die Elemente von *N — N unendlich grof sind, gilt wieder
Vk € *"N—N *ax > R.
Nun war aber R € R, beliebig und daher gilt
Vke *"N-NVRec R, "ar > R,

womit die Behauptung bewiesen ist.
“<=”. Gegeben sei ein R € R;. Nach Voraussetzung gilt

Vk € "N—N *a, > R.

Die Formel, iiber welche quantifiziert wird, ist wieder intern, die Anwendung
des Underflow Principle daher zuldssig. So erhalten wir ein n € N, mit welchem
gilt:

Vk € *N (k > n = "ar > R).
Transfer liefert

VkEN (k>n=ar > R),
was zu zeigen war.

Wir miissen nur das Resultat aus 1. auf die Folge (—an)nen anwenden.



3. “=". Es gilt nach Voraussetzung
VR e R.Vk € NSh e N (h >k Aan > R),
was sich nach den bereits hdufig verwandten Regeln transferiert zu
VR € *RiVk € *NIh € "N (h > kA ap > R).

Wenn man nun k, R € *N — N wihlt, folgt die Behauptung.
“<” Seien R € Ry, n € N gegeben. Abschwiichen der Voraussetzung liefert

Jhe*N (h >nA"an > R),

was sich zu
FheN (h>nAan > R)
transferiert. Genau dies aber war zu zeigen.

4. Es geniigt die Anwendung des Resultats aus 3. auf die Folge (—an)nen.

O
Wir wollen allgemein, falls » € "R positiv (negativ) unendlich ist, st(r) := 400
(st(r) := —o0) setzen. Mit dieser Notation erhalten wir eine duRerst pragnante Beschrei-

bung von H3ufungspunkten aus unseren bisherigen Ergebnissen:
Proposition 7. Fir (an)nen € RN 4st
{a € R | a Hiufungspunkt von (an)nen} = {st(*arn) | h € "N — N}

Bewets. Die Behauptung folgt tautologisch aus den Propositionen 2.2, 6.3 und 6.4,

wenn man zwischen eigentlichen und uneigentlichen Haufungspunkten differenziert.
O

Was sich fiir Folgen formulieren 138t, gilt natiirlich auch fiir Reihen, indem man, ganz
analog zu den Betrachtungen iiber Folgen, eine Reihe >°°7, a; als Abbildung s : N —
R,n — >, a; auffaBt, das Bild *s unter * betrachtet, und schlieRlich vereinbarungsge-
maR S°F | *a; statt s(k) auch fiir k € *N — N schreibt:

Proposition 8. Es sei (an)nen € R und a € R. Dann gilt:
1. 32 | an konvergiert gegen a < Vh € "N — N Z?Zl *a; ~a
2. 3% a, konwergent < Vh,k€ *N—-N " *a; =~ Y% ~*a;

=1

Man kann die Limesbildung auf konvergenten Folgen, welche nach dem bisher Ge-
zeigten eine geschlossene Darstellung mit Nichtstandardobjekten erlaubt, als eine lineare
Abbildung vom reellen Vektorraum der konvergenten Folgen nach R auffassen. Diese Ab-
bildung kann man auf den Raum der beschrinkten Folgen fortsetzen, wie Proposition 9.2
zeigen wird. Deren Formulierung erleichtern wir uns durch

Definition 2. Eine Abbildung £ : {a € RY | a beschrinkt} — R heifit Banachlimes,
falls gilt:

1. 0 st positiv

2. £ ist linear

8. L ordnet jeder konvergenten reellen Folge ihren Grenzwert zu.

Bestimmte Banachlimites lassen sich, wie angekiindigt, explizit angeben:



Proposition 9. Fir h € "N — N setze man

i=1

lo:{aeR" | a beschrinktt — R, ar st <% Z *a¢>

01 :{a e R" | a beschrinkt} — R, a — st(*an).
Dann gilt:
1. ¢y ist ein verschiebungsinvarianter Banachlimes.

2. 41 ordnet jeder beschrinkten Folge einen threr HGufungspunkte zu.
Bewets. 1. Wir weisen nach:

e / ist positiv! Es gelte hierzu Vi € N a; > 0. Wir wissen dann

k
1
vk EN ; ai >0,
was sich mit der zuvor auch fiir k£ € *N—N eingefiihrten Notation “Zle *a”
transferiert zu
k
* 1 *
ke N o ; a; >0,

also insbesondere % Z?:l *a; > 0 und damit

h

Z *ai) 2 0.

i=1

st(

S| =

e /y ist linear! Seien «, 5 € R. Es gilt

k k k
1 1 1
Vke N — E (aa; + Bb;) = a— a; +03— ai .
k —y N e’ k Z k Z\/
aa(i)+Bb(i) a(i)

Mit den mittlerweile vertrauten Schreibweisen erhilt man durch Transfer

K k k
1 1 1
ke*N — *a; b)) = a- “aq - b
v eNk;(aa+ﬁ ) ak; a+ﬂk;v
T ara(i)+8*b(i) O] Trb()
also
Vk € *N st(l Z (aa; + b)) = ast(l Z*a‘) +ﬁst(l i*b)
k : 7Y ' k '

i=1 i=1 i=1

a*a(i)+B*b(i)
aufgrund der Linearitdt von st. Mit k£ = h erhélt man so:

Zo(aa + ﬁb) = an(a) =+ ﬁeo(b)

e /y ordnet jeder konvergenten reellen Folge ihren Grenzwert zu! Es gelte
limp— 400 @ = a. Wie man aus der eindimensionalen Analysis weift, folgt
daraus auch lim,—, ai > ;-1 @i = a, nach unserem Nichtstandardkrite-
rium aus Proposition 2 und mit unserer iiblichen Notation fiir den Wert
einer hyperreellen Reihe also % Z?:I *a; ~ a, das heifit

h

Z “a;) = a.

=1

st(

S



e /y ist verschiebungsinvariant! Sei hierzu a’ definiert durch Vi € N a’(i) =
a(i + n) mit einem n € N. Dann gilt unter Ausnutzung der iblichen Re-
chenregeln fiir endliche Summen (die sich durch geeigneten Transfer auch
auf Ausdriicke der Form + Zle *b; mit k € *N, b : N — R iibertragen)
und der Eigenschaften von st:

>

S| =

1 1o
lo(a') = st(ﬁ Z Gign) = st(ﬁ Z a; —
i=1

i=1

n

1
B2
i=1 NG i—1
~0 (he*N—NI)
€fin(*R)

_ st(% 3 *a) - 0 = fofa).

i=1
2. Der Nachweis der einzelnen Eigenschaften erfolgt hier noch miiheloser:
e /i ist positiv! Es gelte hierzu

Vk € Nay >0,

nach Transfer
Vk € "N *ax > 0,

insbesondere also *aj > 0. Da st die Ordnungsrelation erhilt:
l1(a) = st(Tan) > 0.
e /; ist linear! Seien «, 8 € R. Es gilt
Vk € N (aa + 8b)(k) = ca(k) + Sb(k),
—_————
aag+Bby
nach Transfer also
Vk € *N "(aa + Ob)(k) = a*a(k) + 3"b(k),
—_———
a*ap+B*by
insbesondere gilt mit k = h:
*(aa+ Bb)(h) = a*a(h) + A"b(h).
—_———
a*ap+B*by
Mit der Linearitét von st folgt wie behauptet

li(ca+ Bb) = ali(a) + Bli(b).

e /1 ordnet jeder konvergenten reellen Folge ihren Grenzwert zu! Es gelte
hierzu limy— 4 an = a. Dann folgt nach dem Nichtstandardkriterium fiir
Grenzwerte aus Proposition 2:

a = st("ap) = l1(a).

e /; ordnet jeder beschrinkten Folge einen ihrer Hiufungspunkte zu! Dies
ist eine Konsequenz von Proposition 7.
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Es gibt keinen verschiebungsinvarianten Banachlimes, welcher jeder beschrankten Folge
einen ihrer Hiufungspunkte zuordnet, wie die zwischen 0 und 1 alternierende Folge a :
N—R,n+— w lehrt. Ware namlich ¢ ein solcher Banachlimes, kdnnte man mit den
Hilfsfolgen 2’ : N — R, n + an+1 und b : N — R, n +— 1 schlieRen:

1=4(b) =ft(a+a') =L(a) + £(a) = 2¢4(a),

also £(a) = 1. Aber 3 ist sicher kein Hiufungspunkt von a!
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