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1 Einleitung

Die Mengenlehre ist die heute allgemein akzeptierte Grundlegung der Mathematik. Sie ist
dariiber hinaus die mathematische Theorie des Unendlichen. Diese Motivationen fiir die
elementare und axiomatische Mengenlehre werden im Folgenden etwas weiter ausgefiihrt.

1.1 Grundlegung der Mathematik

Gewohnliche mathematische Begriffe lassen sich schrittweise auf den Begriff der Menge
zuriickfiihren wie z.B. in der folgenden Reduktion:

f ist eine reell-wertige Funktion = f ist eine Menge von geordneten Paaren
(x, f(x)) reeller Zahlen.
(x,y) ist ein geordnetes Paar = (z,y) ist die Menge ...{z,y} ....

x ist eine reelle Zahl = z ist linke Hailfte eines Dedekindschen Schnitts in Q
= 1z ist eine Teilmenge von Q, so dass ....

r ist eine rationale Zahl = r ist geordnetes Paar von ganzen Zahlen, so dass

z ist eine ganze Zahl = 2z ist geordnetes Paar von natiirlichen Zahlen.
N={0,1,2,...}.
0 ist die leere Menge.
1 ist die Menge {0}.
2 ist die Menge {0, 1}. Usw.
Wir werden zahlreiche Begriffe in der Mengenlehre formalisieren und auf diese Weise

demonstrieren, wie sich alle Begriffe der Mathematik im Rahmen der Mengenlehre for-
malisieren lassen.



1.2 Unendliche Kardinalitaten

Die Mengenlehre als Lehre vom Unendlichen geht zuriick auf CANTORs fundamentalen
Satz, der zeigt, dass es verschiedene Arten von Unendlichkeit gibt.

Satz 1.1 (Georg Cantor) Die Menge R der reellen Zahlen ist nicht abzdihlbar.

BEWEIS. Angenommen f : N < R ist bijektiv. Definiere eine Dezimalzahl r = 0, rory7ry . . .
durch: r; = 0, falls die i-te Dezimalstelle von f(7) eine 1 ist, und r; = 1 sonst. Wihle eine
natiirliche Zahl n mit » = f(n). Dann ist 7, # der n-ten Dezimalstelle von f(n) und r, #
der n-ten Dezimalstelle von r. Also ist r, # r,, Widerspruch. QED

CANTOR zeigte, dass die Menge der algebraischen reellen Zahlen andererseits abzdhlbar
ist, und erhielt so einen ,abstrakten Beweis der Existenz transzendenter reeller Zahlen.
CANTOR vermutete, dass die Kardinalitdt der Menge der reellen Zahlen der unmittelba-
re Nachfolger der Kardinalitdt der Menge der natiirlichen Zahlen ist: die CANTORsche
Kontinuumshypothese besagt, dass jede Menge reeller Zahlen abzéhlbar oder bijektiv zu
N oder bijektiv zu R ist. Die Vermutung konnte von CANTOR und zahlreichen anderen
Mathematikern nicht bewiesen oder widerlegt werden. KURT GODEL und PAUL COHEN
haben dann gezeigt, dass die Kontinuumshypothese in der gewéhnlichen Mathematik nicht
entschieden werden kann. Ein Ziel der Vorlesung besteht darin, diese Aussage formal exakt
zu fassen und zu beweisen.

1.3 Mengen reeller Zahlen

Es gibt verschiedene Beweise fiir die Existenz von Mengen reeller Zahlen, die nicht LEBESGUE-
messbar sind. Diese Beweise beruhen auf Prinzipien wie dem ZORNschen Lemma oder dem
ZERMELOschen Auswahlaxiom. Andererseits sind einfache Mengen reeller Zahlen wie die
BoORELschen Mengen LEBESGUE-messbar. Damit entscheiden die mengentheoretischen
Grundlagen der Analysis iiber einfache Eigenschaften von Mengen reeller Zahlen. Die de-
skriptive Mengenlehre untersucht und klassifiziert Mengen reeller Zahlen unter derartigen
Gesichtspunkten.

Die Vorlesung entwickelt die Mengenlehre auf der Basis der ZERMELO-FRAENKELschen
Axiome zunichst bis zur Theorie der Ordinalzahlen. Wir untersuchen dann Aquivalen-
zen und Konsequenzen des Auswahlaxioms. Als merkwiirdige Folgerung des Axioms er-
gibt sich das Paradoxon von HAUSDORFF. Wir zeigen jedoch, dass die Annahme des
Auswahlaxioms die Gefahr eines Widerspruchs in den Grundlagen nicht vermehrt: wenn
die ZERMELO-FRAENKELschen Axiome ohne das Auswahlaxiom widerspruchsfrei sind,
so sind sie es auch zusammen mit dem Auswahlaxiom. Anschliefend wenden wir uns
der Erzwingungsmethode (Forcing) zu, mit der zahlreiche weitere Aussagen iiber Wider-
spruchsfreiheit von Erweiterungen des Systems von ZERMELO und FRAENKEL gezeigt
werden kénnen.
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2 Vorankiindigung

Die Vorlesung Mengenlehre I wurde folgendermafen vorangekiindigt:

Mathematical Logic Group
Department of Mathematics, University of Bonn

Mengenlehre 1
Wintersemester 2002 / 2003

Prof. Dr. Peter Koepke (koepke@math.uni-bonn.de)

Vorlesung: Dienstag Donnerstag, 10 - 12 Uhr, Seminarraum B

Sprechstunde von Prof.Dr.Koepke: Mittwoch, 12 - 13 Uhr, Beringstrafe 4, Zimmer 44
Sekretariat: Frau Baoues (Be4Zi27, Mo-Fr, 9 - 12 Uhr, baoues@math.uni-bonn.de)
Newsgroup: uni-bonn.math.logik

Ein umfangreiches Skript iiber ,Mengenlehre* findet sich auf der Web-Seite der Arbeits-
gruppe.

Zustindige Mitarbeiter fiir den Ubungsbetrieb:

Dr. Benedikt Lowe (loewe@math.uni-bonn.de), BedZi24, Phone 73-2928

Stefan Bold (bold@math.uni-bonn.de) Be4Zi25, Phone 73-3352

Ubungsgruppenleiter:

Oliver Lorscheid; oliver@math.uni-bonn.de

Torsten Langer; t-langer@Qgmx.net

Ubungen:

Dienstag 16-18 Uhr Seminarraum G

Mittwoch 16-18 Uhr Seminarraum A

Ubungsblitter: werden als dvi-, ps- und pdf-Dateien erhiltlich sein.

Die Zermelo-Fraenkelsche Mengenlehre (ZFC) axiomatisiert die Relation “x ist ein Element
von y“, z € y. Die gewohnlichen mathematischen Begriffe lassen sich in dieser Theorie
durch e-Formeln dergestalt formalisieren, dass sich in ZFC die Grundeigenschaften der
betrachteten Begriffe beweisen lassen. In diesem Sinne leistet die Zermelo-Fraenkelsche
Mengenlehre eine Grundlegung der Mathematik. Das System ZFC ist allerdings unvoll-
standig, es gibt €-Sitze, die sich in ZFC nicht entscheiden lassen. Insbesondere ist die
Cantorsche Kontinuumshypothese, die eine Aussage iiber die Kardinalitit der Menge der
reellen Zahlen macht, von den Zermelo-Fraenkelschen Axiomen unabhéngig.

Die Vorlesung beginnt mit der Einfiihrung der mengentheoretischen Axiome und der Ent-
wicklung der Theorie der Ordinal- und Kardinalzahlen. Im zweiten Teil wird die Cohensche
Erzwingungstechnik (Forcing) zur Konstruktion von verschiedenen Modellen der ZFC-
Axiome eingefiihrt. Diese soll auf axiomatische Fragen iiber die Kontinuumshypothese
und das Auswahlaxiom angewendet werden. Die Vorlesung folgt dem Skript Mengenlehre.
Der Umfang der Vorlesung entspricht etwa den Kapiteln 2-5, 9, 10, 20, 22-31 des Skripts.
Im Sommersemester 2003 wird die Vorlesung mit einer Vorlesung Mengenlehre II und
einem Seminar zur Mengenlehre fortgesetzt werden.

Last changed: October 11th, 2002
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3 Die Zermelo-Fraenkelschen Axiome

Der Begriff der Menge wird anschaulich durch das folgende Zitat von GEORG CANTOR
beschrieben:

Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung M von bestimmten,
wohlunterschiedenen Objekten m unsrer Anschauung oder unseres Denkens
(welche die ,,Elemente” von M genannt werden) zu einem Ganzen.

Entscheidend ist, dass eine Zusammenfassung zu einem Ganzen wiederum als bestimmtes,
wohlunterschiedenes Objekt aufgefasst werden kann, so dass eine Menge Element einer
Menge sein kann oder nicht. Weiter ist eine Zusammenfassung durch die darin zusam-
mengefassten Elemente bestimmt. Indem wir die Element-Beziehung (€) auf Objekten
erfassen, erfassen wir alle Aspekte des Mengen-Universums. Die einleitende Motivation
1.1 legt nahe, dass sich alle mathematischen Objekte vollstindig als Mengen, Mengen
von Mengen, usw. aufbauen lassen. Wir sehen daher von einer weiteren Beschreibung von
,Mengen an sich“ ab und konzentrieren uns auf die Relation € zwischen ihnen.

Der naive CANTORsche Ansatz fiihrt allerdings direkt zu Widerspriichen wie der RUs-
SELLschen Antinomie. Als Ausweg ergab sich eine axiomatische Vorgehensweise: die Axio-
me von ZERMELO und FRAENKEL beschreiben Eigenschaften der Element-Relation, sind
ausreichend stark fiir die gewiinschten Anwendungen, aber vermeiden die Russellsche An-
tinomie. Gleichzeitig ergeben sich axiomatische ( = metatheoretische) Aspekte: Wenn die
Axiome unser gesamtes Wissen iiber Mengen enthalten, eine bestimmte Aussage von die-
sen Axiomen aber nicht entschieden wird, so konnen wir diese Aussage nicht entscheiden.
Das wird bei der CANTORschen Kontinuumshypothese der Fall sein.

Definition 3.1 Das ZERMELO-FRAENKELsche Axiomensystem ZF besteht aus fol-
genden Axiomen:
(Ex) Mengenexistenzaxiom: Jv,Yv; vy € .
(Ext) Extensionalititsaxiom: VugVu (Vo (vy € vy <> 19 € v1) — vg = v1).
(Paar) Paarmengenaxiom: Yu,Vv;JueVus(vs € vy <= (v3 = 19 V v3 = v1)).
(lLU-Ax) Vereinigungsaxiom: Yuo3v,Vue(ve € vy < Juz(vs € vy A 02 € v3)).
(Aus) Aussonderungsschema: Fiir jede €-Formel ¢(vg, vy, ..., v,) postuliere:
Vo1 .. V0, Y01 F042V00 (V9 € Upya <= (Vg € Upg1 A ).
In Worten: Zu jeder Menge a und jeder mathematischen Eigenschaft ¢ existiert
eine Menge b, die genau diejenigen Elemente von a enthéilt, die der Eigenschaft
 gentigen.
(Pot) Potenzmengenaxiom: Vuy3v,Vua(ve € vy < Yus(vs € va — v3 € 1p)).
In Worten: Zu jeder Menge a existiert eine Menge b, deren Elemente gerade die
Teilmengen von «a sind.
(Inf) Unendlichkeitsaxiom: Jvy(3vi(v; € vg A Yuy —vg € v1) A
\V/U1£|’U2(U1 € Vg — (’U2 € vy A VU3(U3 € Vg < (Ug cev Vug= Ul)))))
In Worten: Es gibt eine Menge, die eine Menge ohne Element enthélt und unter
der Operation x — x U {x} abgeschlossen ist.



KAPITEL 3 DIE ZERMELO-FRAENKELSCHEN AXIOME 3

(Ers) Ersetzungsschema: Fiir jede €-Formel ¢(vg, v1,vs,...,0,41), in der die Va-
riablen v,,, 5 und v, ;3 nicht vorkommen, postuliere
Vg .. V011 (V00 V0n 120013 (9752 A 022 ) — vpp0 = Up43)
— V0,231 3V01 (V1 € Vpy3 > (Vo € Vpga A ©)))-
In Worten: Ersetzt man die Elemente einer Menge a durch ihre Bilder unter
einer funktionalen Zuordnung (diese ist hier durch die €-Formel ¢ gegeben), so
erhilt man erneut eine Menge.

(Fund) Fundierungsschema: Fiir jede €-Formel ¢(vg, vy, ..., v,), in der die Variable
Up+1 nicht vorkommt, postuliere
Yoy ... Vo, (3uee — Fug(e A Yuug1(Ungr € vg — ﬂgpv’;]—gl)))
In Worten: Trifft eine mathematische Figenschaft ¢ auf mindestens eine Menge
zu, so trifft sie auch auf eine Menge zu, auf deren Elemente sie nicht zutrifft (es

gibt einen minimalen Zeugen fiir ¢).

Wir erldutern die Axiome der Reihe nach und fiihren gleichzeitig die verwendete Sprache
und Konventionen ein.

3.1 Das Mengenexistenzaxiom
(Ex): JuoVv, — vy € .

Dieses Axiom besagt: Es gibt (eine Menge) vp, so dass fiir alle (Mengen) v; gilt, dass v;
kein Element von v, ist.

Wir driicken dieses in einer Sprache mit Quantoren 3 und V aus, wie sie zum Beispiel aus
den e-9-Definitionen der Analysis bekannt ist. Die Sprache der Mengenlehre spricht iiber
Variablen vy, vy, . ... Diese konnen in den zweistelligen Relationen € oder = stehen: v; € vy
oder v; = vg. Die elementaren Aussagen konnen mit aussagenlogischen Verkniipfungen
und (N), oder (V), impliziert (—) und nicht (—) verbunden werden. Der Gebrauch dieser
Sprache wird an den weiteren Axiomen demonstriert.

Inhaltlich besagt das Mengenexistenzaxiom, dass es eine Menge ohne Elemente gibt, eine
leere Menge. Es ist nach dem Mengenexistenzaxiom noch moglich, dass es mehrere
solche Mengen gibt.

3.2 Das Extensionalitatsaxiom
(Ext): YugVuy (Va(vy € vg <= 19 € v1) — vy = 7).

Dieses Axiom besagt, dass eine Menge genau durch ihre Elemente bestimmt ist: wenn v
und v; dieselben Elemente enthalten, so sind sie gleich.
Wir kénnen nun folgern, dass es hochstens eine leere Menge gibt:

Lemma 3.2 VooV, ((Vvg —wg € vy A Vg =g € v1) — v9 = 7).

Diese Bemerkung lésst sich formal aus dem Extensionalitdtsaxiom folgern:
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BEWEIS. Betrachte vy, vy, so dass: (Vve —wy € vg A Yuy —wy € vp). Betrachte vy. Dann
ist (—vy € vg A —wy € wp). Dann ist (v € vy <> vy € v1). Da vy beliebig war, gilt
Vg (ve € vy <> vy € v1). Nach dem Extensionalitdtsaxiom folgt hieraus: vy = v;. QED

Zu diesem Beweis ist folgendes zu bemerken: Das Argument vollzieht sich nach festen Be-
weisfiguren: Um eine Allaussage zu zeigen, ,betrachtet® man beliebige Objekte. Gegebene
Allaussagen werden auf betrachtete Objekte bezogen. Weiter werden aussagenlogische
Schliisse wie

aus (A — B) und A folgt B

eingesetzt. Die Beweismethode ist formal, und kann mit geniigendem Aufwand strikt
formal gemacht werden, so dass von einem gegebenen mathematischen Text wie oben
durch syntaktische Uberpriifung entschieden werden kann, ob dieser ein Beweis ist.

Die benutzten Beweisfiguren entsprechen den in der Mathematik gebrauchlichen Argu-
mentationsformen, wir werden daher in Zukunft wie gewohnt argumentieren. Dies bedeu-
tet, dass man argumentiert, als hitte man die Gesamtheit aller Mengen konkret vorliegen.

3.3 Das Paarmengenaxiom

(Paar): Voo Vv,3ueVus(vs € vy <= (v3 =19 V v3 = v7)).

Fiir alle vy und v; existiert ein v, dessen Elemente genau vy und v, sind. Die Eigenschaft,
dass vo aus den Elemente vy und v; aufgebaut ist, kann man durch Einfiihrung von
Mengenbildungstermen ausdriicken:

Vo = {Uo, Ul}.

Diese Formel ist eine Abkiirzung und suggestive Schreibweise von Yvs(vs € vy <> (v3 =
Vo V V3 = U1)).

Wir werden eine Fiille solcher abkiirzenden Schreibweisen einfiihren. Jede mathematische
Definition kann in die Sprache der Mengenlehre iibersetzt werden, die gewohnliche Schreib-
weise kann dann als suggestive und gewohnte Abkiirzung fiir eine Formel der Mengenlehre
angesehen werden. Mit der eingefiihrten Abkiirzung schreiben wir das Paarmengenaxiom
suggestiv als: YugVu;Jvg ve = {vg, v1}.

Man beachte, dass die Termschreibweise wegen des Extensionalitdtsaxioms mit dem ge-
wohnten Umgang mit Termen kompatibel ist:

Lemma 3.3 Vu,VuVuoVus ((ve = {vg, v1} A vg = {vg,v1}) — ve = v3).

Die Formelbestandteile mit den {.,.}-Termen werden als Abkiirzungen benutzt. Die Aus-
sage folgt sofort aus dem Extensionalitdtsaxiom, da v, und v3 dieselben Elemente haben.
Der Term {vg,v;} kann als Abkiirzungsteil verstanden werden, der innerhalb einer &-
Formel geeignet zu expandieren ist. Diese Expansion ist durch die obige Formel (v3 =
vo V v3 = vp) bestimmt. {vg,v1} ,besteht* aus allen Mengen vz, die die Formel (v3 =
vo V v3 = vy) erfiillen. Dies lésst sich durch {vg, v} = {vs|vs = vy V v3 = v} ausdriicken.
{vo,v1} steht also fiir den Klassenterm {vs|vs = vg V v3 = v }.
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Definition 3.4 Ein Klassenterm ist ein Ausdruck der Form {v,|¢}, wobei ¢ eine €-
Formel ist. Ein € -Term oder einfach Term ist eine Variable oder ein Klassenterm.

Wir fiihren weitere Klassenterme ein und geben einigen von ihnen suggestive Abkiirzun-
gen.

{vo} = {vi|lvy = vy} ist die Einermenge mit dem einzigen Element vy. Aus dem Paar-
mengenaxiom folgt sofort die Existenz von Einermengen:

Lemma 3.5 VU()ElUl V] = {’U()}.

Das Zusammenfassen zu Paaren ist eine elementare Operation, ohne die Mathematik in
der gewohnten Form nicht denkbar ist. Das ungeordnete Paar {vy,v;} hat allerdings
den Nachteil, dass (unter den bisherigen Axiomen) gilt: {vg,v1} = {v1,v0}. Es ist notig,
ein geordnetes Paar (vg, v;) zweier Objekte einzufiihren, bei dem es auf die Reihenfolge
ankommt. Die Asymmetrie zwischen vy und v, lasst sich auf verschiedene Art herstellen,
wir benutzen das gebriauchliche Paar nach KURATOWSKI (und WIENER).

Definition 3.6 (v, v1) = {{vo}, {vo,v1}} ist das geordnete Paar von vy und v;.

Man beachte, dass hier Klassenterme in Klassenterme eingesetzt werden. Die Auflésung
der iterierten Klassenterme ergibt sich auf kanonische Art, wie wir am folgenden Beispiel
sehen:

Lemma 3.7 Yv,Vv;3vs vy = (vg, v1).

BEWEIS. : Betrachte vy und v;. Nach dem Paarmengenaxiom wihle v3 und vy mit v3 =
{vg,v1} und vy = {vo}. Nach dem Paarmengenaxiom wihle vy mit ve = {v4,v3}. Wir
zeigen, dass vy = (vg, v1): Dieses ist eine Abkiirzung fiir: Yus (v5 € vg < (v5 = {vg} Vs =
{vo,v1}). Die linke Seite kann dquivalent umgeformt werden: Yus ((vs = vy V v5 = v3) <
(vs = {vo} V vs = {vy, v1}). Dies ist wahr nach Wahl von v4 und vs. QED

Noch wichtiger ist:
Satz 3.8 Das KURATOWSKI-Paar hat die Grundeigenschaft geordneter Paare: (zo,vo) =

BEWEIS. Gelte (xg,yo) = (z1,v1), d.h,,

(1) {Hwo} {wo, 903} = {{a}s {z1, v} )

Wir unterscheiden zwei Félle:
Fall 1. xy = yo. Dann ist nach (Ext) {{zo}, {z0,v0}} = {{z0}}, und (1) wird zu

) {{zo}} = {m} {o, } )

Durch Anwendungen von (Ext) ergibt sich hieraus {xo} = {1}, also o = z1, sowie
{zo} = {x1,11}, also xy = 21 und z¢ = y;. Damit ist zp = x; und yy = y; nachgewiesen.
Fall 2. xq # yo- Nach (Ext) folgen aus (1)
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(3)  {wo} = {w1} oder {zo} = {z1, 51}

sowie

(4) {mo, 90} = {71} oder {xo,yo} = {71, y1}

Aus jeder der beiden Identititen von (3) folgt o = z; wegen (Ext), so daf xy = 24
nachgewiesen ist. Betrachte nun (4). Wére hier die erste Identitdt wahr, so hitten wir
nach (Ext) zp = z1 = yy, was der Voraussetzung von Fall 2 widerspricht. Somit ist in
(4) die zweite Identitdt wahr; unter Einbeziehung des fiir Fall 2 bereits gezeigten ergibt
sich dann {xg, 40} = {zo,y1}. Da nach Annahme z, # y, gilt, folgt hieraus nach (Ext)
yo = v1 und Fall 2 ist abgeschlossen. Damit ist alles gezeigt. QED

Mit Hilfe geordneter Paare kann man nun in gewohnter Weise iiber Relationen und
Funktionen sprechen. Hierbei ist zu unterscheiden zwischen Mengen, die Relationen
oder Funktionen sind, und Klassentermen, die Relationen und Funktionen sind.

Definition 3.9 Ein Klassenterm R ist eine Relation, falls simtliche Elemente von R
geordnete Paare sind. Formal: Rel(R) := R C V x V. Statt (z,y) € R schreiben wir
meist Rry oder auch zRy. Ist A ein Klassenterm und R C A x A, so sagen wir, R ist eine
Relation iiber A.

Man beachte, dass es sich hier um ein unendliches Schema von Definitionen handelt. Zu
jedem Klassenterm der Form R = {vg|¢} haben wir eine Instanz der obigen Liste von
Definitionen vereinbart.

Definition 3.10 Seien R und S sowie A Klassenterme.

—~
)
N—

Der Definitionsbereich oder auch (engl.) Domain von R ist dom(R) := {z|JyzRy}.
Der Wertebereich oder auch (engl.) Range von R ist ran(R) := {y |3z zRy}.

Das Feld von R ist field(R) := dom(R) Uran(R).

Die Einschrinkung von R auf Aist R [ A := {(z,y) |z € A A zRy}.

Das Bild von A unter R ist R[A] := R"A := {y|3zx € A A xRy}.

Das Urbild von A unter R ist R7'[A] := {z|Jyy € A A xRy}.

Die Komposition von S und R ist So R := {(z,2) | JyzRy A ySz}.!

Die Inverse oder Umkehrrelation von R ist 7! := {(y,z) | xRy}

G
SN—r

—_~
o0

A,.\/_\A
=R TR O
N et S N

Relationen konnen verschiedene vom Standpunkt der Mathematik aus interessante Eigen-
schaften haben. Einige der wichtigsten sind in der nachfolgenden Definition zusammen-
gestellt.

Definition 3.11 Sei R ein Klassenterm.

! Die Definition ist so gewéhlt, da wir in dem Fall, daf S und R Funktionen sind, die {ibliche Schreib-
weise fiir die Komposition von Funktionen erhalten.
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(a) Die e-Formel Ref(R) := Rel(R) A Vz € field(R) xRx bedeutet, R ist eine reflexive
Relation.

(b) Die e-Formel Irref(R) :
flexive Relation.

(c) Die e-Formel Sym(R) := Rel(R) A Vz,y (xRy — yRx) bedeutet, R ist eine sym-
metrische Relation.

(d) Die e-Formel Antisym(R) := Rel(R) A Va,y (zRy A yRx — x = y) bedeutet, R
ist eine antisymmetrische Relation.

(e) Die e-Formel Tra(R) := Rel(R) A Vx,y,z(zRy N yRz — xRz) bedeutet, R ist
eine transitive Relation.

(f) Die e-Formel Con(R) := Rel(R) A Vz,y((z € field(R) A y € field(R)) — (zRy V
yRx V x =vy)) bedeutet, R ist eine konnexe Relation.

Rel(R) A Vzx € field(R) =z Rx bedeutet, R ist eine irre-

Wir kennzeichnen gewisse Typen von Relationen:

Definition 3.12 Sei R ein Klassenterm.
(a) Die e-Formel Eq(R) := Ref(R) A Sym(R) A Tra(R) bedeutet, R ist eine Aquiva-
lenzrelation.

(b) Mit [y]z := {z|zRy} bezeichnen wir die Aquivalenzklasse von y beziiglich R.

Bemerkung 3.13 Im allgemeinen ist die Aquivalenzklasse einer Menge y beziiglich der
Relation IR eine echte Klasse. Unter den in 3.1 angegebenen Erweiterungen ZF bzw. ZFC
von EML treten Ausnahmen etwa dann auf, wenn dom(R) € V gilt. Im Regelfall ist
aber [y]r als echte Klasse anzusehen; wir kénnen deshalb nicht a priori die ,Klasse aller
Aquivalenzklassen“ bilden, also keine Faktorisierung nach R durchfiihren, da die Bildung
von ,Klassen von Klassen“ zu Widerspriichen fiihren kann. Um dennoch eine adidquate
Darstellung der ,Familie“ der Aquivalenzklassen zu bekommen, werden wir auf der Basis
des oben bereits erwithnten Systems ZFC aus jeder Aquivalenzklasse einen Reprisentan-
ten ,auswahlen (hierzu bendtigen wir das ,Auswahlaxiom*, das wir ausfiihrlich studieren
werden) und dann die Klasse all dieser Reprisentanten bilden. Eine andere Maoglichkeit
besteht darin, jede Aquivalenzklasse soweit zu verkleinern, bis sie eine Menge ist (wir
werden in 5.14 sehen, dak echte Klassen in gewisser Weise zu grof geratene Mengen sind),
und die Klasse all dieser ,yerkleinerten® Aquivalenzklassen zu betrachten.

Definition 3.14 Sei R ein Klassenterm.

(a) Die e-Formel wPO(R) := Ref(R) A Tra(R) bedeutet, R ist eine schwache partielle
Ordnung.

(b) Die e-Formel PO(R) := wPO(R) A Antisym(R) bedeutet, R ist eine partielle
Ordnung.
(c) Die €-Formel LO(R) := PO(R) A Con(R) bedeutet, R ist eine lineare Ordnung.

(d) Sei A ein Klassenterm. Wir sagen, R ist eine schwache partielle, partielle bzw. lineare
Ordnung auf A, falls field(R) = A gilt. Wir setzen dementsprechend
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wPO(A, R) := wPO(R) A field(R) = A,
PO(A, R) := PO(R) A field(R) = A und
LO(A, R) := LO(R) A field(R) = A.

Definition 3.15 Seien R und A sowie B Klassenterme, so dafl R eine schwache partielle

Ordnung auf A ist und B C A gilt.

(a) Die Menge z heifit R-minimales Element von B, fallsz € BAVbe€ B (bRx — b=
x) gilt. Sie heift R-maximales Element von B, fallsx € BAVb € B (xRb — x =b)
gilt.

(b) Die Menge x heift R-kleinstes Element von B, falls z € B A Vb € B xRb gilt. Sie
heift R-grofites Element von B, falls z € B A Vb € B bRx gilt.

(c) Die Menge x heikt untere R-Schranke von B, falls x € A A Vb € B zRb gilt. Sie
heilt obere R-Schranke von B, falls x € A A Vb € B bRz gilt.

(d) Eine Menge heift R-Infimum von B und wird mit infr B bezeichnet, falls sie R-
groftes Element von {s|s ist untere R-Schranke von B} ist. Eine Menge heift R-
Supremum von B und wird mit supy B bezeichnet, falls sie R-kleinstes Element
von {s| s ist obere R-Schranke von B} ist.

Wenn der Bezug zu R aus dem Zusammenhang klar ist, verzichten wir in den eingefiihrten

Begriffen auf die explizite Nennung von R.

Definition 3.16 Seien A sowie B und R Klassenterme, R sei eine partielle Ordnung
auf A und B C A. Wir sagen, B ist eine R-Kette, falls Vz,y((r € B ANy € B) —
(xRy V yRx V x = y)) gilt. Hat jede R-Kette eine obere Schranke, so sagen wir, A ist
durch R induktiv geordnet.

Definition 3.17 Seien R sowie A und B Klassenterme, so daf R eine schwache partielle
Ordnung auf A ist und B C A gilt. Hat die Klasse {s|s € A\ B A Vb € B bRs} ein
kleinstes Element z, so bezeichnen wir dies mit lub B und nennen es das least upper
bound von B.

Definition 3.18 Sei R ein Klassenterm.

(a) Die €-Formel SLO(R) := Iref(R) A Tra(R) A Con(R) bedeutet, R ist strikte
lineare Ordnung.

(b) Sei A ein Klassenterm. Wir sagen, R ist strikte lineare Ordnung auf A, falls R
eine strikte lineare Ordnung mit field(R) = A ist. Dementsprechend setzen wir
SLO(A, R) := SLO(R) A field(R) = A.

Wir wenden uns nun dem wohl wichtigsten Begriff der neueren Mathematik zu, dem
Begriff der Funktion.

Definition 3.19 Sei F ein Klassenterm. Die €-Formel Fun(F') := Rel(F) AVz,y1, y2((xFy; A
xFys) — 11 = y2) bedeutet, F ist eine Funktion oder funktional.

Wir definieren folgende, mit Funktionen verbundene Begriffe und Schreibweisen.
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Definition 3.20 Seien F' sowie A und B Klassenterme.

(a) Die e-Formel F: A — B := Fun(F) A dom(F) = A A ran(F) C B bedeutet, F
bildet A in B ab.

(b) Die €-Formel F: AD>— B := Fun(F) A dom(F) C A A ran(F) C B bedeutet, F' ist
eine partielle Funktion von A in B.

(c) F: AMEB .= F:A— B A ran(F) = B bedeutet, F ist eine Surjektion oder auch
surjektive Funktion von A auf B.

(d) Die e-Formel F: A4 B := F: A — B AVay, 15 € AVy((21Fy A 2o Fy) — 11 = )
bedeutet, I ist eine Injektion oder auch injektive Funktion von A in B.

(e) Die e-Formel F: A « B = F:AY B .= Fi A" B A F: A™% B bedeutet, F
ist eine Bijektion oder auch bijektive Funktion von A in B.

(f) Der Klassenterm Ap = {f|f: A — B} definiert die Klasse aller Funktionen von A
nach B, die Mengen sind.

3.4 Das Vereinigungsaxiom
(U-Ax): YogTu Vg (ve € vy = Tuz(vg € vg A vy € v3)).

Auch hier wird die Existenz einer gewissen definierbaren Mengen ausgesagt, die wir durch
folgenden Klassenterm erfassen: | J vy = {va|Jvs(vs € vg A v9 € v3)} ist die Vereinigung
von vg. Das Axiom besagt dann, dass Yup3v; v; = (Jvp. In die Vereinigung von v, wer-
den also alle Elemente von Elementen von v, aufgenommen. Die folgende Schreibweise
suggeriert die Vereinigung einer Familie von Mengen, fiihrt aber zum selben Ergebnis:
Uv3€vg vy = Jvo.

Der Zusammenhang zur zweistelligen Vereinigungsoperation ist gegeben durch: z Uy =
(J{z,y}. Dabei benutzen wir ab jetzt Buchstaben a,b,c,...,z,y,z, ... als Bezeichnung
fiir geeignet gewdhlte Variablen vy, vy, . . ..

Wir fithren weitere Klassenterme zur Vereinfachung der Notationen ein:

Definition 3.21 Fiir Variablen z, y und z definieren wir:
(a) 0 := {z|x # x} ist die leere Klasse bzw. leere Menge.

(b) x Cy := Vz(z € v — z € y) bedeutet, dass x eine Teilmenge von y ist.
(¢) {z} = {y|y =z} ist die Einermenge z.
(d) {z,y} = {z]|z=2 V z =y} ist die Paarmenge von = und .

() zNy :={z|z€x A z €y} ist der Schnitt von z und y.

(f) xUy = {z]|z €z V z €y} ist die Vereinigung von x und y.
(g) z\y :={z|z€x A z ¢y} ist die Differenz von x und y.

(h) 7 := {z|z ¢ x} ist das Komplement von .

) Nz = {z|Yyy €x— z €y} ist der Schnitt von z.

) Uz :={z|3Jyyex A zey} ist die Vereinigung von z.
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(k) P(z) := {z|z C z} ist die Potenzklasse von x.

(1) {z1,29,...;2,} ={z|z=21Vz=023V ...V z=1,}.

(m) V := {z|z = z} ist die Klasse aller Mengen oder die Allklasse oder das
Universum.

(n) x ist eine Menge = z € V.

Indem man in den obigen Definitionen die freien Variablen durch Klassenterme ersetzt,

erhdlt man Definitionen fiir neue Klassenterme.

Unter Benutzung der Allklasse vereinfacht sich die Schreibweise der Axiome weiter:

Bemerkung 3.22 Das Mengenexistenzaxiom (Ex) ist dquivalent zu () € V.
Das Paarmengenaxiom (Paar) ist dquivalent zu Va,b {a,b} € V.
Das Vereinigungsaxiom (| J-Ax) ist dquivalent zu Va |Ja € V.

Mit Paarmengen- und Vereinigungsaxiom gelangen wir zu beliebig grofen endlichen Men-
gen: Yvg, ..., Un—1 {vo,...,vn_1} € V. Diese Aussagen lassen sich durch vollstindige In-
duktion iiber n beweisen: {vo, ..., v,_1} = {vo, ..., vy_2}U{v,_1}. Die Induktion geschieht
auf der Ebene der formalen Sprache und nicht innerhalb des Axiomensystems (Metatheo-
retische Induktion).

3.5 Das Aussonderungsschema

(Aus): Fiir jede €-Formel ¢(vg, vq,...,v,) postuliere:

Vo1 .. V0, Y0, 1130, 12V00 (Vg € Vo < (Vg € Va1 A ©)).

In Worten: Zu jeder Menge v,,; und jeder mathematischen Eigenschaft ¢ existiert ei-
ne Menge v, .9, die genau diejenigen Elemente von v, enthilt, die der Eigenschaft ¢
genligen.

Dies ist das erste von mehreren Axiomen-Schemata. Fiir jedes ¢ von geeignetem Typ
wird eine Mengenexistenz gefordert. Mit Klassentermen kann man das Schema schreiben
als:

Fiir jede €-Formel ¢(vg, v1,...,v,):

Yo .. YU, Y0130 42 Vnae = {volvg € V1 A @}

Oder: Fiir jede €-Formel ¢(vg, v1,...,v,):

Yoy ... Yo, Youy1 {volve € vpyr A @} € V.

Oder: Fiir jeden Klassenterm A: Vv, v,01 NA € V.

Oder: Fiir jeden Klassenterm A: Vx x N A € V.
Man beachte, dass hier die initialen Allquantoren Vv, vy, ..., v, fortgelassen wurden.
Das Aussonderungsschema ist eine abgeschwichte Version eines Mengenkonstruktions-

prinzips, das implizit in der frithen Mengenlehre angewendet wurde: Das bei FREGE for-
mulierte starke Komprehensionsschema ist in unserer Notation: Fiir jeden Klassenterm
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A: A € V. Dieses Axiom wiirde aber sofort zu der RUSSELschen Antinomie fiihren, denn
es widerspricht folgendem Satz:

Lemma 3.23 {z|x ¢z} ¢ V.

BEWEIS. : Angenommen {z|z ¢ 2} € V. Wéhle y mit y = {x|z ¢ z}. Dann ist y € y <
y € {z|r ¢ =} < y ¢ y. Widerspruch. QED

Das volle Komprehensionsschema, ist also soweit abzuschwichen, dass Klassen der Form
{z|x ¢ x} nicht mehr durch Mengen in V realisiert werden. Die entscheidende Beobach-
tung von ZERMELO war, dass die meisten Mengenbildungen Aussonderungen aus bereits
nachgewiesenen Mengen sind. Das Axiomensystem wird daher so festgelegt, dass essen-
tielle Mengen wie die Menge der natiirlichen Zahlen oder die Menge der reellen Zahlen
gebildet werden konnen, und dass man volle Aussonderung aus bereits existierenden Men-
gen zuldsst. Die beiden néchsten Axiome haben mit der Bereitstellung der erwidhnten
Zahlmengen zu tun.

3.6 Potenzmengenaxiom

(Pot): In der Klassentermschreibweise ist das Va P(a) € V, wobei P(a) = {b|b C a}.

Dieses Axiom fiihrt zu gréferen Kardinalititen, wie wir im Grunde schon bei der Uber-
abziahlbarkeit der Menge der reellen Zahlen gesehen haben. Das Argument wird noch
deutlicher im allgemeinen Kontext, es dhnelt dem obigen Argument iiber die RUSSELsche
Antinomie:

Lemma 3.24 Fiir alle a gibt es keine surjektive Abbildung f : a — P(a).

BEWEIS. Angenommen,f : a — P(a) sei eine surjektive Abbildung. Nach dem Ausson-
derungsschema wéhle b mit b = {z|z € a Az ¢ f(x)}. b C a und b € P(a). Wegen der
Surjektivitdt von f wihle ein x € @ mit f(z) =b. Dannist x € b — x ¢ f(z) < x ¢ b.
Widerspruch. QED

Da man anscheinend die Menge a durch z — {z} in P(a) einbetten kann, hat die Po-
tenzmenge von a eine echt grofere Kardinalitdt als a. Die Potenzmenge einer gegebenen
endlichen Menge {ay,...,a,_1} kann man ,konkret“ durch Angabe aller 2" Teilmengen
konstruieren. Das Potenzial des Potenzmengenaxioms wie auch der anderen starken men-
gentheoretischen Axiome entfaltet sich erst im Zusammenhang mit unendlichen Mengen.
Zusammen mit dem Aussonderungsschema kann man mit dem Potenzmengenaxiom ver-
schiedene Mengenexistenzen zeigen wie z.B. die Existenz von kartesischen Produkten: Es
seiaxb={z]3z,y (x€anyebAz=(x,y))} das kartesische Produkt von a und b.
Fir (z,y) €axbgilt: x €a, y € b, {z} CaUb, {z,y} CaUb, {z} € P(aUb), {z,y} €
P(aUb), (z,y) = {{z},{z,y}} C P(alb), (z,y) € PP(aUb). Damit ist axb C P P(aUb).
Nach dem Aussonderungsschema angewendet auf die Obermenge P P(aUb) existiert dann
a x b als Menge:
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Lemma 3.25 VYa,ba xbe V.

3.7 Das Unendlichkeitsaxiom

(Inf): Jvo(Fvi(vy € vy A Yvg—vg € U1) A

Vo 3ug(vy € vg — (V2 € Vg A Yug(vs € Vg <= (V3 € v1 V V3 =171))))).
In Worten: Es gibt eine Menge, die eine Menge ohne Element enthdlt und unter der
Operation = +— z U {z} abgeschlossen ist.

Wir wollen dieses Axiom mit Hilfe von Klassentermen in eine leichter verstindliche Form
bringen. Dabei lassen wir uns von dem Gedanken leiten, dass die Menge der natiirlichen
Zahlen eine Menge ist, die das Unendlichkeitsaxiom bezeugt. Wir fiihren entsprechende
Abkiirzungen und Klassenterme ein:

Definition 3.26
0 = 0 ist die Zahl Null, 1 = {0} ist die Zahl Eins, 2 = {0, 1} ist die Zahl Zwei, usw.
x+1=axU{x} ist der Nachfolger von z.

Damit wird das Unendlichkeitsaxiom &quivalent zu:

dr (0exAVn(nexr —n+1¢€ux)).

Man kann dann durch metatheoretische Induktion zeigen, dass die Zahlen 0,1,2,... Ele-
mente der hier postulierten Menge sind. Das Axiom fordert nicht die Existenz einer eindeu-
tig bestimmten Menge. Mit etwas mehr Aufwand konnen wir aber spéter die eindeutig
bestimmte Menge der natiirlichen Zahlen einfiihren. Die obige Definition wird bei der
mengentheoretischen Definition von Zahlbereichen weiter ausgefiihrt werden.

Durch Hintereinanderschaltung des Unendlichkeitsaxioms und des Potenzmengenaxioms
gelangen wir zu iiberabzdhlbaren Mengen, wobei wir noch die geeigneten unendlichen
Grofkenbegriffe aufbauen miissen.

3.8 Das Ersetzungsschema

Das Ersetzungsschema kann &hnlich wie das Aussonderungsschema auf eine prignante
Form mit Klassentermen gebracht werden:

Lemma 3.27 Auf der Basis von (Ex), (Ext), (Paar) und (| J-Ax) sind die folgenden
beiden Schemata gleichwertig:

(i) (Ers).
(ii) Fir jeden Klassenterm F' gilt die Aussage Va(Fun(F) — Fla] € V).

Satz 3.28 Das Aussonderungsschema folgt aus dem Ersetzungsschema.

Denn im Wesentlichen kann man die Menge xN A als Bild N A = F[z] erhalten, wobei die
Funktion F': x — z definiert ist durch: F'(u) = u, falls u € A, und F(u) = ay, falls u ¢ A,
wobei a( ein fest gewihltes Element von z N A ist. Das Aussonderungsschema belassen
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wir dennoch in unserem System der Mengenaxiome, da wir bei spéteren axiomatischen
Betrachtungen teilweise nur Aussonderung ohne Ersetzung voraussetzen wollen. Mit dem
Ersetzungsschema kann man weitere Mengenexistenzen im Umfeld von Funktionen zeigen.

Definition 3.29

Der Klassenterm 2B := {f|f:A — B} definiert die Klasse aller Mengen-Funktionen
von A nach B.

Xier FG) =A{f | I -V AViel fi) € F(i)}.

Lemma 3.30 Sei x € V und F ein Klassenterm mit F:x — V. Dann qgilt F € V. Gilt
(Pot), so ist auch X;c, F(i) € V.

BEWEIS. Wegen F = {(i,F(i)) | i € z} = Glz], wobei G = {(i,(i,F(3))) | ¢ €
x}U{(s,i) | i € V' \ z} funktional ist, folgt F' € V aus (Ers). Insbesondere ist dann auch
ran(F') € V nach ??. Da

XF@)={f|frx =V AViex f(i) € F(i)} € (| ran(F)),

1ET

gilt und der ganz rechts stehende Klassenterm in V' ist, folgt X;c, F'(i) € V aus (Aus).
QED

3.9 Das Fundierungsschema

Das Fundierungsschema geht auf MIRIMANOFF (1917) zuriick. Es ist unter allen ZFC-
Axiomen dasjenige, das im mathematischen Alltag am seltensten verwendet wird. Gleich-
wohl hat es weitreichende und wichtige Konsequenzen, auf die wir im Folgenden kurz
eingehen wollen. Zuerst geben wir unter Verwendung der Klassentermschreibweise eine
bzgl. der anderen Axiome dquivalente Charakterisierung von (Fund) an.

Lemma 3.31 Unter (Ex), (Ext), (Paar) und (| J-Ax) sind dquivalent:
(i) (Fund).
(i1) Fir jeden Klassenterm A = {z|p(z,w)} gilt die Aussage V(A # ) — Fz(x €
AN ANz =0)).

Das Fundierungsschema entspricht intuitiv einem hierarchisch aufgebauten Mengenuni-
versum. Die Elemente einer Menge erscheinen vor der Menge selbst, daher sollte es kein
x mit x € x geben. Das Fundierungsschema schliefit jede Art von €-Zykeln aus:

Satz 3.32 Fir Variablen xq,...,x, n gilt: =(x1 € 9 A ... N Ty € Ty N\ T, € T7).
Speziell firn =1: x, & ;.

BEWEIS. Angenommen,

(1) T1 EXy €+ €T,y € Ty
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Durch A := {z1,...,2,} wird ein Klassenterm A gegeben und es ist A # (). Sei geméiR
(Fund) z mit z € A und A Nz = () gewihlt. Dann ist z = x;, fiir ein & mit 1 < k < n.
Im Fall £ > 1 ist aber x,_1 € ANz und im Fall £k =1 ist x,, € AN x. Also in jedem Fall
ANz # (), Widerspruch. QED

Unser Aufbau der Theorie der Ordinalzahlen im néchsten Kapitel beruht auf dem Fun-
dierungsschema.

3.10 Das Auswahlaxiom.

Das Axiom (AC) gehért zu ZERMELOs 1908 aufgestellten Axiomensystem; mit seiner
Hilfe hat er den CANTORschen Wohlordnungssatz bewiesen.

C(mf\mﬂ . f%\rb
i

JU)

Abbildung 1: b ist eine Auswahlmenge fiir a.

Bevor wir die Bedeutung des Auswahlaxioms in der Mathematik kommentieren, beweisen
wir zunichst drei dquivalente Darstellungen. (In 6.1 werden wir weitere Aquivalenzen
formulieren und beweisen.) Die erste Charakterisierung vereinfacht die Formulierung von
(AC) mit Hilfe der Klassentermschreibweise.

Lemma 3.33 Unter (Ex), (Ext), (Paar) und (|J-Ax) sind die folgenden Aussagen
dquivalent:
(i) (AC).
(’L’L) Vaﬂb((@ ¢ a N V,I‘l,QZQ((.Tl caNxra€alNx # Z‘Q) — 1 NIy = (Z)))
—Vo(x €a—Jybnae={y})).

Tiefliegender ist der im folgenden Satz aufgezeigte Zusammenhang:

Satz 3.34 Unter den eingefiihrten Axiomen bis auf das Auswahlaziom sind dquivalent:
(i) (AC).
(1) Vrab(Eq(r) — (Vz,y((x €eb ANy €b A x#y) — —ary) A Vedy(x € field(r) —

(y €b A z1y)))).
In Worten: Jede Aquivalenzrelation hat ein vollstindiges Reprdsentantensystem.

(iii) Vf,x((frx =V AVili€x— f(i) #0)) — Xieo f(1) #0).

In Worten: Das Produkt nicht-leerer Mengen ist nicht leer.
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BEWEIS. ,,(i)=(iii)*. Seien f,z € V mit f:x — V und f(i) # 0 fiir alle ¢ € . Es ist ein
g:x — V mit g(i) € f(i) fiir alle ¢ € x zu finden. Hierzu ,machen“ wir die Mengen f(7)
disjunkt und wihlen mit (AC) aus jedem der f(7) ein Element ¢(i) aus. Formal geschieht
das wie folgt: Durch {{i} x f(i) | ¢ € z} ist nach (Ers) eine Menge a definiert; die
Elemente von a sind nicht-leer und paarweise disjunkt. Nach (AC) existiert eine Menge
b € V, die jedes Element von a in genau einem Punkt trifft. Aus ZF folgt, dafl durch
U{b N ({7} x f(i)) | i € =} eine Menge g definiert ist. Man sieht leicht, da g:x — V'
gilt und die Elemente von g von der Form (i, ¢(7)) mit ¢ € x und g(i) € f(i) sind. Die
Funktion ¢ ist also wie benoétigt.

,(iil)=-(ii)*. Sei r wie in (ii). Durch {[z], | « € field(r)} ist eine Menge a definiert. {(y,y) |
y € a} ist eine funktionale Menge f:a — a, die identische Abbildung von a. Wegen z € [z],
ist ) ¢ a und somit f(y) # 0 fiir jedes y € a. Nach (iii) existiert ein g € X, f(y). Dann ist
g([z],) € [z], (also g([z],)rx) und g([z],) # g([z'],) impliziert [z], # [2'],, d.h., = zrz’ und
somit — g([z],)rg([2'],). Die Menge ran(g) ist also ein vollstdndiges Représentantensystem
fiir r.

»(il)=-(1)“. Sei a eine Menge nicht-leerer, paarweise disjunkter Mengen. Wir fassen a als
Partition von | J a auf und definieren die zu dieser Partition gehdrende Aquivalenzrelation?
r. Ein vollstindiges Repréisentantensystem von r trifft jedes Element von a in genau einem
Punkt. Formal geschieht dies wie folgt: Durch | J{u x u|u € a} ist eine relationale Menge
r gegeben. Man sieht leicht, daf r eine Aquivalenzrelation ist und a = {[z], | z € Ja}
gilt. Wihle gemaf (ii) fiir r ein vollstdndiges Reprisentantensystem b € V. Dann trifft b
jede Aquivalenzklasse von r (d.h., jedes Element von a) in genau einem Punkt, ist also
wie fiir (i) benétigt. QED

3.11 Axiomensysteme

In der axiomatischen Mengenlehre werden verschiedene mengentheoretische Axiomensy-
steme untersucht, etwa in Bezug auf ihre Widerspruchsfreiheit, oder weil in bestimmten
Situationen nur ein Teil der obigen Axiome erfiillt ist. Wir werden daher grundsitzlich
beachten, welche Axiome in bestimmte Beweise eingehen. Einige Teilsysteme zeichnen wir
besonders aus:

Definition 3.35

Das Axiomensystem ZF (Zermelo-Fraenkel) besteht aus allen angegebenen Axiomen bis
auf das Auswahlaxiom.

Das Axiomensystem ZFC besteht aus allen angegebenen Axiomen einschlieklich des Aus-
wahlaxioms (Axiom of Choice).

Das Axiomensystem ZF~ besteht aus allen angegebenen Axiomen bis auf Auswahl- und
Potenzmengenaxiom.

2Zwei Elemente von | Ja sind genau dann #quivalent, wenn sie in derselben Teilmenge der Partition
liegen.
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Das Axiomensystem EML besteht aus den Axiomen der Mengenexistenz, Extensionalitét,
Paarmengen- und Vereinigungsbildung.

Ein wichtiges Ziel der Vorlesung ist der Nachweis der relativen Konsistenz des Aus-
wahlaxioms (AC) iiber dem System ZFC: Wenn ZF widerspruchsfrei ist, so ist auch
ZF C widerspruchsfrei.

4 QOrdinalzahlen

Die Zahlbereiche der natiirlichen und reellen Zahlen sind die klassischen Grundstrukturen
der Mathematik. Wir wollen in diesem Kapitel einen mengentheoretischen Zahlbegriff
einfithren, der als Verallgemeinerung des Begriffs der natiirlichen Zahl verstanden werden
kann. Wir motivieren die sc Cantorschen Ordinalzahlen durch Beobachtungen der oben
definierten natiirlichen Zahlen 0, 1,2, . ... Die Ordinalzahlen setzen die natiirlichen Zahlen
ins Transfinite fort. Wir zéhlen zunichst einige Eigenschaften der schon eingefiihrten
yhatiirlichen Zahlen“ 0,1,2,... auf:

(a) Die <-Relation der natiirlichen Zahlen wird dargestellt durch die €-Relation. D.h.,
m < n ist dquivalent zu m € n.

(b) Jedes Element eines n ist auch Teilmenge von n, d.h., n ist unter €-Vorgéngern
abgeschlossen (,n ist transitiv®).

(c) Die Menge n wird durch € strikt linear geordnet.
(d) Die Nachfolgerbildung der natiirlichen Zahlen wird in V' formalisiert durch die Ope-
ration z — z U {z}: Esist n+ 1 =nU {n}.

Wir untersuchen nun die Gesamtheit aller Mengen, die diesen Gesetzen geniigt.

4.1 Die Klasse der Ordinalzahlen

Definition 4.1 Es seien A und R Klassenterme.

(a) Die e-Formel Trans(A) := Vz,y((r € y ANy € A) — x € A) bedeutet: A ist
transitiv, d.h., A ist gegeniiber €-Vorgéngern seiner Elemente abgeschlossen: Jedes
Element von A ist auch Teilmenge von A.

(b) Die Relation €] A := {(z,y) |t € ANy € A A x €y} ist die auf A eingeschrénkte
c-Relation.

Definition 4.2 (a) Durch On := {z | Trans(z) A SLO(z, €] z)} ist die Klasse der
Ordinalzahlen definiert.

(b) Mit z ist eine Ordinalzahl bezeichnen wir die €-Formel = € On.
(c) Firz,y€Onsetzen wirz <y :=zeyundz <y := (z<yVz=y).
Zur Notation: Wir verwenden kleine griechische Buchstaben als Variablen fiir Ordinal-

zahlen. Eine Formel wie Vo ¢ ist zu lesen als Vo (o € On — ¢) und eine Formel der Art
Jdovp ist zu lesen als Ja (o € On A ).
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Bemerkung 4.3 Fiir jede natiirliche Zahl n ist n € On, wie man leicht verifiziert.

Die nichsten beiden Sitze zeigen, daf die Klasse On die definierende Bedingung von On
erfiillt.

Satz 4.4 Es gilt Trans(On).

BEWEIS. Sei x € a und a € On. Es ist zu zeigen, daf = in On liegt, also die definierende
Bedingung des Klassentermes On erfiillt.

(1)  Es gilt Trans(z).

BEWEIS. Sei u € v € x. Es ist u € x zu zeigen. Aus v € x € o und der Transitivitidt von
a folgt v C «, so dakl wir speziell v € a haben. Aus x,u € o und aus der Tatsache, daf
a durch < strikt linear geordnet wird, ergibt sich, dal genau eine der Aussagen = € u
bzw. © = u bzw. u € x erfiillt ist. Ware x € u, so hitten wir v € u € v € x; wire © = u,
so hitten wir x = u € v € x. Da € keine Zykel hat, siehe 3.32, kann keine der beiden
Aussagen richtig sein. Also muf u € z gelten. qed(1)

(2)  Die Menge = wird durch €[ x strikt linear geordnet.

BEWEIS. Da « transitiv ist, ist x C «, und da « strikt linear von €] « geordnet wird,
folgt sofort die Behauptung (beachte, daf in SLO nur Allquantoren vorkommen). qed(2)

(1) und (2) implizieren = € On. QED
Corollar 4.5 Es gilt Vo o = {v |y < a}; speziell: Vo, f (a = «— Vy(y < a & v <
B))

BEWEIS. Da a € On und On transitiv ist, ist jedes Element von « eine Ordinalzahl
v < a. QED

Satz 4.6 Es gilt SLO(On, <).
BEWEIS. Nach Definition gilt < C On x On; da € keine Zykel hat, gilt o £ a.
(1)  Die Relation < ist transitiv auf On.

BEWEIS. Es gelte a < § < v, d.h, « € f und 3 € ~. Aus der Transitivitdt von ~ folgt
dann o € 7, also a < . qed(1)

(2)  Je zwei Elemente von On sind bzgl. < vergleichbar.

BEWEIS. Angenommen, dies wire nicht der Fall. Dann gibt es ein o, das die Eigenschaft

¢ =a€O0nAIFBeONA-(a=FVaefV PEa))
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erfiilllt. Nach (Fund) (angewendet auf ¢) existiert dann ein <-minimales «, das mit
einem gewissen (3 <-unvergleichbar ist. Erneute Anwendung von (Fund), diesmal auf die
Formel

Y :=0eOnA-(a=03VaepVpEea),

liefert ein <-minimales 3 # «a, das zu a <-unvergleichbar ist. Wir zeigen o = [ und
erhalten so einen Widerspruch.

zu ,C“ Ist v < a, so ist (wegen der Minimalitdt von «) v mit 5 noch < -vergleichbar.
D.h., es gilt entweder § < v oder § = v oder v < (. Im ersten Fall wire § < v < a,
wegen der Transitivitdt von < also § < «; im zweiten Fall wére ebenfalls 5 < «. Dies
widerspricht aber der < -Unvergleichbarkeit von o und /3. Also kénnen diese beiden Félle
nicht eintreten, d.h., es gilt v < .

zu , 2% Ist v < 3, so ist (wegen der Minimalitdt von ) v noch mit o <-vergleichbar.

Also a@ < 7 oder @ = v oder v < a. Analog zum ,,C“-Beweis erhilt man in den beiden
ersten Fillen einen Widerspruch, so daf in der Tat v < « gilt. qed(2)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

Satz 4.7 Die Klasse On ist eine echte Klasse: On ¢ V.

BEWEIS. Angenommen, On € V. Da On transitiv ist und von < strikt linear geordnet
wird, wire On € On. Da € keine Zykel hat, ergibt sich ein Widerspruch. QED

Bemerkung 4.8 Die Tatsache, dass On die definierende Bedingung von On erfiillt (siehe
4.4 und 4.6) aber dennoch kein Element von On ist, wird manchmal als das Paradoxon
von BURALI-FORTI® bezeichnet. BURALI-FORTI verdffentlicht im Jahr 1897 seine Ent-
deckung, dass die Bildung der Menge aller Ordinalzahlen zu einem Widerspruch fiihrt.
Dieses Resultat hat unabhéngig von BURALI-FORTI auch CANTOR im Jahre 1895 gefun-
den.

4.2 FEin strikt formaler Beweis

Die elementaren Lemmas iiber Ordinalzahlen haben etwas uniibersichtliche, aber kurze
Beweise. Es ist moglich, diese Beweise strikt formal durchzufiihren, z.B. unter Benutzung
des Beweis-Priifungssystems MIZAR (www.mizar.org). Im folgenden Beispiel werden Or-
dinalzahlen nur iiber Transitivitit und Linearitdt der €-Relation definiert. Man sieht
leicht, dass das zur Ordinalzahl-Definition 4.1 dquivalent ist.

3CESARE BURALI-FORTT (13.8.1861, Arezzo-21.1.1931, Turin) 1884 Promotion in Mathematik an der
Universitdt Pisa; ab 1887 an der Militdrakademie, ab 1906 als ordentlicher Professor; daneben 1894—
1896 als Assistent von PEANO an der Universitdt Turin. Hauptarbeitsgebiet von BURALI-FORTI ist die
Vektoranalysis sowie die Theorie der linearen Transformationen und deren Anwendungen u.a. auf phy-
sikalische Fragestellungen. Seine Beschiftigung mit der Grundlagenmathematik fillt in die erste Halfte
seines Lebens; hierbei versucht er, PEANOs Beitrige zu diesem Gebiet zu popularisieren.
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'l German MIZAR-MSE UNIX
!l Version 0.0.1 Arbeitsgruppe Logik, Universitaet Bonn
'! (German translation and other modifications) und

!'! Dep of Comp Sci, Univ of Alberta (MIZAR-MSE)
I

Man benutze u,v,w,u’,v’,w’,x,y,z fuer Mengen.
Man fixiere Null in Mengen.

Fundierung_1:
Nicht (Es existieren u,v mit In[u,v] und In[v,ul).

Fundierung_2:
Nicht (Es existieren u,v,w mit In[u,v] und In[v,w] und In[w,ul).

Definition_der_Transitivitaet:
Fuer z ist (Trans[z] gdw
(Fuer x,y mit In[x,y] und Inly,z] ist In[x,z])).

Strikte_Lineare_Ordnung:
Fuer z ist (SLO[z] gdw
(Fuer u,v mit In[u,z] und Inl[v,z]
ist (In[u,v] oder u=v oder In[v,ul))).

Definition_von_0Ordinalzahl:
Fuer z ist (Ord[z] gdw Trans[z] und SLO[z]).

Folgerungen

0: Nun betrachte man y,z.
Angenommen 1: In[y,z] und Ord[z].

Behauptung: Fuer u,v in Mengen mit In[u,y] und In[v,y] ist
In[u,v] oder u=v oder In[v,ul

Beweis

Man betrachte u,v aus Mengen.
Angenommen 2: In[u,y].
Angenommen 3: In[v,y].

21
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: Trans[z] nach 1, Definition_von_0Ordinalzahl.

In[u,z] nach 1,2,4, Definition_der_Transitivitaet.

In[v,z] nach 1,3,4, Definition_der_Transitivitaet.

SLO[z] nach 1, Definition_von_0Ordinalzahl.

: Infu,v] oder u=v oder In[v,u] nach 5,6,7, Strikte_Lineare_Ordnung.
Also In[u,v] oder u=v oder In[v,u] nach 8.

Ende.

OO\IOBU‘I:-P

Also SLO[yl nach Behauptung, Strikte_Lineare_Ordnung.
Ende.

== Somit haben wir bewiesen:

Theorem: Fuer y,z mit In[y,z] und Ord[z] ist SLO[y] nach O.
¥

't Danke, OK
| I

4.3 Eigenschaften von Ordinalzahlen.

Wir definieren die Bildung des Nachfolgers einer Ordinalzahl als Verallgemeinerung +1-
Operation auf den natiirlichen Zahlen. Ordinalzahlen, die keine Nachfolgerordinalzahlen
und von () verschieden sind, werden Limesordinalzahlen genannt. Anders als bei den
natiirlichen Zahlen gibt es solche Limeszahlen in On.

Definition 4.9 Fiir jede Menge x setze  + 1 := z U {z}. Im Fall z = o € On heifit
a + 1 direkter ordinaler Nachfolger von a.

Bemerkung 4.10 Esgilt z+1 = |J{z,{z}} € V wegen (Paar) und (| J-Ax). Auferdem
ist die +1-Operation injektiv: Wére ndmlich x +1 = y + 1 und = # y, so wire © € y
wegen = € yU {y} und y € z wegen y € x U {z} im Widerspruch dazu, dak € keine Zykel
hat.

Satz 4.11 Sei o € On. Dann gilt:

(a) a+1¢€ On.

(b) a<a+l.

(¢c) VB(B>a—(3>a+1).

Aus (a) bis (c) folgt, dafy o+ 1 die kleinste Ordinalzahl ist, die gréfer ist als .

BEWEIS. zu (a). Da a+1 eine Teilmenge von On ist, geniigt es, Trans(a+1) zu verifizieren,
vgl. 27. Gelte also x € y € a + 1 = a U {a}. Dann ist entweder y € o, und es gilt = € «
wegen der Transitivitit von «; oder es ist y = «, und wieder folgt x € a. Wegen o C a+1
folgt in beiden Fillen z € a + 1. Dies war zu zeigen.
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zu (b). Dies ist klar.
zu (¢). Sei f < a+1=aU{a}. Dann ist § € a oder § = a, also # < a. QED

Lemma 4.12 Auf den friher definierten natirlichen Zahlen n stimmt die oben definierte
Nachfolgerbildung mit der iblichen Nachfolgerbildung tiberein.

Definition 4.13 (a) Die e-Formel Succ(z) := z € OnA(x =0 V y(z = y+ 1))
bedeutet: x ist eine Nachfolgerordinalzahl oder kurz Nachfolger.

(b) Die €-Formel Lim(z) := = € On A - Succ(z) bedeutet: x ist eine Limesordinal-
zahl oder kurz Limes.

(c) Die €-Formel Ind(z) := 0 € x A Vy(y € © — y + 1 € x) bedeutet: x ist induktiv.

Bemerkung 4.14 (a) Technische Griinde veranlassen uns dazu, () als Nachfolger auf-
zufassen. Manche Autoren ziehen es dagegen vor, () als Limes anzusehen.

(b) Ist 3 # 0 und ein Nachfolger, so gibt es genau ein x mit 3 = z+1, und es ist z € On.

4.4 Die Klasse w der natiuirlichen Zahlen.

In diesem Abschnitt setzen wir nicht das Unendlichkeitsaxiom vorsetzen. Es ist dann
moglich, dass die natiirlichen Zahlen eine echte Klasse bilden.

Definition 4.15 Definiere Nat(z) := (Succ(z) A Yy (y € © — Succ(y))) (d.h., z ist eine
natiirliche Zahl). w = {n| Nat(n)} sei die Klasse der natiirlichen Zahlen.

Aus der Darstellung im letzten Lemma folgt durch metasprachliche Induktion leicht, dass
w die zuvor definierten n enthilt und mit diesen ,beginnt®:

Lemma 4.16 Fiir jede konkret gegebene natirliche Zahl n ist n € w. Ferner ist 0 =
min(w) und n = min(w \ {0,...,n — 1}) 4m Fall n > 0.

Satz 4.17 Sei S:w — w die Nachfolgerfunktion, d.h, S(n) = n+ 1 fiir alle n € w.
Dann gelten die PEANO-Aziome:

inj.

(P1) S:w—"w.

(P2) 0 ¢ ran(S).
(P3) Flir alle Terme A gilt: ( ACwAO0€ ANV (z e A— S(z) € A) — A=w.

BEWEIs. Die Giiltigkeit von (P1) folgt aus der Injektivitéit der +1-Operation auf V', (P2)
ist evident. (P3) folgt aus dem Fundierungsschema und der Definition von w. QED

Bemerkung 4.18 Die Klasse w wird durch die o.a. PEANO-Axiome eindeutig festgelegt.
Man beachte, dass die obige Version der Peano-Axiome eine Klassenversion ist. Unter der
Annahme des Unendlichkeitsaxioms gelangen wir zu der iiblichen Mengenversion.

Satz 4.19 Im Aziomensystem ZF~ —(Inf) sind dquivalent: (Inf) und die Aussage w € V.
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BEWEIS. Offensichtlich ist w € V' ein Zeuge fiir das Unendlichkeitsaxiom. Umgekehrt sei
x € V Zeuge fiir das Unendlichkeitsaxiom, d.h. 0 € = AVn(n € x — n+ 1 € z). Nach
420 fir A=wNegilt wNzr =w. Dann ist w C z und w € V. QED

In ZF~ erhalten wir dann die gewohnliche Form der Peanoaxiome:

Satz 4.20 Sei S:w — w die Nachfolgerfunktion, d.h, S(n) = n+ 1 fiir alle n € w.
Dann gelten die PEANO-Aziome:

inj.

(P1) S:w—"w.
(P2) 0 ¢ ran(S).

(P3) Ya((aCw ANO€a AVr(r€a— Sx)€a) —a=uw).

Satz 4.21 w ist die kleinste Limesordinalzahl.
BEWEIS.
(1)  Trans(w).

BEWEIS. Sei z € y € w. Da Nat(y) ist Succ(z). Da Trans(y) ist z C y und daher
Vz(z €  — Succ(z)). Also ist Nat(z) und z € w. qed(1)

(2)  SLO(w, €] w)

ist klar, denn w C On und die Ordinalzahlen sind durch € strikt linear geordnet.
Zusammen ergibt sich

(3)  weOn.
(4)  w ist eine Limesordinalzahl.

BEWEIS. Andernfalls wire Succ(w) und damit Nat(w). Aber dann ist w € w im Wider-
spruch zu Fundierung. qed(4)
Da alle Elemente von w Nachfolgerzahlen sind, ist w die kleinste Limesordinalzahl. QED

Damit sind die natiirlichen Zahlen als Menge formalisiert. Im néchsten Kapitel definieren
wir zudem die gewohnten arithmetischen Operationen auf N = w mit Hilfe der Rekursion.

5 Induktion und Rekursion.

In diesem Kapitel setzen wir — sofern nicht ausdriicklich etwas anderes gesagt
wird — das System ZF~ voraus.

Induktion ist (in seiner einfachsten Form) ein Beweisprinzip fiir Aussagen iiber Ordinal-
zahlen. Es besagt, dak eine mathematische Eigenschaft ¢ fiir jede Ordinalzahl gilt, wenn
man fiir jede Ordinalzahl o aus der Giiltigkeit von ¢ fiir alle Vorgédnger von « auf die
Giiltigkeit von ¢ fiir « selbst schliefsen kann.
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Rekursion ist (in seiner einfachsten Form) ein Konstruktionsprinzip fiir funktionale Klas-
sen F: On — V. Es besagt, dalk F' dann wohl- und eindeutig definiert ist, wenn es eine funk-
tionale Klasse G gibt, die fiir jedes o aus den bereits berechneten Werten (F(5)|5 < «)
und der aktuellen Stelle « den Wert F'(«) berechnet.

5.1 Ordinalzahlinduktion.

Satz 5.1 Sei C ein Klassenterm.
(a) Gilt C C On und Va(a CC — a € C), so ist C = On.

(b) Gelten C C On und 0 € C sowie Va(a € C — a+1 € C) und Yo((Lim(a) A a C
C)— ael), soist C =On.

BEWEIS. zu (a). Wire C' # On, so ist @ := min(On\C) wohldefiniert. Aus der Mi-
nimalitdt von « folgt a C C, so dak nach Voraussetzung o € C' gilt. Dies widerspricht
a € On\C. Also ist C' = On.

zu (b). Wir zeigen, daf die Voraussetzungen aus (a) erfiillt sind, so da® (b) aus (a) folgt.
Sei also e C C'. Ist @ = 0, so ist nach Annahme in (b) a € C. Ist o # 0 ein Nachfolger, so
ist « = f+ 1 wobei 3 € C gilt wegen a@ C C; nach Annahme in (b) ist dann g+ 1 € C,
also a € C. Gilt Lim(«), so liefert die Annahme in (b) unmittelbar o € C.. QED

Da jeder Klassenterm C' C On von der Form C' = {a | ¢(a, W)} ist, liefert der Satz sofort
die Richtigkeit des folgenden Induktionsschemas.

Satz 5.2 (Induktionsschema fiir On) Sei p(x,w) eine €-Formel. Dann gilt:
(a) Yo € On (V8 < a ¢(fB,W) — (o, W) — Va € On p(a, W)

(b) (#(0.49) AValpla, @) — pla+1,@)) AVa(Lim(a) — (V8 < a p(8,7) — p(a,7))))
— Ya € On ¢(a, W)

Wir formulieren die Aussage des letzten Satzes weniger formal. Es sei eine mathematische
Eigenschaft ¢ vorgelegt. Es soll gezeigt werden, daf ¢ auf alle Ordinalzahlen zutrifft. Um
dies durchzufiihren, stehen zwei Strategien zur Verfiigung:

STRATEGIE 1. Betrachte eine beliebige Ordinalzahl o und nimm an, daf ¢ auf alle Ordi-
nalzahlen § < « zutrifft; zeige, dak dann ¢ auf a zutrifft.

STRATEGIE 2. Zeige zunichst, dal ¢ auf 0 zutrifft. Betrachte dann eine beliebige Ordi-
nalzahl o > 0 und unterscheide die Fille = §+ 1 und Lim(«). Im Fall « = f+ 1 nimm
an, dak o auf § zutrifft und zeige, da ¢ auf « zutrifft; im Fall Lim(«) nimm an, daf ¢
auf alle § < « zutrifft und zeige, dafs ¢ auf o zutrifft.

Wir konnen Induktion auch benutzen, um Aussagen iiber Anfangsstiicke von On zu be-
weisen: Es seien eine mathematische Eigenschaft ¢ und eine Ordinalzahl v vorgelegt; es
soll gezeigt werden, dak ¢ auf alle o < v zutrifft. Den Beweis kann man fiihren, indem
man eine der oben angegebenen Strategien verfolgt, wobei man jeweils die Zusatzan-
nahme o < v hinzufiigt. Diese Vorgehensweise ist korrekt: es wird hierdurch namlich
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bewiesen, daf die mathematische Eigenschaft ¢ (z, @) = (x < v — ¢(x,@)) auf alle
a € On zutrifft, was sofort die Giiltigkeit von ¢ fiir jedes a < ~ impliziert. Unter diese
LS<Anfangsstiick-Induktionen® fallen z.B. die bekannten Induktionen iiber natiirliche Zahlen

(v =w).

5.2 Ordinalzahlrekursion.

Wir wenden uns dem eingangs skizzierten Konstruktionsprinzip zu.

Satz 5.3 (Rekursionsschema fiir On) Sei G ein Klassenterm. Dann kénnen wir einen
Klassenterm F' angeben, so daf$ unter ZF~ folgendes gilt:

(a) G:V -V — (F:On—V AVaF(a)=G(F |a))
(b) Ist F' ein weiterer Klassenterm, dann gilt:
(GV -V AF:On—V AVaF(a)=G(F' |a)) — F=F'
Der Klassenterm F' heifst der durch <-Rekursion auf On und die Rekursionsvor-
schrift G bestimmte kanonische Term. Fulls G:V — V gqilt, bezeichnen wir F' auch

als die durch <-Rekursion auf On und die Rekursionsvorschrift G bestimmte
Funktion.

BEWEIS. Wir approximieren die Funktion /' durch Funktionen f, deren Definitionsberei-
che Ordinalzahlen sind, und die sich auf ihren Definitionsbereichen geméf der Rekursions-
vorschrift G verhalten. Wir zeigen, dafs je zwei solcher Approximationen kompatibel sind,
d.h., auf dem gemeinsamen Teil ihres Definitionsbereiches iibereinstimmen und daf jede
Ordinalzahl als Definitionsbereich einer Approximation in Frage kommt. Den Klassenterm
F erhalten wir durch Vereinigung all dieser Approximationen.

Definiere also
App(f,G) := f:dom(f) = V A dom(f) € On AVa € dom(f) f(a) =G (f | a)

und setze

F = | J{f| App(£.G)}.

Hiermit haben wir F' effektiv aus G konstruiert. Es gelte nun ZF .
(a). Sei G:V — V

(1)  Je zwei Approximationen sind kompatibel:

App(f,G) N App(g,G) A dom(f) C dom(g) — g | dom(f) = f.
Speziell: Gilt App(f, G) und App(f, G) sowie dom(f) = dom(g), so ist f = g.

BEWwEIs. Wire g [ dom(f) # f, so gibe es ein kleinstes o € dom(f) mit f(a) # g(«).
Wegen der Minimalitit von « ist f | @« = g [ a und damit, weil G funktional ist, auch
G(f I o) = G(g | «). Wegen App(f,G) und App(g,G) haben wir aber andererseits
fla) =G(f | a) und g(a) = G(g | @), so dak doch f(a) = g(«) sein muf, Widerspruch.

qed(1)
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(2)  Va€On3f (App(f,G) A dom(f) = ).

BEWEIS. Wir fiihren einen Induktionsbeweis.

a=0.Fir f := 0 gilt f:0— V und App(f,G).

a = 3 + 1. Nach Induktionsvoraussetzung existiert g: 5 — V mit App(g,G). Setze [ =
gU{(B,G(g))}. Dann gilt f: « — V, und man verifiziert leicht App(f, G)). Beachte hierbei,
daB firy < g gilt f [vy=g 7.

Lim(a). Nach Induktionsvoraussetzung existiert fiir jedes § < a ein fz: 8 — V mit
App (fs, G). Nach (1) ist fz eindeutig bestimmt, so daf wir fz = ({g| App(g,G) A
dom(g) = } haben, d.h., zur Definition von fz wird (AC) nicht benétigt. Durch f :=
U{fs| B < a} ist, weil Approximationen paarweise kompatibel sind, eine Funktion f:a —
V' gegeben (beachte, dak {fs|08 < a} nach (Ers) eine Menge ist, also wegen (| J-Ax)
f € V gilt). Fir 8 < a hat man auferdem f [ 5 = fg41 | 5. Wegen App (fs+1, G) folgt
hieraus £(3) = fa11(8) = G (fas1 | ) = G (f | B). Somit gilt App(f, G). Ged (2)

Aus (1), (2) und der Definition von F' ergibt sich sofort F:On — V. Analog zu der
parallelen Stelle im Induktionsbeweis von (2) fiir den Limesfall sieht man, dak F' die
Rekursionsgleichung V3 F(3) = G (F | 3) erfiillt. Damit ist (a) bewiesen.

zu (b). Der Beweis verlduft genau so wie der Beweis der Kompatibilitéit zweier Approxi-
mationen, siehe (1). QED

Bemerkung 5.4 Der kanonische Term F' im Rekursionsschema ist G eindeutig zugeord-
net; seine Definition ist dem obigen Beweis zu entnehmen. Der Term F' ist auch dann
definiert, wenn G nicht funktional ist. In diesem Fall macht das Rekursionsschema jedoch
keine Aussage iiber die Eigenschaften von F.

Das Rekursionsschema wird oft in der folgenden Form angewendet: Fiir die zu definierende
Funktion F: On — V wird folgendes vorgegeben:

(i) der Funktionswert an der Stelle 0,

(ii) eine m.H. eines Klassentermes formulierbare ,Vorschrift“, wie aus dem Funktions-
wert an einer Stelle o der Funktionswert an der Stelle o + 1 ausgerechnet werden
kann,

(iii) eine ebensolche ,Vorschrift“, wie an Limesstellen v aus den Funktionswerten an den
kleineren Stellen der Funktionswert an der Stelle o bestimmt werden kann.

Formal bedeutet dies, daf ein zo € V sowie Klassenterme G, und Gy, mit Ggyee, Giim: V'
V vorgegeben sind, so dass die rekrusive Funktion F erfiillt:

(i) F(0) = o,
(11) F(a + 1) = Gsucc(F(a))a
(i) F(a) = Gum (F | a), falls Lim(a).
Das Rekursionsschema liefert uns die Existenz der gewiinschten Funktion F', wenn wir die
Fallunterscheidungen auflésen, indem wir setzen:

G ={(f,x)|f:0=V}U
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{(f,Giim(f)) |3 Lim(ax) A frx — V}U
{(£,0)]=Ca fra — V)}

Dann gilt G:V — V und die obigen Aussagen (i)—(iii) sind gleichwertig mit Vo F(a) =
G (F | ), wie fiir das Rekursionsschema benétigt. Wir stellen nun einige wichtige An-
wendungen des Rekursionsschemas vor.

5.3 Ordinalzahlarithmetik.

Wir iibertragen die fiir die gewohnlichen natiirlichen Zahlen gegebenen Operationen Ad-
dition, Multiplikation und Exponentiation auf die gesamten Ordinalzahlen.

Definition 5.5 Definiere fiir « € On durch < -Rekursion auf On die Abbildung a+: On —
V' mit
(i) a+0:= a,
(i) a+(B+1) = (a+0)+1,
(iii) a+6 := U{la+B[B <0} (=supssa+ ), fiir Lim(4).
Die Funktion + heift Ordinalzahladdition.

Der néchste Satz zeigt, dal die Ordinalzahladdition nicht aus On herausfiihrt und stellt
einige Regeln fiir die Ordinalzahladdition zusammen.

Satz 5.6 Es gilt:

(a) Yo, a+ € On.

(b) <y — a+f<a+y

(¢) Die Ordinalzahladdition ist assoziativ: (a+ 3) +~v=a+ (8 +7).

(d) Die Ordinalzahladdition ist i.a. nicht kommutativ.

BEWEIS. (a)-(c) beweist man leicht durch <-Induktion. Zum Beispiel zeigt man (a)

durch Induktion iiber 3 bei fixiertem «. Fiir (d) geben wir ein Gegenbeispiel an: Fixiere
n mit 0 < n < w. Dann gilt n +w =sup,,.,n+Mm=w < w + n. QED

Satz 5.7 Jede Ordinalzahl o ist eindeutig darstellbar in der Form o = d+n, wobein < w
und § = 0 oder Lim(6) gilt.

BEWEIS. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Angenommen, es wire o = 61 +ny =
d2 + ny. Dann gilt

(1) 6, =6(= o).

BEWEIS. Angenommen ¢§; < d5. Durch Induktion nach n zeigen wir §; + n < d; fiir alle
n < w:

n = 0. klar wegen ; + 0 = ¢;.
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n =m + 1. Es gelte 6; + m < d2. Dann ist zunéchst §; +n = (6; + m) + 1 < Jy, und da
09 ein Limes ist, muf sogar d; + n < d, sein.

Speziell ergibt sich nun 6; + n; < ds < 9y + ng, im Widerspruch dazu, daf die aufenste-
henden Terme der Ungleichungskette mit « iibereinstimmen. qed(1)

Waire schlieflich etwa n; < ns, so hitten wir 0 + n; < § + no im Widerspruch dazu,
da beide Werte mit « iibereinstimmen. Damit ist die Eindeutigkeit der Darstellung
nachgewiesen.

Die Existenz der gewiinschten Darstellung zeigen wir durch Induktion nach a:

a=0.Esist a=0+0.

a = 4+ 1. Wenn 3 die Darstellung § = 6 + n hat, dann hat « die Darstellung o =
0+n)+1=0+(n+1).

Lim(a) . Es ist o = a + 0.

Damit ist der Satz bewiesen. QED

Definition 5.8 Definiere fiir & € On durch <-Rekursion auf On die Abbildung a-: On —
V mit
(i) a-0:=0,
(i) a-(B+1) = (a-B)+a,
(iii) a-6 := (Ha-B|B8 < 0}(=supssa-3), fiir Lim(J).
Die Funktion - heift Ordinalzahlmultiplikation.

Satz 5.9 Es gilt:

(a) Ya,B a- € On.

(b)) B<yNa#0 — a-f<a-7.

(c) a-1=1-a=«a.

(d) Es gilt das folgende Distributivgesetz: o+ (f+v) = a -5+ a-7.
(e) Die Ordinalzahlmultiplikation ist assoziativ: (- ) -y =a-(8-7).
(f) Die Ordinalzahlmultiplikation ist i.a. nicht kommautativ.

BEWEIS. Wir geben hier nur ein Gegenbeispiel fiir (f) an: Fixiere n mit 1 < n < w. Dann
gilt n-w=sup,,.,n-Mm=w<w-n. QED

Wir beschliefsen unseren kurzen Ausflug in die Ordinalzahlarithmetik mit der Definition
der ordinalen Exponentiation.

Definition 5.10 Definiere fiir « € On durch < -Rekursion auf On die Abbildung exp(c, -): On —
V' mit
(i) exp(a,0) := 1,
(ii)) exp(a, B+ 1) := exp(a, f) - «,
(iii) exp(a,d) := U{exp(a, B)| B < 0} (= supzs exp(a, ), fiir Lim(0).
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Die Funktion exp heikt Ordinalzahlexponentiation. Wir schreiben meist o statt
exp(a, 3).

Die rekursiven Definitionen der arithmetischen Operationen entsprechen den gewohnten
Operationen auf den natiirlichen Zahlen. Durch Einschrinkung auf die Menge N erhalten
wir die vertraute arithmetische Struktur der natiirlichen Zahlen: (N,+ | N,- [ N exp |
N,0,1). Aus dieser lassen sich die groferen Zahlbereiche Z, Q und R auf gewohnte Weise
aufbauen.

5.4 Die von Neumann — Hierarchie (V,)acon-

Mit Hilfe des Rekursionsschemas definieren wir die VON NEUMANN-Hierarchie, eine echt
aufsteigende Folge von Mengen, die das gesamte Mengenuniversum ausschopft. Hierzu
setzen wir von nun an ZF voraus.

Definition 5.11 Definiere die vON NEUMANN-Hierarchie (V,|a € On) durch <-
Rekursion auf On wie folgt:

(i) Vo := 0.

(i) Vop = P(Vy).

(i) Vs = U,_; Vo fiir Lim(5).

Satz 5.12 Es gilt:

(a) Die Menge V, ist transitiv.

(b) 6<Oz—>Vg€Va.

(c) B<a — VzCV,.

(d) Vo,NOn=«. Speziell: « € V.

BEWEIS. zu (a). Wir fithren eine Induktion iiber o durch:

a = 0. Die Menge Vj = () ist transitiv.

a=[+1.8Sei z € y € V,. Nach Definition von V,, im Nachfolgerfall ist V,, = P(V3), d.h.,
y € V, impliziert y C Vj3, und somit ist © € V3. Da V3 nach Induktionsvoraussetzung
transitiv ist, ergibt sich x C Vj, also x € Vg4y.

Lim(«). Als Vereinigung transitiver Mengen ist V, transitiv.

zu (b). Durch Induktion nach « verifiziert man leicht V5 < a Vj € V.

zu (c). Dies folgt unmittelbar aus (a) und (b).

zu (d). Wir fiihren eine Induktion nach « durch.

a = 0. Wegen V = ) ist V, N On = ().

a =+ 1. Es gelte V3N On = . Es ist V3,1 N On =+ 1 zu zeigen.

zu ,,C" Ist v € V44, so gilt v C Vj nach Definition von Vj,4. Indem man die Induktions-
voraussetzung anwendet, folgt dann v C 3, d.h., v € 8+ 1.

zu 0% Sei v < B+ 1. Ist v < 3, so folgt aus der Induktionsvoraussetzung v € Vj,
also v € Vj4q. Da schlieflich die Induktionsvoraussetzung und die Definition von Vjy4
implizieren, dak 3 € Vi, gilt, folgt v € Vgyq auch im Fall v = g.
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Damit ist der Nachfolgerfall abgehandelt.

Lim(«a). Ist v € V,, so ist nach Definition von V,, schon v € Vj fiir ein § < «; nach
Induktionsvoraussetzung ist dann v < 3, also v < «. Ist andererseits v < «, so ist nach
Induktionsvoraussetzung v € V.44, wegen V., C V, also v € V,. Damit ist auch der
Limesfall abgehandelt, und (d) ist bewiesen. QED

Im letzten Satz wurde gezeigt, daf die Mengen V,, (v € On) eine im Sinne der Inklusion
von Mengen aufsteigende Folge bilden, und daf V,, in der Klasse On gerade bis zur Zahl
« reicht (man sagt, V,, hat ordinale Hohe «). Der néchste Satz zeigt, dak jede Menge aus
V' ,schlieklich®, d.h., fiir hinreichend grofes « in V,, liegt. Die VON NEUMANN-Hierarchie
gliedert also unser Mengenuniversum in sich erweiternde Stufen, wobei die ,,obere Grenze
der a-ten Stufe V,, gerade in Hohe der Ordinalzahl « liegt, siehe Abbildung 2. Die

Abbildung 2: V,

V., konnen somit in gewisser Weise als Anfangsstiicke des Mengenuniversums aufgefafst
werden.

Satz 5.13 Es gilt V =, con Va-

BEWEIS. Angenommen, V # J,con Va. Dann existiert € V' \ J,con Va- Nach (Fund)
gibt es ein €-minimales z mit dieser Eigenschaft. Wegen der Minimalitdt von x ist x C
Uascon Va- Also ist durch

y— f(y) = min{a|y € V,}
eine Funktion f:x — On definiert. Nach (Ers) gilt f[z] € V; also ist o := | f[z] € On.

Aus der Definition von f folgt  C V,. Dann gilt aber x € V.1, und dies widerspricht
der Wahl von z. QED

Mit Hilfe der V,, kénnen wir anschaulich charakterisieren, wann ein Klassenterm A eine
echte Klasse definiert:

Satz 5.14 Sei A ein Klassenterm. Dann gilt:
(a) A¢V «—Va3p(B>a N AN (Vs \ VL) #0).
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(b) AcV ——JaACV,.

Mt anderen Worten: Echte Klassen reichen ,bis an den oberen Rand“ des Mengenuniver-
sums V' heran, thre ordinale Hohe ist nicht beschrinkt, wohingegen jede Menge schon Teil
eines Anfangsstiicks von V ist, siehe Abbildung 3.

BEWEIS. Da V von den V, aufsteigend ausgeschopft wird, folgt (a) leicht aus (b). Ist nun
A eV, soist A €V, fiir ein a € On. Wegen der Transitivitidt von V, folgt A C V. Ist
umgekehrt A C V,,, so ist A € V wegen (Aus). QED

echte Klasse

Menge

Abbildung 3: Mengen und echte Klassen

6 Aquivalenzen des Auswahlaxioms.

Das Auswahlaxiom ist zu zahlreichen anderen ,Auswahlprinzipien“ dquivalent. Wir zeigen
einige dieser Aquivalenzen.

Satz 6.1 Unter ZF sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(i) (AC).
(ii) Jede Aquivalenzrelation auf einer Menge hat ein vollstindiges Reprdisentantensy-
stem.

(iii) Jedes Produkt nicht-leerer Mengen ist nicht leer.

(iv) Zu jeder Menge gibt es eine Auswahlfunktion, die aus jedem nicht-leeren Ele-
ment dieser Menge ein Element auswdhlt: Va3f (fra — V A Vu((u € a A u #

0) — flu) € w)).
(v) Wohlordnungssatz von Zermelo. Jede Menge lif$t sich wohlordnen:Va 3Ir WO(a,r).
(vi) Jede Menge ist zu einer Ordinalzahl gleichmdachtig: Va3 f o f: « L
(vii) Lemma von Zorn.* Jede induktiv geordnete Menge hat ein mazimales Element:

4Max AucuSsT ZORN (geb. 6.6.1906, Hamburg) 1930 Promotion an der Hansischen Universitit Ham-
burg; 1933 Emigration in die USA; dort Professor fiir Mathematik zunfchst an der Yale University in
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Vavr (PO(a,r) A Vb3c((b C a A b ist r-Kette) — c ist obere Schranke von b))
— Je(c € a A ¢ ist r-mazimal)).

BEWEIS. Zur Aquivalenz von (i), (ii) und (iii) siehe 3.34.

»(ii))=(iv)“. Sei @ € V. Wir kénnen o.E. annehmen, daf () ¢ a gilt. Definiere g:a — V
durch g(u) := wu fiir u € a. Nach (iii) ist X,e, g(u) # 0. Jedes f € Xy, () ist von der
Art, wie fiir (iv) benétigt.

»(iv)=-(1). Sei a eine Menge nicht-leerer, disjunkter Mengen. Nach (iv) existiert f:a — V
mit f(u) € u fiir alle u € a. Da die Elemente von « disjunkt sind, ist ran(f) eine Menge,
die jedes Element von a in genau einem Punkt trifft.

H(iv)=(vi)“. Sei a € V beliebig. Idee: Wir wihlen Elemente
F(0)ea, F(1)ea\{F(0)}, F(2)e€ad\{F(0),F(1)}, ..., Fla)ea\{F(B)|8<a}, ...

solange, bis wir a ganz ausgeschopft haben, und wahlen fiir o den Zeitpunkt, an dem
der Prozef abbricht, d.h., fiir den a = {F(8) |0 < «} gilt. Formal gehen wir so vor:
Nach (iv) existiert eine Auswahlfunktion g fiir P(a), also ¢g: P(a) — V mit g(u) € wu fiir
) # u C a. Wir konnen o.E. g(()) = a annehmen. Definiere rekursiv ein F: On — a U {a}
mit F(a) = g(a\ {F(5)| 8 < a}).

(1) daF(a)=a.

BEWEIS. Angenommen, es gilt F'(«) # a fiir alle « € On. Dann gilt F'(a) € a\{F(B) | 5 <
o} fiir alle a nach Definition von g, d.h., F: On 2% a. Wegen ran(F) C a ist ran(F) € V

surj.

nach (Aus), und es gilt F~':ran(F) —= On. Aus letzterem folgt On € V wegen (Ers).
Da On ¢ V gilt, ergibt sich ein Widerspruch. qed(1)

Sei a minimal mit F'(«) = a.® Dann ist F' | « eine Funktion f:a — a. Diese ist bijektiv:
Wegen F(«a) = a ist

A\ {F(3)|B < a} =,

—ran(f)

also a = ran(f), d.h., f ist surjektiv; fir v < § < aist F(§) € a \ {F(0) |0 < 5}, also
speziell f(3) = F(B) # F(v) = f(v), d.h., f ist injektiv.
H(vi)=(v)“.Seiw € Onund f € V mit f: a 2%, . Dann ist {(z,y) |z €canyecan f(z) <
f(y)} eine Wohlordnung r auf a.
H(V)=({v)“ Sei a € V. Sei r eine Wohlordnung auf | Ja. Wir definieren f derart, daf f
aus jedem u € a das r-kleinste Element auswihlt. Formal gehen wir dabei so vor: Da r
eine Wohlordnung von | Ja ist, ist durch

F=A{(uyy)|lucanyceuAVe((zxeuhx#y) —yre)}U{(u,0) |uea A u=0}

New Haven (Conn.), dann an der Indiana University in Bloomington. ZORN verdffentlicht neben Arbeiten
zur Algebra und Mengenlehre auch solche zur Analysis und Funktionalanalysis. Das nach ihm benann-
te Lemma wurde {ibrigens erstmals von KURATOWSKI formuliert und bewiesen und erst zwanzig Jahre
spater von ZORN wiederentdeckt.

Salso a := N{B| F(B) = a}: Zur Wahl von a wird (AC) nicht benétigt.
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eine funktionale Klasse F:a — V definiert.% Fiir v € a mit u # 0 gilt F(u) € u. Wegen
dom(F) € V ist F € V nach 3.30, also eine Funktion wie fiir (iv) bendtigt.

,(iv)=-(vii)“. Die Menge a sei durch r induktiv geordnet.” Wir wollen eine r-Kette b
konstruieren, die alle ihre oberen Schranken als Elemente enthélt. Ist dann ¢ € a irgendeine
obere Schranke von b (wegen der Induktivitdt der Ordnung existiert ein solches c), so ist ¢
r-maximales Element von a: ist ndmlich € a und crx, so ist x eine obere Schranke von b
und nach Wahl von b gilt z € b. Weil ¢ obere Schranke von b ist, ergibt sich xrc. Insgesamt
haben wir c¢rz und xrc, was wegen der Antisymmetrie von r auf ¢ = x fiihrt. Also ist
¢ in der Tat r-maximal in a. Zu einer r-Kette der gewiinschten Art kommen wir, indem
wir mit der r-Kette () starten und dann in jedem Schritt der Konstruktion zu der bereits
konstruierten Kette eine ihrer oberen r-Schranken hinzunehmen solange, bis dieser Prozef
terminiert, d.h., zu keiner echten Erweiterung mehr fiihrt. Formal gehen wir so vor: Nach
(iv) existiert eine Auswahlfunktion g fiir P(a), also ¢g: P(a) — a U {a} mit g(u) € u, falls
) #u C a, und (0.E.) g(0) = a. Definiere rekursiv eine Funktion F': On — a U {a} mit

F(a) = g<{z |z€a\{F(0)|5 < a} A zist obere r-Schranke von {F(5) |5 < a}}).

Dieselben Argumente, die zu (1) fiithren, zeigen, daf es a € On gibt mit F'(«) = a. Wihle
a minimal mit F(«) = a. (Im Beweis von (vi) haben wir gesehen, daf dies ohne (AC)
moglich ist.) Dann ist {F(5) |5 < a} eine r-Kette b: Ist namlich v < 5 < a, so ist nach
Konstruktion F'((3) eine obere r-Schranke von {F'(d)|d < (3}, speziell also F(v)rF(f).
Aus F(a) = a folgt

{z]z € a\{F(B)| 8 < a} A z ist obere r-Schranke von {F(3) |5 < a}} =10

und dies impliziert, dafs b alle seine oberen r-Schranken als Element enthélt. Also ist b
wie benotigt.

,(vil)=>(iv)“.® Sei z € V. Sei

A= {g]g:dom(g) = V A dom(g) C x
AVu(u € dom(g) — ((u # 0 — g(u) € u) A (u=0— glu) = 0))}.

Dann ist A C P(z x ({0} UJxz)), also A € V. Die Menge A wird durch C induktiv
geordnet: Ist b C A eine C-Kette, so ist | Jb € A und eine obere C-Schranke von b. Nach
ZORN existiert somit ein C-maximales f € A. Dann ist f:dom(f) — V mit f(u) € u fiir
alle u € dom(f) mit u # (), und es gilt dom(f) C x. Es bleibt dom(f) = x zu zeigen.
Wire = # dom(f), so gibe es v € x \ dom(f). Ist w = (@ so ist f' := fU{(u,0)} in A
und eine echte Erweiterung von f; ist u # ), soist 0 # {f U {(v,y)} |y € u} € A und
jedes f" € {f U{(u,y)} | y € u} ist eine echte Erweiterung von f in A. Dies widerspricht
der C-Maximalitédt von f. Also gilt x = dom(f).

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. QED

6Im Fall v € a und u # 0 ist F(u) das r-kleinste Element von w.
Tvgl. 3.16
8Der folgende Beweis ist typisch fiir den Nachweis von Existenzaussagen m.H. des Lemmas von ZORN.
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Bemerkung 6.2 Punkt (vi) des Satzes erlaubt es uns, jede Menge a mit Hilfe von Ordi-
nalzahlen zu ,zdhlen“. Dies ist der Grundstein fiir die Theorie der Kardinalzahlen, die wir
im iibernichsten Kapitel entwickeln werden. Einen ersten korrekten Beweis des Wohlord-
nungssatzes gab ZERMELO im Jahre 1904.

7 Kardinalzahlen.

7.1 Grofienvergleiche bei Mengen.

Wann haben zwei Mengen x und y gleich viele Elemente? Eine verniinftige, erstmals
von CANTOR (1878)° gegebene Antwort auf diese Frage ist: Die Mengen z und y haben
gleich viele Elemente, wenn man den Elementen von x umkehrbar eindeutig die Elemente
von y zuordnen kann. Eine Menge x hat ,hochstens soviele Elemente” wie eine Menge v,
wenn man jedem Element von x ein Element von y derart zuordnen kann, daf je zwei
verschiedenen Elementen von x auch verschiedene Elemente von y zugewiesen werden.
Wir definieren deshalb:

Definition 7.1 Wir definieren: )
(a) z und y sind gleichméchtig .= x ~y := 3f f:x b’_])y

nj.

(b) x hat h6chstens die Michtigkeit von y := z <y := 3f frx —v.
Man zeigt leicht die folgenden Eigenschaften von ~ und =<:

Lemma 7.2 Unter ZF gelten die folgenden Aussagen:

(a) ~ ist eine Aquivalenzrelation auf V.

(b) Ve,y(x~y— (x 2y Ay =2a)).

(c) = ist reflexiv: Ve < x.

(d) = ist transitiv: Vo, y,z ((r [y ANy <z2) = o =2 2).

(e) Vo,y(r Cy—az=<y).

Wir erwarten intuitiv, daf auch die Umkehrung von (b) gilt. CANTOR &ufiert eine dement-
sprechende Vermutung, FELIX BERNSTEIN'? (noch Gymnasiast zu dieser Zeit) trigt 1897

9siehe [?], p.119

OFELIX BERNSTEIN (24.2.1878, Halle-3.12.1956, Ziirich) ab 1896 Studium der Philosophie, Archiiologie
und Kunstgeschichte in Pisa und Rom sowie der Mathematik in Miinchen, Halle, Berlin und Géttingen;
1901 Promotion in Gottingen bei HILBERT und FELIX KLEIN; 1903 Habilitation in Halle; 1903-1907
Privatdozent; 1907 Leiter der mathematischen Klasse des ersten deutschen Seminars fiir Versicherungs-
mathematik in G&ttingen; 1911 aufierordentlicher Professor fiir Statistik in Gottingen; 1918 Direktor des
von ihm gegriindeten Instituts fiir mathematische Statistik; 1921 ordentlicher Professor fiir Versicherungs-
mathematik und mathematische Statistik an der Universitit Gottingen; 1933 Visiting Professor an der
Columbia-Universitdt New York; 1936 Ordinarius fiir Biometrie. BERNSTEIN nimmt schon als Gymna-
siast in Halle am Seminar CANTORs teil, siche Haupttext. Nach seiner Dissertation verlegt BERNSTEIN
sein Arbeitsgebiet von der Mengenlehre hin zur praktischen Mathematik. Er untersucht auch auferma-
thematische Fragen: Im Jahre 1924 entdeckt er den Vererbungsmechanismus der Blutgruppen A, B und
0.



KAPITEL 7 KARDINALZAHLEN. 36

einen Beweis dieser Vermutung in CANTORs Seminar in Halle vor. Etwa gleichzeitig un-
ternimmt ERNST SCHRODER!! einen Beweisversuch, der jedoch Fehler aufweist.

Satz 7.3 (Satz von Cantor-Bernstein) Unter ZF gilt Vz,y (r <y ANy 2 x) —
T~y

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen. daf gilt

(1) Va,bye((aCbADCcAar~c)— b~

Sind dann namlich fxm—]>y und g:yﬂm, so gilt go flx] C gly] C x und = ~ g o f[z],
was wegen (1) auf x ~ g[y| fiihrt. Da ¢ injektiv ist, ist g:y %g[y], also y ~ g[y|. Aus
x ~ gly] und y ~ g[y] folgt = ~ y.

BEWEIS von (1). Sei f:c&a und d sei der Abschluf von ¢\ b unter f, also d

U,.<., f™[c\ ], wobei die Funktionenfolge (f™ | n < w) rekursiv definiert ist durch f° :=
id | cund f"™ := fo f", siehe Abbildung 8. Wegen ran(f) C a gilt

/ cb\

Q \ Un<wf[fn[c\b“
b
\ J

Abbildung 4: zum Beweis von 7.3

() d=(\b)+ | S e\

nw
N 7

TV
CaCb

Definiere g durch

_ J f(u), fallsued
9(u) { u, falls u € ¢\ d.

HERNST SCHRODER (25.11.1841, Mannheim—16.6.1902, Karlsruhe) Studium der Mathematik und der
Physik in Heidelberg, u.a. bei Lubwic OTTO HESSE (22.4.1811, Konigsberg—4.8.1874, Miinchen), Gu-
STAV ROBERT KIRCHHOFF (12.3.1824, Konigsberg—17.10.1887, Berlin) und KARL FREIHERR VON BUN-
SEN (25.8.1791, Korbach—28.11.1860, Bonn); 1862 Promotion, dann weitere Studien in Konigsberg bis
1864; Habilitation in Ziirich, danach als Lehrer in Pforzheim und Baden-Baden; ab 1876 ordentlicher
Professor fiir Arithmetik, Trigonometrie und hohere Analysis an der TH Karlsruhe. Wahrend seiner Zeit
als Lehrer beschiftigt sich BERNSTEIN hauptsichlich mit arithmetischen, analytischen und algebraischen
Fragestellungen; in seine Professorenzeit fallen dann umfangreiche Untersuchungen zur algebraischen Lo-
gik.

12Das Symbol + bezeichnet hier die Vereinigung disjunkter Mengen.
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Wir zeigen g: ¢ 2 b, was (1) beweist. Aus (x) folgt zunéchst g: ¢ — b. Die Funktion g ist
injektiv, da g | d und ¢ | ¢\ d injektive Funktionen mit disjunktem Wertebereich sind.
Die Funktion g ist surjektiv. Um dies zu sehen, fixiere v € b. Ist v € b\ d C ¢\ d so ist
v =g(v); ist v € bNd, so existiert ein u € ¢\ b mit

v=f""u) = f(f"(w).
—~—

=:u/ed

Also ist v = g(u'). In beiden Fallen gilt somit v € ran(g), d.h., g ist surjektiv. Damit ist
(1) bewiesen. qed(1)

Dies vervollstindigt den Beweis des Satzes von CANTOR-BERNSTEIN. QED

7.2 Messung von Machtigkeiten.

Die Familie der ~-Aquivalenzklassen ist ein natiirlicher Parameter fiir Gréfenunterschei-
dungen bei Mengen. Allerdings sind die ~-Aquivalenzklassen i.a. echte Klassen.'® Dieses
Problem wire gelost, wenn wir aus jeder ~-Aquivalenzklasse ein ,ausgezeichnetes Ob-
jekt als Repréasentanten dieser Klasse auswiahlen kénnten. Ein zweites Problem tritt auf,
wenn wir versuchen, Gréfen von Mengen zu vergleichen. Wir wollen, daf die Grofen von
je zwei Mengen vergleichbar sind, daf also fiir Mengen = und y stets © < y oder y <X z
gilt. Dies ist, wenn wir nur ZF voraussetzen, i.a. nicht der Fall. Die Hinzunahme des
Auswahlaxiomes 16st unsere Probleme jedoch mit einem Schlag. Da némlich in ZFC nach
6.1 jede Menge bijektiv auf eine Ordinalzahl abgebildet werden kann, haben wir einerseits
einen kanonischen Reprisentanten fiir jede ~ -Aquivalenzklasse [z]., nimlich die kleinste
Ordinalzahl, die zu [z]. gehort, und kénnen andererseits je zwei Mengen grofenméfig
vergleichen, indem wir die den entsprechenden ~ -Aquivalenzklassen zugeordneten Ordi-
nalzahlrepriisentanten vergleichen.!* Wir setzen deshalb von nun an ZFC voraus.
Im Licht der eben gemachten Uberlegungen definieren wir:

Definition 7.4 Die Ordinalzahl T := card(z) := min ([z]. N On) = min{a|z ~ a}
heifit die Kardinalitdt oder auch Méachtigkeit von z.

Definition 7.5 (a) Wir definieren: « ist eine Kardinalzahl := 32 T = a.

(b) Die Klasse Cd := {«|« ist eine Kardinalzahl} ist die Klasse der Kardinalzahlen,
Card := {a]|a € Cd ANa > w} ist die Klasse der unendlichen Kardinalzahlen.

132.B. [1]~ 2 {{Va}|a € On} ¢ V.

14Um auch in ZF den Begriff der Kardinalzahl zu definieren, ,yerkleinert man die ~ - Aquivalenzklassen
zu Aquivalenzmengen, indem man mit o(z) := min{a | [z]. NV, # 0} von [z]. iibergeht zu [z]. NV, (y)-
Dieses Verfahren wird manchmal ,,SCcOTTs Trick® genannt und oft angewendet, um echte Klassen in Men-
gen zu transformieren. Die hier angegebene Definition geht zuriick auf DANA STEWART SCOTT (geb.
11.10.1932, Berkeley, Ca.) (1955), vgl. etwa die Einleitung zu [?] (p.8). Natiirlich hat dieser Kardinal-
zahlbegriff weitaus weniger angenehme Eigenschaften als der in ZFC zur Verfiigung stehende.
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(Unendliche) Kardinalzahlen bezeichnen wir i.a. mit den Buchstaben x, A, y, v. Kardi-
nalzahlen sind gerade diejenigen Ordinalzahlen, die nicht auf eine kleinere Ordinalzahl
bijektiv abgebildet werden konnen. (Solche Ordinalzahlen werden manchmal als ,jinitiale
Ordinalzahlen® bezeichnet.) Dieses und weitere fundamentale Resultate iiber Kardinal-
zahlen sind in folgendem Lemma zusammengestellt.

Lemma 7.6 FEs gilt:
(a) a€Cd «—— VE<a-f~a.
(b)) aeCd «— a=a.
(¢) a€ Card — Lim(«).
BEWEIS. zu (a).,=" Sei a« = T. Gibe es § < a mit 3 ~ «, so wire § ~ x im Widerspruch
zu o = min{y |z ~ v}.
»<=" Es ist « = min{(|a ~ (}.
zu (b). Dies folgt leicht aus (a).
zu (¢). Ware o = 3 + 1, so wére durch
v+ 1, fallsyew
{'y, falls w <~v < 3
0, falls v = 3

fv) =

eine Bijektion f:« LN B gegeben. Dies widerspricht (a).
Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Die Aussagen des nichsten Lemmas setzen die Kardinalitdten von zwei Mengen in Ver-
bindung mit der Existenz von Abbildungen zwischen diesen Mengen.

Lemma 7.7 Seien x,y € V. Dann gilt:
(a) T=7Y «— x~y.
(b) Die folgenden Aussagen sind dquivalent
(i) T<Y.
(ii) 3f frx 2Ly, dh, z=<y.
(iii) 3f fry™Sa

BEWEIS. zu (a). ,=“ Es gilt z ~T =7 ~ v, also x ~ y wegen der Transitivitit von ~.
»<" Esist z ~ y gleichwertig mit [z]. = [y]., also Z = min ([z]. N On) = min ([y]. N On) =
y.

zu (b). ,,(1)=(i)*. Sei g 2257 und b 2Ly Setze f := hog. Dann ist f: x Iy,
H(i)=(iii)“ Sei g:x 25 y. Ist 2 = (), so ist 0:y = x. Se1 also x # () vorausgesetzt. Setze

a := ran(g). Dann ist g~ ': a g ,s0 dak f := ¢g7 im Fall a = y das Gewiinschte

leistet. Im Fall a # y wihle mit (AC) ein vy € x und setze

g (u), fallsu€a
Vo, falls u € y \ a.
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Dann gilt f:y =5 .
L(iil)=(i1)*. Sei g:y 2% . Wir definieren f so, daR f jedem u € z ein Urbild von u unter
g zuordnet. (Ein solches existiert, da ran(g) = z ist.) Formal geschieht das wie folgt:
a = {g7'{u}] | v € x} ist eine Menge paarweise disjunkter Mengen, die wegen der
Surjektivitdt von g samtlich nicht leer sind. Sei h eine Auswahlfunktion fiir a. D.h., es ist
h:a — y mit h(z) € z fiir alle z € a. Definiere f:x — y durch f(u) := h(g~'[{u}]). Man
sieht leicht, dafl f injektiv ist.

S(i)=() Sei frx Ly, Sei g:y&j Dann ist h = go fiz—57. Es sei § :

otp(ran(h)) und 7:ran(h) ﬂﬁ sei der MOSTOWSKI-Isomorphismus. Wegen ran(h) C g
ist 3 <7, siehe ??. Dann ist b/ := 7o h: o ran(h) «+—— (3 eine Bijektion von z auf $.
Nach Definition von T muf dann 7 < 3 sein. Da, wie gesehen, 3 < 7 ist, folgt insgesamt
folgt T < 7.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Corollar 7.8 Esgilt a <3 — a < E

Die Klasse der Kardinalzahlen ist unter der Vereinigung von Teilmengen abgeschlossen:

Lemma 7.9 Es gilt:
(a) ©CCd — [Jz e Cd.
(b) (x C Card ANz #0) — [Jz € Card.

BEWEIS. zu (a). Wir zeigen zunéchst, da |z eine Ordinalzahl ist. Da | Jx € V gilt und
die einzigen transitiven Teilmengen von On die Ordinalzahlen sind, siehe ??, geniigt es zu
zeigen, dafs | J« transitiv ist. Hierzu fixiere u € v € |Jz. Dann existiert eine Ordinalzahl
a € z mit u € v € a. Da « transitiv ist, folgt u € o und somit u € (Jz. Also ist |z eine

Ordinalzahl . Wir zeigen A € Cd, indem wir A = A nachweisen.

zu >. Dies ist klar.

zu <. Sei a < . Nach Definition von ) existiert dann eine Kardinalzahl x € z mit o < &.
Wegen s € z ist K < \. Also ergibt sich « < k =& < \.

zu (b). Nach (a) ist [Jz € Cd. Wegen = # () existiert x € x. Dann gilt k > w (wegen
x C Card) und k < [Jz. Also ist w < [Jz.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Wir kénnen nun bereits gewisse Ordinalzahlen als Kardinalzahlen identifizieren:

Satz 7.10 Es gilt:
(a) w C Cd.
(b) w e Card.

BEWEIS. zu (a). Wir zeigen durch Induktion nach n < w:

(1) Ym<n-m~n.
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n = 0. Dies ist klar. N

n = [ + 1. Angenommen es wire f:m&n fiir ein m < n. Wegen n # 0 ist m # 0,
d.h., es existiert ein k < wmit m=k+ 1. Esist k <l <n wegen m <n =10+ 1. Wir
unterscheiden nun zwei Félle: N

Fall 1. f(k) = . In diesem Fall ist f [ k: k b7, [, was der Induktionsvoraussetzung wider-
spricht.

Fall 2. f(iy) = fiir ein iy < k. Durch

[ fG), fallsi<k,ii
9(0) = {f(k:), falls i = i ’

ist dann eine Bijektion g: k LNy gegeben, was der Induktionsvoraussetzung widerspricht.
Somit ist (1) und damit auch (a) bewiesen.

zu (b). Weil w C Cd und Cd unter Vereinigung von Teilmengen abgeschlossen ist, folgt
(b) aus

2) UYUw=w.

BEWEIS. ,,C“ Sei u € | Jw. Dann ist u € n fiir ein n € w. Da w transitiv ist, folgt hieraus
U € w.
,2“ Ist n € w, s0ist n € n+ 1 € w und deshalb n € |Jw. qed(2)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

7.3 Endliche, abzahlbare und iiberabzahlbare Mengen.

Wir nennen eine Menge a endlich, wenn es eine natiirliche Zahl n gibt, so dak a genau
n Elemente enthilt; a ist abzdhlbar, wenn a gleichméchtig zur Menge der natiirlichen
Zahlen ist, und iiberabzihlbar, wenn a weder endlich noch abzdhlbar ist.

Definition 7.11 Sei a € V. Definiere
a) aist endlich := @ < w.
> w.

(

(b) a ist unendlich =

(c) aist abzdhlbar = @ = w.
(

(

I <l

S

d) a ist h6chstens abzihlbar =
e) a ist iiberabzihlbar = @ > w.

< w.

Lemma 7.12 Seien a und b endliche Mengen und es sei x € V. Dann gilt:

(a) Die Mengen aU{z} und aUb sowie aNb und a x b sowie a\b und P(a) sind endlich.
Es ist P(a) = 2°.

(b) Wenn gilt Vz(z € a — z ist endlich), so sind | Ja und X, z endlich.

(c) Jede Teilmenge einer endlichen Menge ist endlich.
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: — bij. = .
BEWEIS. zu (a). Ist z € a,s0ist a U {2} =@ < w. Ist 2 ¢ a und f:a —> @, so ist durch

g(u) = {f(u), falls u € a

~ \a, falls u = x

eine Bijektion zwischen a U {z} und @ + 1 gegeben; hieraus folgt a U {z} <@ + 1 < w.
Die Endlichkeit von a U b wird durch Induktion nach b < w bewiesen: Ist b = 0, so ist
b= und aUb = a ist endlich. Ist b > 0, so withle 7, € b. Dann ist b\ {zo} < b. Nach
Induktionsvoraussetzung ist a U (b \ {zo}) endlich, so dak nach dem bereits bewiesenen
aUb=(aU(b\{xo})) U{zo} endlich ist.

Die Endlichkeit von a x b wird unter Benutzung des bereits gezeigten ebenfalls durch
Induktion nach b bewiesen. Beachte a x ) = ) und a x b = (a x (b\ {z0})) U (a x {z0}),
falls zg € b.

Die Aussagen iiber die Endlichkeit der Komplementmenge und der Schnittmenge folgen
aus (c).

Um die Aussage iiber die Kardinalitdt der Potenzmenge zu zeigen, geniigt es, durch In-
duktion nach n < w zu verifizieren:

(1) Pn) =2"

Dies ist richtig fiir n = 0 (P(0) = {0}). Im Falln = k+ 1 ist P(n) = P(k) U{uU{k}|u €
P(k)}, und man sieht leicht, dak die Menge auf der rechten Seite des =-Zeichens die
Kardinalitit 2% 4 2 = 2¥1 = 2" hat.

zu (b). Durch Induktion iiber @ folgt die Endlichkeit von (Ja: Ista = 0, soista = Ja = 0.
Ist @ > 0, so sei g € a. Es ist a\ {xo} < @ und Ja = U(a \ {x0}) U z¢ ist wegen
der Induktionsvoraussetzung eine Vereinigung von zwei endlichen Mengen, also nach (a)
endlich.

Die Aussage iiber X

z folgt wegen

zea

Xz:{f|f:a—>Ua/\‘V’Z(ZGa—>f(z)€z)}§(P(a><Ua)

zE€a

aus dem bereits bewiesenen und (c).

zu (c). Sei u C a. Durch die Inklusion ist dann eine injektive Funktion u 9 o gegeben.
Alsoist u <@ < w.

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Wir charakterisieren die Endlichkeit einer Menge a durch Aussagen iiber den Zusam-
menhang zwischen der Injektivitdt und der Surjektivitdt von Abbildungen a — a. Wir
beginnen mit dem Nachweis notwendiger Bedingungen:

Satz 7.13 Es gelte ZF. Sei a € V endlich. Dann gilt:

(a) Vf(f:a M s I a % a). In Worten: Jede Injektion von a in a ist surjektiv.
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(b) Yf(f: aha — fia Ma). In Worten: Jede Surjektion von a auf a ist injektiv.

BEWEIS. zu (a). O.E. Sei a = n < w. Wir beweisen (a) durch Induktion nach n.

n = 0. In diesem Fall ist f = (): ) — 0); also ist f surjektiv.

n = k + 1. Angenommen, f ist nicht surjektiv. Wir konnen dann o.E. annehmen, daf
k ¢ ran(f) ist. (Ansonsten wihle ky € n\ ran(f) und gehe iiber von f zu f’, das wie folgt

definiert ist:
o [ F@), falls (i) # K
f0) = {k;o, falls f(i) = k.

Dann gilt f:n % n und es ist k ¢ ran(f’).) Nun ist f | k: k —% k, also nach Induktions-
voraussetzung ran(f [ k) = k. Wegen k ¢ ran(f) ist f(k) < k, also f(k) € ran(f | k).
Somit existiert ein [ < k mit f(k) = f(I). Dies widerspricht der Injektivitat von f. Also
mufs f doch surjektiv sein.

zu (b). Wir nehmen wieder 0.E. a = n € w an und beweisen (b) durch Induktion nach n.
n = 0. Dann ist f = () und injektiv.

n = 1. Die einzige Abbildung von 1 = {0} auf 1 ist die Identitét; diese ist injektiv und
surjektiv.

n = k+ 1 mit £ > 1. Angenommen, f ist nicht injektiv. Wir modifizieren f wie folgt:
Definiere f’:n — n durch

fG), falls f(i) & {f(k),k}
f(@) = < fk), falls f(i) =k
k, falls f(i) = f(k).

Dann ist f'(k) = k, und mit f ist auch f’ nicht injektiv. Ist f'(l) # k fir | < k, so
ist f/ | k:k ™%k und nicht injektiv. Dies widerspricht der Induktionsvoraussetzung. Ist
f'(l) = k fiir ein [ < k, so fixieren wir solches [ und fiithren die folgende Modifikation

durch: Definiere f”:n — n durch

f(4), fallsi+#kund f'(i) #k
f'6) =40,  fallsi#kund f'(i) = k
fl(k), fallsi=k.

Dann ist f” surjektiv, f”(:) < k fiir i < k und f”(l) = 0 sowie f”(k) = k. Die Funktion
f" I k ist nicht injektiv: Um dies zu sehen wihle iy < n mit f’(ig) = 0. Dann ist i < k
und ig # [ wegen f'(I) = f'(k) = k > 0. Aus der Definition von f” folgt f”(ig) = 0.
Andererseits ist auch f”(I) = 0, also f” | k nicht injektiv. Aus dem bisher iiber f”

gesagten folgt aber f” | k: k 7% I, Dies widerspricht der Induktionsvoraussetzung.

Damit ist der Satz bewiesen. QED

Unter ZFC kdnnen wir auch die Umkehrung des letzten Satzes beweisen:

Satz 7.14 Sei a € V unendlich. Dann gult:
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(a) f frwsa,
(b) Elf(f:aﬂa/\—'f:a%a).
injg.

(c) 3f (f:&sﬂia A= fra—>a).

BEWEIS. zu (a). Die Unendlichkeit von a impliziert @ < @ und dieses zieht w =< a nach
sich. Dies wird gerade in (a) behauptet.

zu (b), (c) Sei k := a@. Wir konnen o.E. a = x annehmen. Wegen r > w ist durch

_ Ja+1, fallsa<w
fla) = {a, sonst,

eine Injektion von a auf a gegeben, die nicht surjektiv ist und durch

0, falls « =0 oder . =1
g(a) :E{a—l, falls 1 < a <w
Q, sonst,

ist eine Surjektion von a auf a gegeben, die nicht injektiv ist.
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Insgesamt haben wir also unter ZFC das folgende Resultat:

Satz 7.15 Seia € V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) a ist endlich.

(i1) Vf(f:aﬂm — :asu—>rj'a).

(14i) Vf(f:asu—>ma e :aﬂa).

Bemerkung 7.16 Dieser Satz ermoglicht es, den Begriftf der endlichen Menge ohne Be-
zug auf Kardinalzahlen zu definieren. Eine derartige Definition des Endlichkeitsbegriffes
stammt von DEDEKIND (1888): Man nennt eine Menge a DEDEKIND-endlich, wenn jede
Injektion f:a — a auch surjektiv ist, d.h., wenn (ii) des obigen Satzes gilt. Wir haben be-
wiesen, dak der DEDEKINDsche Endlichkeitsbegriff zu dem von uns gewahlten dquivalent
ist. Hierbei sind wir nicht ohne das Auswahlaxiom ausgekommen. In der Tat kann man
zeigen, daf diese Aquivalenz auf der Basis ZF (also ohne Auswahlaxiom) nicht beweisbar
ist.

Das folgende Resultat widerspricht unserer an endliche Objekte angepafiten Erfahrung,
da es aussagt, dafs im Bereich der unendlichen Mengen ein echter Teil eines Ganzen gleich
grofs sein kann wie das Ganze selbst.

Corollar 7.17 Es gilt: a ist unendlich —— Ju(u Ca AN u#a N u~ a).
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BEWEIS. ,,=“ Sei f:a — a eine Injektion, die nicht surjektiv ist. Setze u := f[a]. Dann
. . bij.
ist © C a und u # a. Ferner ist a ~ u wegen f:a —2 w.

,<=". Eine Bijektion f:a Y7, 4 kann als Injektion f:a g aufgefalit werden. Wegen u # a
ist f nicht surjektiv. QED

7.4 Die Klasse Card der Kardinalzahlen.

Bis jetzt wissen wir wenig iiber die Klassen Cd und Card. In der Tat haben wir bisher keine
Aussage dariiber, ob Card neben w iiberhaupt noch irgendeine andere Ordinalzahl enthélt.
Dafk dies der Fall ist, wird sich aus folgendem Satz ergeben, der die fiir endliche Mengen
gezeigte Eigenschaft, dak die Potenzmenge einer endlichen Menge a nicht gleichméchtig
zur Menge a selbst ist, auf unendliche Mengen verallgemeinert.

Satz 7.18 (Satz von Cantor) FEs gilt Vzx o P(z).

BEWEIS. Angenommen, es ist x ~ P(z). Dann existiert f:x b7, P(z). Sei

uw={ylyecx Ny¢ f(y)}

Wegen u € P(x) ist u = f(y) fiir ein y € x. Es ist y € f(y) gleichwertig mit y € u, und
dies ist Aquivalent zu y ¢ f(y). Dieser Widerspruch zeigt, dak = ~ P(x) nicht gelten kann.
QED

Bemerkung 7.19 Das im Satz von CANTOR angewendete Beweisverfahren ist eine Ver-
sion des CANTORschen Diagonalverfahrens, das CANTOR im Jahre 1891 in einem Vortrag
mit dem Titel ,Uber eine elementare Frage der Mannigfaltigkeitslehre* vorstellte, siehe
auch [?], pp.278-281. Um das Diagonalargument dieses Beweises zu verdeutlichen, stellen
wir uns eine Matrix A = (a,..)y .es VOr, Wobei

N falls y € f(2)
Y2710, sonst.

(Die Funktion x, := (ay, |y € x) ist also die charakteristische Funktion von f(z).) Durch
die Diagonale der Matrix ist die Funktion x:y — a,,(= x,(y)) gegeben. Die Funktion
1 —x ist charakteristische Funktion einer Teilmenge u von . Wegen 1 —x(2) = 1—x.(z) #
X:(z) ist aber 1 — x # x, fiir jedes z € z, und somit u ¢ {f(2)|z € z}, d.h., f ist nicht
surjektiv.

Corollar 7.20 Es gilt V2T < P(z).

BEWEIS. Da durch i — {i} eine Injektion von z in P(x) definiert ist, ist T < P(x). Nach
dem Satz von CANTOR ist andererseits T # P(x). QED
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Corollar 7.21 Die Klasse der Kardinalzahlen ist nicht beschrdankt in der Klasse der Or-
dinalzahlen: Yoo € On dk € Card o < k. Insbesondere ist Card eine echte Klasse.

BEWEIS. O.E. sei @ > w (sonst betrachte w statt a). Sei k = P(«). Wire k < «, so

wire Kk = k < @, also P(«) < @ im Widerspruch zu 7.20. Wire schlieklich Card € V,
so wire £ := |JCard € Cd nach 7.9. Nach dem bereist gezeigten gibt es A € Card mit
A > k. Aus A\ € Card folgt aber A < J Card = &, ein Widerspruch. QED

Bemerkung 7.22 Wir bemerken ohne Beweis, daf 7.21 in Abwesenheit des Potenzmen-
genaxioms nicht gilt.

Da es zu jeder Ordinalzahl eine grofere Kardinalzahl gibt, konnen wir von der kleinsten
dieser Kardinalzahlen sprechen. Wir definieren:

Definition 7.23 Fiir jede Ordinalzahl « setze ot := min{x|x € Card Ak > a}. Im
Fall o € Card heift a* der kardinale Nachfolger von a.

Bemerkung 7.24 Fir o < wist o™ = w; fira > wist o™ > a+ 1, a +w, a + «,
a-w, a-a, a% .... Hierbei bezeichnen + und - sowie Exponentiation die jeweiligen
Ordinalzahloperationen.

Ahnlich wie bei Ordinalzahlen kénnen wir nun zwei verschiedene Arten von Kardinalzah-
len unterscheiden, ndmlich Nachfolgerkardinalzahlen und Limeskardinalzahlen:

Definition 7.25 Sei x € Card. Definiere
(a) & ist eine Nachfolgerkardinalzahl := 3\ € Card k = \T.
(b) k ist eine Limeskardinalzahl := -3\ € Card k = AT.

Bemerkung 7.26 Beachten Sie, dak auch eine Nachfolgerkardinalzahl eine Limesordinalzahl
ist, siehe 7.6.

Beispiel 7.27 Die Ordinalzahl w ist eine Limeskardinalzahl; fiir A € Card gilt ndmlich
A > w und somit AT > w.

Das folgende Lemma rechtfertigt die Bezeichnung Limeskardinalzahl:

Lemma 7.28 Sei k € Card. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) K ist eine Limeskardinalzahl.
(ii)) k=sup{\|A e Cd A<k}

BEWEIS. ,(i)=(ii)“. Sei k € Card eine Limeskardinalzahl. Ist x = w, so ist {\ |\ €
Cd A\ < K} = w und die Behauptung folgt aus w = supw. Ist Kk > w, so ist w € {\ |\ €
Cd A X < Kk} und somit

sup{A | A € Cd AN < Kk} =sup{A |\ € Card A\ < K}.
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Seiz := {A| A€ Card A\ < k}. Dann ist w € z und p := |Jx € Card, da Card nach 7.9
unter der Vereinigung von nicht-leeren Teilmengen abgeschlossen ist. Offenbar ist p < k.
Wire 1 < k, so wire auch pu* < k, da s eine Limeskardinalzahl ist. Also ut € z, d.h.,
u < p, ein Widerspruch. Damit ist i = x bewiesen, und dies war zu zeigen.

»(i1)=(1)“. Es ist kK = p* nur fiir g < k moglich. Falls k = u™ wire also k = sup{\ |\ €
Cd AN < k} = sup{A | A € Cd AN < pu} = p < K, ein Widerspruch. Also ist x eine
Limeskardinalzahl. QED

Mit Hilfe der Ordinalzahlen kénnen wir die Klasse Card aufzidhlen. Dies wird von der
N -Hierarchie geleistet, die wir nun rekursiv definieren.'® Definition und Bezeichnung der
N -Hierarchie gehen auf CANTOR zuriick.

Definition 7.29 Definiere rekursiv eine funktionale Klasse N: On — V mit
(1) NO =w,
(i) W,y = NI,
(iii) N5 = (J,es Na, falls Lim(9).
Wir schreiben X, statt R(«).

Satz 7.30 Es gilt:

(a) a<f — N, <Ng.

(b) Card = {R, |« € On}.

BEWEIS. zu (a). Dies beweist man leicht durch Induktion nach 5 unter Benutzung der
Ungleichung v > ~.

zu (b) , 2% Durch Induktion nach « zeigt man R, € Card. Man benutzt ¥ € Card im

Nachfolgerschritt und |Jz € Card fiir + C Card im Limesschritt.
,C“ Sei k € Card. Wir konnen x > w annehmen wegen Ny = w.

(1) Hﬂ € On Ng > K.

BEWEIS. Angenommen nicht. Dann ist A := {X,|a € On} C &, also nach (Aus) eine

Menge. Andererseits ist durch a — R, wegen (a) eine Bijektion N: On LNy gegeben, so
dak nach (Ers) On € V gilt, was nicht der Fall ist. Also muf (1) doch richtig sein. qed(1)
Sei nun « := min{f|Ng > x}. Dann gilt

(2) k=N,

BEWEIS. Angenommen nicht. Dann gilt

(x) f[B<a— Ng<r<N,.

15, lies: alef [mit Betonung auf dem a), ist der erste Buchstabe des hebréischen Alphabetes.
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Wir unterscheiden nun zwei Félle:

Fall 1. o= 3 + 1. Aus (x) folgt dann R, = R} < x < R,, ein Widerspruch.

Fall 2. Lim(«). In diesem Fall liefert (x) R, = s, Ng < 5 < N,, ein Widerspruch.

Da a > 0 gilt wegen k > w, sind hiermit alle moglichen Félle abgehandelt. Die sich
ergebenden Widerspriiche zeigen, daf (2) doch richtig sein muf. qed(2)

Damit ist der Satz bewiesen. QED

Bemerkung 7.31 Es ist auch die Bezeichnung w,, fiir R, iiblich.

Ist eine Kardinalzahl x vorgegeben, so 1afst sich anhand der Platznummer von « in der
N-Hierarchie bestimmen, ob x Nachfolger oder Limes ist:

Lemma 7.32 Sei k € Card. Dann gilt:
(a) kK ist eine Nachfolgerkardinalzahl — Jak = R, .
(b) Kk ist eine Limeskardinalzahl —— r = Ro vV 3F5(Lim(J) A k = Ny).

BEWEIS. Es geniigt, (a) zu beweisen.
,=" Sei k = AT. Wihle o mit A = X,. Dann ist k = R} =N, .
»,<". Es ist k = N1 also ein Nachfolger. QED

8 Das Hausdorffsche Paradoxon

9 Formale Sprachen.

Wir haben im vorangehenden Kapiteln gesehen, dass das Auswahlaxiom unintuitive Kon-
sequenzen besitzt, die zu der Frage fiihren, ob das Axiom im Kontext der iibrigen Axio-
me widerspruchsfrei ist. Die Widerspruchsfreiheit wire besonders angesichts der guten
Konsequenzen des Auswahlaxioms wiinschenswert, die wir zum Beispiel im Kapitel iiber
Kardinalzahlen kennengelernt haben.

Dies fithrt zu ,axiomatischen Uberlegungen“: Wir mochten die Konsistenz des Systems
ZFC zeigen. Ohne auf Details einzugehen, besagt der zweite Godelsche Unvollstindig-
keitssatz, dass diese Konsistenz nicht mit den iiblichen mathematischen Mitteln bewiesen
werden kann. Eine geniigend ausdrucksreiche, durch Listen von Axiomen gegebene Theo-
rie kann nicht ihre eigene Konsistenz beweisen. Dennoch konnte Godel ein Resultat zeigen,
das besagt, dass das System ZFC nicht widerspriichlicher als das einfachere System ZF ist.
Godel bewies durch die Konstruktion innerer Modelle der Mengenlehre: wenn das System
ZF widerspruchsfrei ist, so ist auch das System ZFC widerspruchsfrei. Da die Axiome
von ZF eine gute intuitive Begriindung besitzen, ist dies in einem gewissen Sinn einen
Widerspruchsfreiheitsbeweis von ZFC.

Wir wollen in den folgenden Kapiteln das Resultat von Goédel mit Hilfe der Klasse
HOD der erblich Ordinalzahl-definierbaren Mengen zeigen (hereditarily ordinal definable).
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Die Ordinalzahl-definierbaren Mengen sind diejenigen Mengen, die mit Hilfe einer For-
mel der Mengenlehre und Ordinalzahl-Parametern definiert werden konnen. Die erblich
Ordinalzahl-definierbaren Mengen sind solche, die selbst und alle iterierten €-Vorgéanger
Ordinalzahl-definierbar sind.

Diese Beschreibung der Klasse HOD ist informell, denn wir fragen, ob es fiir eine betrach-
tete Menge x eine €-Formel gibt, die x definiert. Dies kann nur dann zu einer €-Definition
von HOD gemacht werden, wenn die Gesamtheit der €-Formeln und ein Teil der Theo-
rie der Definierbarkeit im System ZF selbst formalisiert ist. Dies wird die Aufgabe der
folgenden Kapitel sein.

Generell kann man neben die arithmetischen und geometrischen Grundstrukturen die logi-
schen Grundstrukturen stellen. Elektronische Datenverarbeitung ist weniger elektronische
Arithmetik als die elektronische Verarbeitung von logischen Entitdten wie Symbolen und
daraus gebildete Wortern. Eine umfassende Formalisierung der Mathematik, die auch die
Grundstrukturen der Informatik umfasst, innerhalb des Systems ZF erfordert daher auch
die Formalisierung von Logik. Wir arbeiten in diesem Kapitel im Axiomensystem ZF.

9.1 Alphabete, Zeichenreihen und Sprachen.

Definition 9.1 Ein Alphabet A ist eine nicht-leere Menge. Jedes Element von A wird als
Zeichen aus A bezeichnet. Es sei A* := <%¥WA := |J,_ "A={f|3In<w fin — A}.
Jedes Element w € A* heift Zeichenreihe (oder auch String bzw. Wort) iiber A, die
natiirliche Zahl |w| := dom(w) heikt Linge von w. Es sei O := () das leere Wort.

Bemerkung 9.2 Wir identifizieren das Zeichen a € A mit der Zeichenreihe (ali < 1) €
A* und konnen so A C A* schreiben. Einen String f = (f(7)|i < n) € A* schreiben wir
manchmal auch in der Form f(0)f(1)... f(n —1).

Wir definieren die folgenden Operationen und Relationen auf Wortern:

Definition 9.3 Seien v, w € A*.

(a) Wir definieren die Verkettung (auch: Konkatenation) von v und w durch
vow = vw = v U{(Ju] +i,w(@)) | i < |wl}.
Wir definieren das Anhingen eines Zeichens ¢ € A an v durch v"a = va =
v™{(0,a)}.

(b) Die Relation v C w := Im < dom(w) v = w [ m besagt: v ist ein Anfangsstiick
von w.

Lemma 9.4 Sei A ein Alphabet. Dann ist A=A+ No.

9.2 Terme und Formeln.

Definition 9.5 Eine (formale) Sprache ist ein 4-Tupel (7, J, K,t), wobei I, J und K
paarweise disjunkte Mengen sind und ¢: I U J — w gilt.
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9.3 Terme und Formeln.

Fixiere eine Sprache L = (I, J, K,t). Wir definieren ein zu dieser Sprache ,passendes”
Alphabet A, wobei I, J, K als Indexmengen fiir Relations-, Funktions- und Konstanten-
symbole verwendet werden und ¢ die Stellenzahl der Relations- und Funktionssymbole
liefert.

Definition 9.6 Das Alphabet A; von L ist diejenige Menge, die genau die folgenden
Elemente enthélt:

(i) Klammern: ( := (0,0), ) := (1,0);

(ii) Variablen: fiir jedes n < w das Element ©,, := (2,n);

(iii) Junktoren: A := (3,0) (und, Konjunktion), -~ := (4,0) (nicht, Negation);
(iv) Quantor: Y := (5,0);

(v) Identitdt: =:= (6,0);

(vi) Relationssymbole: fiir jedes i € I das Element R; := (7,1);
(vii)

Funktionssymbole: fiir jedes j € J das Element f] = (8,7);

Konstantensymbole: fiir jedes k € K das Element ¢ (9, k).

Hier wird ein Alphabet erklirt, dessen Symbole bestimmte Aufgaben in einer Formali-
sierung der mathematischen Sprache {ibernehmen werden. Wie die Symbole im einzelnen
festgelegt werden, ist unerheblich. Wichtig ist, dass sie eindeutig festgelegte und paarweise
verschiedene Mengen sind. Die jeweiligen Mengen (= Symbole) werden als Klassenterme
eingefiihrt, die wir mit Abkiirzungen bezeichnen, die auf ihre spitere Verwendung hin-
weisen. So wird die Menge (1,0) spéter die ,Funktion“ einer rechten Klammer erfiillen:
) = (1,0).

Wir formalisieren nun den sukzessiven Aufbau von mathematischen Formeln durch Ter-
me, atomare Formeln und Formeln. Hierzu bendtigen wir eine Verallgemeinerung der
Konkatenationsfunktion =

Definition 9.7 Sei A ein Alphabet, n < w, s:n — A* und 7 < n. Durch Rekursion nach
j € {—1} Un definieren wir das Element s(i)™ -+ "s(j) von A*:

im Fall j <isei s(i)”---"s(j) :=
im Fall j > i sei s(i)”---"s(j) = (s(i)” s = 1) s(9)-
Wir schreiben auch s(i) ... s(j) statt s(i)” - ~s(j).

Definition 9.8 Die Menge Tm(L) der L-Terme ist die C-kleinste Teilmenge von Aj,
fiir die gilt:

(T1) Vn<wd, € Tm(L);

(T2) Vke K é € Tm(L);

(T3) Vj€ JVs (s:t(j) — Tm(L) — f;7s(0)"---"s(t(j) — 1) € Tm(L)).

Bemerkung 9.9 (a) Es ist also Tm(L) = ({z C A; |z erfiillt (T1), (T2) und (T3)};
diese Menge existiert nach dem Aussonderungsaxiom angewendet auf die Menge A; .
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(b) Die von uns gewihlte Schreibweise, in der die Operatoren vor den Operanden stehen,
bezeichnet man als polnische Notation. Ausdriicke in polnischer Notation sind
auch ohne Klammern eindeutig lesbar. In der Praxis benutzen wir allerdings meistens
Terme, die nicht in polnischer Notation sind. So schreiben wir z.B. normalerweise z+y
statt +xy. Solche Terme lassen sich aber leicht in die polnische Notation umformen.

Definition 9.10 Die Menge der atomaren Formeln, At(L), ist definiert durch
At(L) = {s1 = s2|s1 € Tm(L) A so € Tm(L)} U{R;,"s(0)"---"s(t(i) — 1)|i €
I A s:t(i) —» Tm(L)}.

Definition 9.11 Die Menge Fml(L) der L-Formeln ist die C-kleinste Teilmenge von
A7, fiir die folgendes gilt:

(F1) At(L) C Fml(L);

(F2) Vp,¢ € Fml(L) (pAY) € Fml(L);
(F3) Vo € Fml(L) ¢ € Fml(L);
(F4) ¥Yn < wV¥y € Fml(L) Yo, € Fml(L).

Offensichtlich kann man die gew6hnlichen Formeln in dieser Formalisierung nachbilden.
Allerdings muss iiberpriift werden, dass ein Element von Fml(L) ,eindeutig lesbar ist,
damit es eine eindeutige Bedeutung im logischen Kontext hat. Hierzu ist eine detaillierte
Untersuchung von Termen und Formeln erforderlich. Die eindeutige Lesbarkeit kann auf
verschiedene Arten erreicht werden (polnische Notation, Klammersetzung) und ist intuitiv
vertraut. Die Einzelheiten der Beweise der eindeutigen Lesbarkeit sind allerdings technisch
und héngen von Details der Formalisierung ab, die fiir unsere Zwecke nicht entscheidend
sind. Bei Bedarf konnte man die Syntax auch abidndern, um Eindeutigkeitsbeweise zu
vereinfachen.

Satz 9.12 (Eindeutige Lesbarkeit der Terme) Terme sind auf eindeutige Weise in
Subterme (Unterterme) zerlegbar. D.h., ist s € Tm(L), so gilt genau eine der folgenden
Aussagen:

(i) Es gibt genau ein n < w, so daff s = Op;
(ii) Es gibt genau ein k € K, so daff s = é;

(iii) Es existiert genau ein j € J und genau einr:t(j) — Tm(L), so dafi s = fjAT(O)“ e

1) gilt.

Satz 9.13 (Eindeutige Lesbarkeit der Formeln) Jede Formel kann auf eindeutige
Weise in Subformeln zerlegt werden: [(]*) N Fml(L) = 0 und fir jedes o € Fml(L) gilt
genau eine der folgenden Aussagen:

(i) Es gibt genau ein s; € Tm(L) und genau ein sy € Tm(L), so dafi o = s1 = $a.
(ii) Es gibt genau eini € I und genau ein s:t(i) — Tm(L), so daff ¢ = R;s(0) ... s(t(i)—
1).
(iii) Es gibt genau ein ¢ € Fml(L) und genau ein x € Fml(L), so daf ¢ = (1/1/\)(}.

“r(t(d)-
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(i) FEs gibt genau ein p € Fml(L), so daff ¢ = <.
(v) Es gibt genau ein n < w und genau ein ¢ € Fml(L), so daf ¢ = Yo, 1.

9.4 Induktion und Rekursion.

Die rekursive Natur von Termen und Formeln erméglicht es, das Beweisprinzip Induktion
und das Konstruktionsprinzip Rekursion auf Terme und Formeln zu iibertragen.

Satz 9.14 (Induktion iiber den Termaufbau) Sei y eine €-Formel. Es gelte:
(i) Yn <w x(0,) und Vk € K x(é);
(ii) Vj e JVs:t(j) = Tm(L) (Vi <t(j) x(s()) — x(f;5(0)...5(t(j) —1))).
Dann gilt Vs € Tm(L) x(s).

BEWEIS. T := {s € Tm(L) | x(s)} erfiillt (T1), (T2) und (T3). Wegen der C-Minimalitét
von Tm(L) ist also T'= Tm(L). QED

Eine mathematische Eigenschaft x trifft also auf alle L-Terme zu, wenn sie auf alle Varia-
blen und alle Konstantensymbole zutrifft, und wenn fiir jedes j € J aus der Giiltigkeit von
x fiir je ¢(j)-viele Terme s(0), ..., s(t(j) — 1) die Giiltigkeit von x fiir f;s(0)...s(t(j) —1)
folgt.

Satz 9.15 (Induktion iiber den Formelaufbau) Sei x eine €-Formel. Es gelte:
(1) Vi € At(L) x(¥);
(i) Vi, x € Fml(L) (x(¥) A x(x)) — (((@AX)) A x(519)));
(15i) Vi € Fml(L)Vn < w (x(¥) — x(Vo,0)).
Dann gilt Vi € Fml(L) x(v).

BEWEIS. Analog zu Beweis des Induktionssatzes fiir Terme. QED

Satz 9.16 (Rekursion iiber den Termaufbau) Seien Gyor, Geonst: Grun: V. — V. Dann
ezistiert genau ein H:Tm(L) — V mit:
(i) Vn<wH(i,) = Guar(in);

(1)) Vk e K H(¢) = Geonst(Cr);

(i) Vje JVs:t(j) — Tm(L) H(f;s(0)...s(t(j) — 1)) = Grunl(J, s, (H(s(3))]t < t(4))).
BEWEIS. Definieren wir Ty := {0, |n <w}U{¢ |k € K},
Toir = T, U{fis(0)...8(t(5) — 1)|j € J A s:t(j) — T,}, so ist Tm(L) = U, Tn-
Wegen der eindeutigen Lesbarkeit der Terme lafst sich H | T;, leicht rekursiv so definieren,
daf (i), (ii) und (iii) gelten. Damit ist die Existenz von H gesichert. Die Eindeutigkeit
folgt ebenfalls leicht aus der eindeutigen Lesbarkeit der Terme. QED

Satz 9.17 (Rekursion iiber den Formelaufbau) Seien G, G, G-, GV — V. Dann
ezistiert genau ein H:Fml(L) — V mit:
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(i) ¥ € AUL) H(p) = Gule);

(i) Vg € Fl(L) H({gho)) = (e, H(g), H(D));
fiii) Vi € Fml(L) H(>¢) = C-(p, H(2));

(iv) Yo € Fml(L)Vn < w H(Vi,0) = Gy(n, o, H()).

BEWEIS. Dies beweist man ganz analog zum Rekursionssatz iiber den Termaufbau. QED

Beispiele fiir die Anwendung der Rekursionssétze liefern die folgenden Definitionen.

Definition 9.18 Fiir ¢ € Tm(L) definieren wir rekursiv die Menge der Variablen
von t, var(t), durch var(d,) := {0,} und var(¢y) = 0 sowie var(f;s(0)...s(t(j) — 1)) =

Ui<t(j) var(s(i)).

Bemerkung 9.19 Um diese Rekursion formal durchzufiihren setzen wir
Goar = {(x,{2}) |2 €V}, Geonst = {(x,0) |2 €V}
und Gyun = {((J, f,9),Uran(g)) [j €V A feV A geV].

Definition 9.20 Fiir ¢ € Fml(L) definieren wir rekursiv die Menge der Variablen
von ¢, var(y), und die Menge der freien Variablen von ¢, fr(y), wie folgt:

(i) var(s; = s9) = fr(s; = s9) = Vé.ll“(sl) U var(ss);
(iD) var(Ris(0)...s(t(i) = 1)) := fu(Ris(0)... s(t(0) = 1)) = Uj var(s(s));
(iii) var((pAv)) = var(e) Uvar(y) und fr((pAd)) = fr(p) U fr(e);
(iv) var(-yp) := var(p) und fr(-p) = fr( );
(v) var(Vone) = var(e) U {,} und fr(Vo,@) = fr(p) \ {0, }.
Ist ® C Fml(L), so sei fr(®) := J{fr(¢)|p € P} die Menge der freien Variablen von ®.

Bemerkung 9.21 Die Menge fr(y) besteht gerade aus denjenigen Variablen aus var(yp),
die an mindestens einer Stelle von ¢ nicht ,,im Wirkungsbereich“ eines Quantors stehen.

Manchmal ist es sinnvoll, sich auf bestimmte freie Variablen zu beschrianken. Wir definie-
ren deshalb:

Definition 9.22 Fiir n < w sei Fml, (L) := {p € Fml(L)| fr(¢) C {9;|i < n}}. Dann
ist Fmlo(L) die Menge aller Formeln, die keine freien Variablen haben, und heift Menge
der L-Sétze.

Wir vereinbaren, daf wir zukiinftig statt der Variablen v,, auch die Buchstaben z,y, z
(auch mit Indizes) schreiben werden. Die Schreibweise ¢(z1, ..., z,) bedeutet, dass ¢ €
Fml(L) ist mit fr(y) C {z1,...,2,}-
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9.5 Die Kardinalitat einer Sprache.

Definition 9.23 Sei L = (I, J, K, t) eine Sprache. Die Kardinalzahl L:=10JU K+X,
heiflt die Kardinalitdt der Sprache L.

Bemerkung 9.24 In der obigen Definition von T wird Ny addiert, weil wir abzihlbar
viele Variablen haben, und diese als zur Sprache gehorend angesehen werden.

Lemma 9.25 Sei L eine Sprache. Dann ist L= Fml(L).

BEWEIs. Wegen Fml(L) C A} folgt Fml(L) < A:’j: = 4 + Ry = L. Da andererseits
fiir jedes i € I und j € J sowie k € K und n < w gilt Rivp... % € Fml(L) und
Ffito.. .00 = fitg... 0 € Fml(L) sowie ¢ = ¢z € Fml(L) und 9, = 0, € Fml(L), ergibt
sich L < Fml(L). QED

Wir lassen im folgenden die Punkte iiber den Symbolbezeichnungen fort und schreiben
(,)s Ay, U, ... ostatt (), AV, O,

9.6 Die fehlenden Junktoren und Quantoren.

Wir fiihren die folgenden Junktoren und Quantoren als Abkiirzungen fiir gewisse Zeichen-
reihen der Sprache der Logik erster Stufe ein. Mit ihrer Hilfe lassen sich viele Formeln
einfacher schreiben.

Definition 9.26 Seien ¢, € Fml(L). Wir setzen:
(@) (pVY) = ~(=p A ~y) (oder).

(b) (¢ — 1) := (¢ V ) (Implikation).
(¢) (p =) = ((p—1) A (¥ — ) (Aquivalenz, Biimplikation).

(d) Fu,p = = Vv, ¢ (Existenzquantor).

Folgende Abkiirzungen sind ebenfalls sehr niitzlich:

Definition 9.27 (a) Sei n < w und seien xy,...,2, € {v;|i < w} und Qy,...,Q, €
{V,3}. Ferner sei ¢ € Fml(L). Wir definieren rekursiv Q,z, ...Qi1x1¢ € Fml(L)
durch Qgzg... Q1719 = ¢ und
Qni1ZTny1 - Q12190 1= Qi1 Tn1QnTn ... Q110

(b) Sei n < w und fiir i < n sei ¢; € Fml(L). Wir definieren rekursiv A,_, ¢; bzw.
Vi<, @i durch

Vg vg = v baw. \/,_o i = =V vy = vy,

Nic1 i = Vic i = ¢o,

Nicns1 @i = (Nicp @i A on) bzw. V00 = (Ve 00 Vo), falls n > 1.

/\i<0 Wi -
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10 Modelle.

Wir fixieren eine formale Sprache L = (I, J, K, t). Die Intention dieser Sprache ist die Be-
schreibung von Strukturen, in denen die Relations-, Funktions- und Konstantensymbole
des Alphabets A; durch entsprechende Relationen, Funktionen und Konstanten inter-
pretiert sind. Wir wenden uns damit der Semantik der formalen Sprache zu, d.h. ihrer
Interpretation. Wir formalisieren zunéchst den Begriff einer mathematischen Struktur.

10.1 Strukturen.
Definition 10.1 Eine L—Struktur ist ein 4-Tupel

2 = (A> (Rz|2 S ])7 (fj|] € J)7 (ck|k S K))>

wobei folgendes gilt.
(i) A ist eine nicht-leere Menge; sie heift Trigermenge oder auch Universum von

2A. Wir setzen || = A.
(i) Vie I R; C A", Das heift, R; ist eine ¢(i)-stellige Relation auf A.
(iii) Vj € J f;: A" — A. Das heifit, f; ist eine t(j)-stellige Funktion auf A.
(iv) Vk € K ¢ € A. Das heikt, ¢, ist eine Konstante aus A.
Die Kardinalitét der Struktur 2 ist 2 = A.
Definition 10.2 Sei 2 eine L-Struktur mit L = (I, J, K, t).

(a) Die Struktur 2 heift Algebra, falls I = () gilt.
(b) Die Struktur 2 heift relationale Struktur, falls J = () gilt.

Eine Algebra besitzt also keine Relationen, eine relationale Struktur keine Funktionen.

Beispiel 10.3 Die Struktur der reellen Zahlen kann folgendermafen als L-Struktur mit
L= ({0},{1,2},{3,4},{(0,2),(1,2),(2,2)}) beschrieben werden:

(R7 {(07 <R)}7 {<17 +R)7 (27 'R)}v {(37 0)7 (47 1)})
wobei wir [ := {0}, J := {1,2} und K := {3,4} gewihlt haben.

Wir definieren einige wohlbekannte Beziehungen zwischen Strukturen in unserem Forma-
lismus. Sei L = (I, J, K, t) eine Sprache und seien

A= (A, (Rili € I),(f;l7 € J), (cxlk € K)) und

A = (A, (Rili € I),(fjlj € J), (c,|k € K))
L-Strukturen.

Definition 10.4 Die Struktur 2 ist eine Substruktur von 2’ (bzw. 2’ eine Oberstruk-
tur von ), falls gilt:
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(i) AcC A4,
(i) Viel R; = R,N A",
(i) ¥je.J f;=f;] AV
(iv) Vk e K ¢ = ¢.
In diesem Fall schreiben wir 2L C 2A’. Da die Substruktur 2 durch 2 und ihre Tragermenge
A eindeutig festgelegt ist, konnen wir auch definieren: %A =2’ | A.

Definition 10.5 Eine Funktion h: A — A’ heilt Homomorphismus von 20 nach 2,
falls folgendes gilt:

(i) VieIVZe AW (Rid — Rh(T));
(i) Vj e JVie AW h(f;(Z)) = fj(h(Z)), d.h., das Diagramm

A x x A 5o
[ ol
A x . ox A ﬁ A’

kommutiert;
(iii) Yk e K h(ck) = ¢
Wir schreiben in diesem Fall h: 2l — 21'.

Beachten Sie, daf wir in obiger Definition nur fordern, daf in der Urbildstruktur be-
stehende Relationen bewahrt werden miissen; nicht bestehende Relationen miissen nicht
unbedingt bewahrt werden. D.h., gilt R;Z so gilt auch R;h(Z); wenn R;Z nicht gilt, so
kann aber durchaus R;h(Z) gelten.

Definition 10.6 Eine Funktion h heift Einbettung von %[ in ', falls folgende Aussagen
gelten:

(i) h:2A — A,
(ii) h ist injektiv;
(iii) Vie IVZ e A" (R;Z «—— Rh(T)).
In diesem Fall schreiben wir A: A — .

Definition 10.7 Eine Funktion h heift Isomorphismus von 2 auf 2, falls folgende
Aussagen gelten:

(i) h:A = A,

(ii) h ist bijektiv.
In diesem Fall schreiben wir h:2{ = 2 und sagen, 2l ist isomorph zu 2('. Die Schreibweise
2A = A" bedeute, dak es einen Isomorphismus von 2l auf 2’ gibt.

Lakt sich eine Struktur 2l in eine Struktur 2’ einbetten, so kann man 2 als Substruktur
von " auffassen. Genauer gilt:
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Satz 10.8 Es gelte h: A — A'. Dann ist A" = ran(h) Trager einer Substruktur A" von
A, und es gilt h: A = A",

BEWEIS. Fiir i € I sei R/ = R, N (A")!9. Sei j € J. Fiir j = h(Z) € (A")'0) (mit
i e AD)ist fi(§) = fi(h(Z)) = h(f;(Z)) € A", so dak [/ := [} | (A”)"9) eine Funktion
(A" — A" definiert. Da auBerdem ¢}, = h(c;) € A” fiir k € K gilt, ist durch 2" :=
(A", (R|i € I),(f/lj € J),(c]k € K),t) eine Struktur definiert. Aus den Definitionen
folgt sofort, daf 2” eine Substruktur von 21’ ist. Man verifiziert nun leicht, daf h: A = 2"
gilt. QED

10.2 Die Modellbeziehung.

Wenn 2 eine im folgenden festgehaltene L-Struktur ist, so ist damit festgelegt, wie die
Relations-, Funktions- und Konstantensymbole in 2 interpretiert werden. Wenn zusétzlich
festgelegt ist, wie die Variablen in 2l interpretiert werden, konnen alle L-Terme und L-
Formeln in 2 interpretiert werden. Diese Interpretation stellt das fundamentale Bindeglied
zwischen Syntax und Semantik dar.

Definition 10.9 Wir definieren: (3 ist eine Belegung in & := (: {v,|n <w} — A.

Wir fixieren nun eine beliebige Belegung 3 in 2.

Definition 10.10 Sei s € Tm(L) ein beliebiger Term. Definiere rekursiv die Interpre-
tation von s in 2l unter der Belegung 3, s* (3], wie folgt:

@) vp 8] = Blva);
(i) 3] = c.
(i) (f;500)...s(t() = 1) [B] == fi(s(0)*[B], ..., s(t() — D [B)).
Ein Term wird also in 2 derart interpretiert, dafl jedes Funktions- bzw. Konstantensymbol
durch die korrespondierende Funktion bzw. Konstante von 2 ersetzt und jede Variable
mit dem durch 3 bestimmten Element von A (also ((v,) fiir die Variable v,,) belegt wird.

Um zu definieren, wie eine Formel ¢ in einer Struktur 2 interpretiert wird, miissen wir
modifizierte Belegungen einfiihren.

Definition 10.11 Sei j eine Belegung in 2, a € A und n < w. Dann sei 5= die durch

gﬁ(v ) = {ﬂ(vm), falls m # n

Up | oa, falls m = n,

definierte Belegung in .

Die Belegung 5% unterscheidet sich also von 3 nur dadurch, dass die Variable v,, durch
a belegt wird.
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Definition 10.12 Sei ¢ € Fml(L) eine beliebige L-Formel. Definiere rekursiv die Eigen-
schaft 2 = [F] wie folgt:

(i) AEsi=s8] = st =s36];
(ii) A Ris(0)...s(t(d) —D[B] = Ri(s(0)*[8],...,s(t() —1)*[3]);
(i) 2= (e Ae)lfl = (A Eelf] A AEed]);
(iv) AE—elf] = Ak eld];
() AEVeupls] = Vae AU ploe]
Wir sagen dann: 2 erfiillt p unter 3 oder ¢ gilt in 2 unter 5 oder 2 ist ein Modell
von ¢ unter [3.

Nach der obigen Formalisierung ist 2 | ¢[3] eine €-Formel mit den Parametern 2, ¢
und f. Die Relation |= bezeichnet man als Modellbeziehung.

Beispiel 10.13 Betrachte 2 = (R, (), (+g|i < 1),0,{(0,2)}) und
v = Yvg + vov; = vp). Es gilt ¢ in A bei einer Belegung [ genau dann, wenn gilt
Va € R a + f(vy) = a. (Dies ist natiirlich genau dann der Fall, wenn (v;) = 0.

Wir verallgemeinern die Modellbeziehung auf Formelmengen.

Definition 10.14 Sei ® C Fml(L) und [ eine Belegung in 2. Definiere: 2 = ®[3] =
Vo € ® 2 b [,

Satz 10.15 (a) Ob 2 | p[0] gilt oder nicht, hingt nur ab von den endlich vielen Werten
B 1 fr(¢) sowie den endlich vielen Relationen {R;|i € I A R; € ran(y)}, den endlich
vielen Funktionen {f;|j € J A f; € ran(p)} und den endlich vielen Konstanten
{ci|k € K N ¢ € ran(p)}.

(b) Ist ¢ ein L-Satz, so hingt die Giltigkeit von A = [5] nicht von 3 ab.

Bemerkung 10.16 Das letzte Lemma rechtfertigt die folgenden Schreibweisen:

(a) Seis € Tm(L) und var(s) C {vg,...,v,_1}. Ist dann a; = 5(v;) fiir ¢ < n, so schreiben
wir s% [ag, . .., a,_1] statt s*[3].

(b) Sei ¢ € Fml, (L) bzw. ® C Fml,(L). Ist dann a; = 3(1;) fiir ¢ < n, so schreiben wir
A E plag, - .., a,—1] statt A = ¢[F] bzw. A |= Play, ..., a,_1] statt A = [F].

(c) Im Fall eines Satzes ¢ schreiben wir 2 |= ¢ statt 2A = ¢[f] und sagen, 2 ist ein

Modell von ¢. Im Fall einer Menge ® von L-Sitzen schreiben wir 2 |= & statt
2 = @[] und sagen, 2 ist ein Modell von .

10.3 Die Folgerungsbeziehung und Erfiillbarkeit.

Die logischen Begriffe der Folgerung, der Tautologie und der Widerspruchsfreiheit lassen
sich nun mit Hilfe der eingefiihrten Semantik definieren:
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Definition 10.17 Sei ® C Fml(L) und ¢ € Fml(L). Wir definieren:
O = VAVE (A ist L-Struktur A 3 ist Belegung in A A A = O[5]) — A = ¢[F]).
Gilt @ |= ¢, so sagen wir ¢ impliziert ¢ oder auch ¢ folgt aus .

Definition 10.18 Fiir ¢, ¢1,..., ¢, € Fml(L) definiere: p1,..., 0, E ¢ = {o1,..., 0} F
®.

Definition 10.19 Fiir ¢, ¢ € Fml(L) definiere: ¢, sind dquivalent := (¢ ¢ A Y =
¥)-

Eine Eigenschaft ist eine Tautologie oder allgemeingiiltig, wenn sie stets zutrifft:
Definition 10.20 Fiir ¢ € Fml(L) definiere: ¢ ist allgemeingiiltig := = ¢ = 0 E ¢.

Definition 10.21 Sei ® C Fml(L). Wir definieren:
® ist erfiillbar := Erf(®) := JA3F (A ist L-Struktur A [ ist Belegung in A A A |

®[5]).

Definition 10.22 Sei ® C Fml(L). Wir definieren: ¢ ist widerspruchsfrei := -® =
=0y = Vp.

Lemma 10.23 Es gilt: ® = ¢ «— - Erf(® U {Hp}). Speziell: = ¢ «—— — Erf(5p).

BEWEIS. zu,=*“. Es gelte ® = ¢. Angenommen, ® U {5} hat ein Modell 2 unter einer
Belegung (3. Dann gilt 2 = - [f], also =2 = ¢[]. AuRerdem gilt A = ®[5], was wegen
¢ = p auf A = p[f] fithrt. Also gilt (A = ¢[f] A =2 | ¢[F]), ein Widerspruch. Die
Menge ® U {-¢} kann also nicht erfiillbar sein.

zu ,<=“. Es gelte = ® = . Dann existiert eine L-Struktur 2 und eine Belegung /3 in 2,
so dak A | ®[3] und —A |= [f] gelten. Letzteres ist gleichwertig mit 2 = = [5], also
A= O U {-p}f], d.h., Erf(® U {-¢p}).

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Hieraus lasst sich bei Wahl von ¢ = -9y = v, sofort folgern:

Satz 10.24 ® ist widerspruchsfrei, gdw. ® erfiillbar ist.

In der mathematischen Logik wird gezeigt, dass die hier eingefiihrten Begriffe zwischen
syntaktischen Entitdten auch auf rein syntaktischem Weg definiert werden kénnen: Man
fiihrt einen Ableitungskalkil ein, der syntaktisch auf L-Formeln operiert. Man definiert
® F o, falls sich ¢ im Ableitungskalkiil aus ® erzeugen lisst. Eine Formelmenge & ist
konsistent, falls sich das Falsum —vy = v; nicht aus ® ableiten lasst. Im Go6delschen Voll-
stdndigkeitssatz, der als Fundamentalsatz der mathematischen Logik aufgefasst werden
kann, wird bewiesen, dass die Relationen = und I iibereinstimmen. Daraus folgt, dass
eine Theorie erfiillbar ist, gdw. sie syntaktisch konsistent ist.
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10.4 Theorien, Modellklassen und Axiomensysteme.

In vielen Bereichen der Mathematik untersucht man Strukturen mit gewissen gemeinsa-
men Grundeigenschaften. Man untersucht etwa alle linearen Ordnungen oder alle Grup-
pen oder alle Korper usw. Es handelt sich jeweils um die Analyse der Modellklasse einer
gewissen Theorie:

Definition 10.25 Jede erfiillbare Menge ® C Fmly(L) heifit (L-)Theorie.

Im Hinblick auf das Godelsche Resultat iiber die relative Konsistenz von ZFC zu ZF
machen wir mit Hilfe der eingefiihrten Semantik folgende Definition:

Definition 10.26 Seien ® und ¥ Theorien. Dann ist ¢ relativ konsistent beziiglich
U, falls die Erfiillbarkeit von W die Erfiillbarkeit von ® impliziert.

Uns interessieren in der axiomatischen Mengenlehre besonders die Theorien ZF und ZFC.
Diese lassen sich innerhalb der Theorie ZF selbst formalisieren.

10.5 Eine Formalisierung von ZF in ZF.

Wir betrachten (in V) die Sprache L(€) := ({0}, 0,0, {(0,2)}), die genau ein zweistelliges
Relationssymbol R, besitzt, das wir mit & bezeichnen. Wir setzen Fml(&€) := Fml(L(€)).
Zur Festlegung einer L(€)-Struktur geniigen Trigermenge und die Interpretation des
zweistelligen Relationssymbols, wir sprechen hier auch von &-Strukturen. Wir bezeich-
nen €-Strukturen vereinfachend mit M = (M, E), ohne zwischen Struktur und Tréger zu
unterscheiden; dabei ist £ die Interpretation von €. Ein wichtiger Spezialfall ist dadurch
gegeben, dass F die Einschrinkung der €-Relation auf M ist:

Definition 10.27 Unter einer €-Struktur (ohne Punkt!) verstehen wir Strukturen der
Form M = (M, €[ M). Wir schreiben hierfiir auch kurz M = (M, €).

Lemma 10.28 FEs gilt ZF - Fml(€) C V,,.

BEWEIS. Esist Ape) C w x w. Jede Formel ¢ € Fml(€) = A7 ., ist also von der Form

€)
w = {0, (ki i) [ i <n}

mit n, k;, [; € w. Dann ist rg((4, (k;,r;))) € wund rg(y) = lub{rg((7, (ki,7;))) | i <n} < w.

Also ist Fml(L(€)) C V. QED

Wir ordnen nun jeder €-Formel ¢ eine Menge "¢ € Fml(€) zu.

Definition 10.29 Sei ¢ eine €-Formel. Wir definieren die GODEL-Menge "¢ von ¢
durch Rekursion iiber den Aufbau von ¢:

(1) l—Ui = Uj_| = Uz = ’Uj,

(i) Twv ewv; = v€05
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(iii) (e AP)T = (T ATYT);

(iv) "ot = AT
(V) "Vuip? = Vol
Ist @ eine konkret vorgegebene, endliche Liste von €-Formeln ¢y, ..., @, 1, so definieren

wir "0 = {Tpo .. T '}

Bemerkung 10.30 (a) (i) und (ii) in der obigen Definition miiften exakt "v;, = v, :=
U; = 05 und "v; € v; 7 ;= ;€05 lauten, da n die Formalisierung der metasprachlichen
natiirlichen Zahl n in V ist.!6

(b) Ist ¢ eine €-Formel, so ist "¢ ein Klassenterm der Form

{(67 (ZB,JB))a SR (n -1 (m>ﬁ))}>
wobei n und iy, ji fiir & < n konkret gegebene (metasprachliche) natiirliche Zahlen
sind. Dies beweist man leicht durch eine (metasprachliche!) Rekursion iiber den Auf-
bau von ¢, wenn man (a) sowie die Definitionen von v, sowie (und ) sowie - und A
und V beachtet. Es ist rg("¢") = [ mit | = maxy—g__,_1 max{k,ix + 2, Jr + 2} + 2.

(c) Wir fassen die Junktoren V,—,+«> und den Quantor 3 in der iiblichen Weise als
Abkiirzungen auf und erhalten:

(V)T = (V)
"e—=9)" = (T,
(oY) = (TplaTyT),
'_ElfUigpj = El’Ull_(,O—l

.....

(d) Wir konnen nicht argumentieren, da® jedes ¢ € Fml(L(€)) von der Form o = T~
mit einer €-Formel ¢ ist. Existiert z.B. ein n € w, das nicht von der Form 7 ist, so
gibt es keine €-Formel ¢ mit "o ' = v,, = v,,.

Mit Hilfe der GODEL-Mengen konnen wir ZF in ZF formalisieren.

Definition 10.31 Wir definieren:
rZFj:E<?1ExylFCExﬂjﬁKPaawjﬁ(L}Ax)iF(PowjﬂXInﬂj}LJ

{wl YOO 1 F0p 4 200 (00 E Dy 26 (00 ETnr1 A ) ‘ n<wA ge lenH(L(é))} U

{va ce vUnJrl (V'Uov'UnJFQV’UnJrg((QO U+2 A 90—+3) — Upto = 'Un+3)

1 U1

Vi a0 s 5V (01 €Dy T (60 ETm 1 A @) (

n<w A g€ Finlya(L(E)) A {tns, tnss} Nvar(p) =0} U
{\'ﬁ)1  Yon (B = Fiole AV (iny1 09— govgﬂ ) ’
0

n<wA¢eFmMﬂu@)A%H¢VM@@.

1674 7 siehe ?7.
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Es ergibt sich sofort:

Lemma 10.32 Ist ¢ ein ZF-Aziom, so gilt ZF ="' € "ZF". Ferner gilt ZF - "ZF " C
Fmly(L(€)).

11 Relativierungen von Formeln.

Wir setzen in diesem Kapitel — sofern nichts anderes gesagt wird — nur EML voraus.
Der Satz von Gddel iiber die relative Konsistenz des Auswahlaxioms wird durch Angabe
einer uniformen Methode bewiesen, mit der sich jedes Modell von ZF in ein Modell von
ZFC transformieren ldsst. Wir definieren dafiir Submodelle von Modellen fiir die Sprache
der Mengenlehre: der Triger des Submodells wird durch eine &-Formel innerhalb des
duferen Modells definiert, die €-Relation es Submodells ist die Einschrankung der duferen
c-Relation auf diesen Trager. Dieses Verfahren erinnert an gewisse Konstruktionen von
Modellen der nicht-euklidischen Geometrie als Submodelle von Modellen der euklidischen
Geometrie. Die Submodell-Bildung wird durch Relativierungen von Formeln und Termen
auf Terme realisiert.

11.1 Die Relativierung einer €-Formel auf einen € -Term.

Definition 11.1 Sei W ein € -Term und ¢ eine €-Formel, so daf W und ¢ keine Variablen
gemeinsam haben. Wir definieren die Relativierung von ¢ auf W, ©", durch Rekursion
iiber den Formelaufbau durch

1) (v; € )V = v; € vy
(i) (vi=v)V = v = vy;
(i) (=) = ()"
(iv) (A" = (@M AYT);
v) (Vose)V = Voi(v; € W — V).

Die €-Formel ¢" entsteht also aus ¢, indem der Laufbereich jedes Quantors in ¢ auf den
€ -Term W beschrankt wird. Hieraus folgt durch Induktion {iber den Aufbau von ¢:

Satz 11.2 Sei p(vo,...,v,_1) eine €-Formel und die Variable x komme in ¢ nicht vor.
Dann gilt:

r# 0 — Vg, , 001 €T (" (o, .., Un1) & (2,€) F T vo, . Una])

Die Giiltigkeit einer auf den €-Term W relativierten Formel ¢ kann angesichts dieses
Satzes als Giiltigkeit der Formel ¢ in dem ,Modell“ (W, €) interpretiert werden. Daher
schreiben wir auch (W, €) | ¢ statt "V

Um mit der Methode der inneren Modelle Aussagen iiber relative Konsistenzen zu erhal-
ten, bendtigen wir noch:
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Satz 11.3 Sei M = (M, E) eine €-Struktur. Sei W = {x|x} ein Klassenterm ohne freie
Variable. Definiere die Interpretation von W in M als WM = {z|(M, E) &= x} und sei
N die €-Struktur N = (WM E | WM). Fiir ¢ € L(€) definiere die Relativierung "
rekursiv wie in 11.1. Dann gilt fiir alle o € L(€) und Belegungen 3 in N: M = ¢"[3]
gdw. N = .

11.2 Relativierungen der ZFC-Axiome.

Wir untersuchen, wann ZFC-Axiome in Strukturen (¥, €) gelten. Hierbei interessieren
vor allem transitive Klassenterme .

Satz 11.4 Es gelte ZF. Sei W ein transitiver Klassenterm, W # (0. Dann gilt:

(a) (Ex)".

(b) (Ext)".

(¢c) (Paar)" «——VYaecWVYbeW {a,b} € W.

(d) (U-Ax)"Y «—VYaeW JaecW.

(e) Sei ) die fir die €-Formel p(z, %) gebildete Instanz von (Aus). Dann gilt:
YW — VB eWVae W {z €al|V(x,w)} eW.

(f) (Pot)"” «——VaecW Pa)NW € W.

(g) ) — JaeW (leaAVrecar+1ea).

Speziell: w € W — (Inf)" und ((Inf)" A (Aus)") — w e W.
(h) (Ers)" gilt genau dann, wenn fir jede e-Formel (x,y,w) gilt:
Vi € W (Vw,y,y’ e W (" (2, y, @) A " (2, 0)) =y =)
—Vae W{y| Iz €aW(x,y, @)} NW e W)
(i) Es gilt (Fund)". Genauer: Ist ¢ eine Instanz von (Fund), so gilt "
(j) (AC)W<—>‘v’aEW((@§Za AVz,y€a(z#y—anNy=0) — IFbeWVz e
adzbNz = {z})
BEWEIS. Wir notieren zunéchst

(1)  Sei z € W und seien ¢ und ¢ €-Formeln. Dann gilt:
(a) zNW =z.
b) VWlyez Ap) =)= VyeW ((yer Ap) = )
© FyerAp)e—FyeW ez Ay)

BEWEIS. Da W transitiv ist, folgt * C W aus x € W, und dies impliziert (a). Da nach
(a) y € = gleichwertig ist mit y € W A y € z ergeben sich (b) und (c). qed(1)

Wir beweisen nun die einzelnen Punkte des Satzes.

zu (a). Es gilt: (EX)W —— dr e WYy € Wy ¢ x. Da W transitiv ist, gilt Vy € Wy &
x «—— Yyy ¢ z fiir jedes x € W, beachte (1a). Hier ist die rechte Teilformel gleichwertig
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mit z = (), so dak wir (Ex)" «— 3z € W z = 0 haben. Um (a) zu beweisen, ist somit
() € W zu zeigen. Hierzu verifizieren wir:

(2) Esgilt:x#0 — 0 € TC(x).)"

BEwEIS. Wir fiihren eine € -Induktion durch, siehe ??. Sei x € V und die Behauptung
fiir die Elemente von = bewiesen. Ist z = (), so ist nichts zu beweisen. Ist x # 0, so sei
y € z beliebig. Ist y = (), so ist (2) gezeigt; ist y # (), so gilt nach Induktionsvoraussetzung
) € TC(y), und weil TC(y) C TC(z) gilt, folgt hieraus die Behauptung. qed(2)

Da W # () gilt, existiert x € W. Ist x = (), so sind wir fertig; ist = # (), so ist nach
(2) 0 € TC(z). Da W transitiv ist, folgt TC(z) C W und somit ) € . Damit ist (a)
bewiesen.

u (b). Bs gilt: (Ext)"” «— Va,be W (a =b < Vz e W (z € a — z €b)). Aus (1b)
folgt, daf fiir a,b € W gilt Ve € W (z € a > x € b) «— Va (z € a > x € ). Hier ist die
rechte Teilformel gleichwertig mit « C b A b C a. Also gilt: (Ext)" «—— Ya,b € W (a =
b (aCbAbCa)). DaZF gilt, ist dies (nach (Ext)) erfiillt. Damit ist (b) bewiesen.
zu (c). Bs gilt: (Paar)" «— Va,b e W3ce WYz e W (z € ¢ & (z =a V x = D).
Aus (1b) folgt, dak fiir alle a,b,c € W gilt: Ve € W (z € ¢ & (x =a V o = b)) «——
Vo (x € ¢ > (x =a V x =0b)). Die rechte Teilformel ist gleichwertig mit ¢ = {a,b}. Also
gilt (Paar)" «— Va,b € W {a,b} € W. Damit ist (c) bewiesen.

zu (d). Es gilt: (J-Ax)"Y «—VaeWIhHeWVeeW (recb—TyecWyecaAze
y)). Mit (1) folgt wieder leicht, dak Ve e W (z € b~y e W(y € aNz € y)) «— Va(z €
b— Jy(y €a N xcy)) fiir alle a,b € W gilt. Hier ist die rechte Teilformel mit b = |Ja
gleichwertig, so da sich die Giiltigkeit von (|J-Ax)" «— Vo e W3 e W b = Ja
ergibt, wie in (d) behauptet.

zu (e). Sei ¢ die mit ¢(x, W) gebildete Instanz von (Aus). Dann gilt

Y —— ViiVa3bVr (x € b (x € a N p(x,w))).
Es ergibt sich

PV e Vi e WYa e WIbeW Yz e W (z€bes (x €a A oV (x,0))).

S

-~

e (zeb—(zcan "))

Da Vz(x € b+ 1) gerade b = {x |} bedeutet, folgt hieraus (e).
zu (f). Es gilt
(Pot)” «—VYaeW3IbeWVzeW(@ecboVyecW(ycr —yca)).

Wegen (1b) ist dies gleichwertig mit Va € W3Ib € WVz € W (x € b« Vy(y €
y € a)). Wegen Vo € W (z € b <« Yy(y € x — y € a)) «—— b = Pla) N W folgt
(Pot)" «—— Ya € W P(a) N W € W. Dies war zu zeigen.

r —

7TC(x) ist die kleinste transitive Obermenge von x, vgl. ?7.
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zu (g). (Inf)" ist dquivalent zu

3a€W<3x€W(x€a/\Vy€Wy§Zx)/\

VxEW(anﬁEIyGW(yECL/\‘v’zEW(zeyH(z:x\/zEm))))).

Aus (1c) und den Uberlegungen zu (Ex)" folgt, daf fiir a € W gilt
JreW (xeaANVyeWyd¢a)—— Fx(xe€anz=0),
Durch mehrfaches Anwenden von (1b) und (1c) folgt fiir a € W

VeeW(@xea—-JyeW (yeaAVzeW (z€y— (z=2 V z€1))))
—Vr(rea—Jylyca ANVz(z €y (z=2V z €1)))).

(Behandle zunéchst Vz, danach 3y und schlieflich Vz.) Dieses ist gleichwertig mit Vo €
a 241 € a,so dak wir (Inf)" «— Ja € W () € a AVz € a z+1 € a) haben. Hieraus folgt
sofort w € W — (Inf)". Gelte nun (Inf)" und (Aus)". Wihle a € W mit § € a, so
daf a unter der 4+1-Bildung abgeschlossen ist. Sei s(z) := JyczVzex (2 €y V z=1y)
eine €-Formel, die aussagt, daR x ein Nachfolger ist. Wegen s(z)" «— Iy c anNWVz €
W (z € y V z = y) und (1a) gilt s(z)" « s(z) fiir allez € W. Sei ¢)(z) = s(z) AVy €
z s(y). Dann gilt w = {n|¢¥(n)} = {n € a|v(n)}, vgl. 4.15. Da aus (1a) und sV < s
folgt, daR (z)" < o(x) fiir x € W gilt, ergibt sich w = {n € a|yY"(n)} € W nach
(Aus)". Damit ist (g) bewiesen.

zu (h). Sei p(z,y,7) eine €-Formel und 1) die mit ¢ gebildete Instanz von (Ers). Es ist
zu zeigen, dak " dquivalent zu der in (h) angegebenen €-Formel ist. Es ist

P i e W (Vo g,y € W (Y (@) A ¢ @y 5) =y =)

—VaeWIeWVyeW (yebo Iz can, (pW(:c,y,zﬁ))).
(1a)

='a
NS >

—b={y| Ir€a oW (w,y,0)} W

Dies war zu zeigen.
zu (i). Sei ¢ die mit der €-Formel ¢(z,w) gebildete Instanz von (Fund), d.h.,

¥ — Vi (Fwp(a, @) — elp(e, @) A Yy € 2 ~ply, @),

Sei 1) die mit der e-Formel z € W A @ € W A ¢ (z, W) gebildete Instanz von (Fund).
Dann gilt

g — VY € W <3x€W<pW(x,u7)

— Jz e W (¢ (z, %) A Vycax a(yeW ANweW A @W(y,zﬁ))l)>,

-~

=W da yezcw und wew
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wie man leicht sieht. Mit Hilfe von (1b) folgt, daR dies #quivalent zu " ist. Da vy gilt,
gilt somit auch ¥". Damit ist (i) gezeigt.

zu (j). (AC)" ist dquivalent mit

VaEWEIbEW((VxEW(aneEIyEWyEx)/\

VeeWVyeW(xeaAhyceaNhao#y) —-TzeW (z€x A z€E€y)))
—VeeW (r€a—TJyeW (ycx AyebA

vzeW((zemZeb>—>z:y)))).

Durch mehrfaches Anwenden von (1b) und (1c) folgt analog zur Vorgehensweise bei der
Analyse von (Inf)", daf dies Aquivalent ist zu

VYVae WabeW ((Vm(wéaeﬂyyéx)/\‘V’:L“Vy((xea/\yEa/\x%y)ﬁﬂElz(zex/\zey)

—>Va:(x€a—>§|y(y€x/\yEb/\Vz((zEw/\zeb)—>z:y)))>.

Dies ist dquivalent zu der in (j) angegebenen €-Formel. Also gilt (j).
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Wir betrachten als Beispiel die vVON NEUMANNsche Hierarchie.

Satz 11.5 Es gelte ZFC. Sei o € On, o > 0.

(a) Es gelten (Ex)", (Ext)", (U-Ax)"", (Aus)"™, (Fund)"™ und (AC)".

(b) Ist a > w, so gilt (Inf)"™.

(¢c) Gilt Lim(c), so gelten (Paar)"™ und (Pot)"".

BEWEIS. Da V, transitiv ist, folgt aus 11.4 sofort die Giiltigkeit von (Ex)"*, (Ext)" und

(Fund)"*. Um (| J-Ax)"™ zu zeigen, fixieren wir a € V, beliebig. Ist y € | Ja, so existiert
ein x € a mit y € z; also ist rg(y) < rg(z) < rg(a). Damit folgt

rg(|_Ja) = sup{ra(y) + 1 |y € [ Ja} < rgla) < a.

<rg(a)

Vo

Somit gilt |Ja € V,, und dies war zu zeigen. Die Giiltigkeit von (Aus) ® ergibt sich so:
Sei a € V,, und seien @ € V,,, ferner sei ¢(z,w) eine €-Formel. Da {z € a | p"*(z, %)} C a
gilt, folgt

g({o € al (@, @)}) < relo) < a,

also {z € a | ¢V~ (x, W)} € V,. Dies war zu zeigen.

Um die Giiltigkeit von (AC)"™ zu beweisen, betrachte eine Menge a € V, von nicht-
leeren, disjunkten Mengen. Wegen (AC) existiert ein b € V', das mit jedem Element von
a genau ein Element gemeinsam hat. Um aus b alle ,jiiberfliissigen” Elemente zu entfernen
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(also jene, die nicht zu einem Element von a gehoren), setzen wir v/ := (J{z Nb|z € a}.
Dann ist ¢’ eine Menge, die mit jedem Element von a genau ein Element gemeinsam hat;
tiberdies gilt &’ C | Ja. Aus letzterem folgt rg(V') < rg(|Ja) < rg(a) < a. Also ist b’ € V,
und (AC)"™ gezeigt.

Ist a > w, so gilt w € V,, und (Inf)v" wegen w € V.1 CV,.

Nun gelte Lim(«). Sind a,b € V,, so gilt rg(a) < o und rg(b) < .. Da « ein Limes ist, ist
auch rg(a)+1 < aund rg(b)+1 < a, so dak sich rg({a, b}) = max{rg(a)+1,rg(b)+1} < «
ergibt. Somit ist {a,b} € V,, d.h., es gilt (Paar)". Des weiteren ist

t8(P(0) N1 Vo) < ra({w | € a}) = sup{rg(a) +1 |« € a} < rgfa) +1 < .

<rg(a)

also P(a) NV, € V,. Somit gilt (Pot)"".
QED

11.3 Die Absolutheit von Formeln.

Um das Konzept der elementaren Substruktur'® auf , Klassenmodelle“ von € -Theorien zu
iibertragen, fiihren wir den Begriff der ,absoluten Formel* ein:

Definition 11.6 Seien W und W' €-Terme und ¢(zy,...,z,) eine €-Formel, die sowohl
mit I als auch mit W’ keine Variable gemeinsam hat. Die €-Formel ¢ heifst W-W’-
absolut, falls gilt

Vo, €W .. .V, € W (¢ — o).

Statt ,,J//-V-absolut” sagen wir kurz W -absolut.

Fiir W C W' bedeutet die W-W’-Absolutheit einer €-Formel ¢, dass bei jeder ,Belegung*
der freien Variablen von ¢ mit Parametern z,,....xz, aus W gilt

(W, e) Ee(x,...,x,) <= W' €)Ep(ry,...,1,).

Man kann einen ,,Absolutheitskalkiil“ entwickeln, nach dem absolute Formeln aus absolu-
ten Formeln gebildet werden konnen. Formeln, deren Quantifikationen beschriankt sind,
sind absolut.

Lemma 11.7 Seien W, W’ € -Terme und es gelte W C W' und W # (). Dann gilt:

(a) Atomare Formeln, also Formeln der Gestalt v; € v; bzw. v; = v; sind W-W'-absolut.

(b) Wenn ¢ und p W-W'-absolut sind, so auch —¢ und (¢ AN); damit sind dann auch
(e V), (¢ — ) sowie (p — ) W-W'-absolut.

(¢c) Sei W transitiv. Ist dann @ W-W'-absolut, so auch Vx € y ¢; damit ist dann auch
Jx €y p W-W'-absolut.

18giehe 7?7
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BEWEIS. zu (a). Dies ist klar, da " = V' = ¢ gilt.
zu (b). Aus den Voraussetzungen V& € W (" « ') sowie V& € W (W « ") folgt,

VZe W (ﬁ(goW) — ﬁ(g;W/)> sowie VZeW (\(ng A ¢W)J o \((pWI A wW/)).

=(—p)W = (—p)W’ = (pAp)W = (pAp)W’

Dies war zu zeigen.
zu (c). Wir halten zunéchst fest:
(1) IstyeW,sogiltynW =ynW".

BEWEIS. Da W transitiv ist, folgt y C W ausy € W. Also gilt y =y NW CynW’' Cy.
Hieraus folgt die Behauptung. qed(1)

Sei nun ¢ = ¢(x,y, 7). Seien y, Z Elemente von . Dann gilt:

(Vz €y p(z,y,2)" «—Ve e ynW p(z,y,2)"
—VreynW o(z,y, 2)"V (da ¢ W-W-absolut)
&Vx ceynNW o(z,y, 2)W/
— (Vo € y p(z,y,2)"

Also gilt Vy,Z e W ((Va: €y p(z,y, 2))W — (Vo €y p(x,y, Z))Wl). QED

Das Lemma zeigt, daf fiir Absolutheitsbetrachtungen solche €-Formeln eine herausragen-
de Rolle spielen, deren Quantoren auf Mengen beschrinkt sind.

Definition 11.8 Eine €-Formel ¢ heift ¥j-Formel, falls sie von einer der folgenden
Formen ist:
(i) ¢ ist atomar, also von der Form v; € v; oder v; = v;;
(ii) ¢ = -, wobei ¢ eine Yp-Formel ist;
(iii) ¢ = (¥ A x), wobei ¢ und x Yo-Formeln sind;
(iv) ¢ = Vz(z € y — 1), wobei ¢ eine ¥y-Formel ist.
Aus 11.7 folgt sofort:

Satz 11.9 Seien W und W' € -Terme, so daf§ W # O und W C W' gilt und W transitiv
ist. Dann ist jede YXo-Formel, die weder mit W noch mit W' eine Variable gemeinsam hat,
W-W'-absolut.

12 Relative Konsistenzbeweise.

12.1 Die Methode der inneren Modelle.

Definition 12.1 Ein Klassenterm W heikt inneres Modell von ZF, falls W # 0, W
transitiv ist und ©" fiir jedes ZF-Axiom ¢ gilt.
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Innere Modelle lassen sich fiir relative Konsistenzbeweise nutzen:

Satz 12.2 Es gelte ZF. Sei W ein inneres Modell von ZF und ¢ ein € -Satz mit ZF =
©V'. Dann ist ZF + ¢ relativ konsistent zu ZF.

BEWEIS. Sei M = (M, E) ein Modell von ZF. Sei N das Submodell N = (WM E | WM).
Nach 11.3 gilt fiir alle Sitze x:

N = x gdw. M =Y.

Nach Voraussetzung gilt die rechte Seite fiir alle Yy € ZF + ¢, und N ist ein Modell von
ZF + . QED

Bemerkung 12.3 Unter Verwendung von 12.2 kann man relative Konsistenzbeweise mit
Hilfe der Methode der inneren Modelle wie folgt fiihren. Sei ¢ ein €-Satz und es sei
die (relative) Konsistenz von ZF + ¢ zu zeigen. Hierzu konstruiere man einen unter der
Voraussetzung ZF nicht-leeren, transitiven Klassenterm W mit (ZF + ¢)"'. Wir werden
dieses Verfahren in 13.9 auf ¢ = (AC) anwenden.

Wir formulieren ein Kriterium dafiir, dass ein vorgelegter Klassenterm W ein inneres
Modell ist.

Definition 12.4 (a) Ein Klassenterm W heift fast-universell, falls Va(z C W —
Jy e Wz Cy) gilt.

(b) Ein Klassenterm W heift Aussonderungs-abgeschlossen, falls Va, 57 € W {z | z €
a AN oV (x,7)} € W fiir jede e-Formel ¢(z, ) gilt.

Bemerkung 12.5 Nach Satz 11.4 ist die zweite Eigenschaft dquivalent dazu, dass in W
das Aussonderungsschema (Aus) gilt.

Satz 12.6 Gelte ZF. Der Klassenterm W sei transitiv, fast-universell und Aussonderungs-
abgeschlossen. Dann ist W ein inneres Modell.

BEWEIS. Nach Voraussetzung ist W transitiv. Da W fast-universell und ) C W ist,
existiert ein y € W (mit () C y). Also ist W # 0.

Aus der Transitivitit von W und W # 0 folgen nach 11.4 (Ex)", (Ext)" und (Fund)" .

zu (Paar)" . Seien a,b € W. Da {a,b} C W und W fast-universell ist, existiert ein z € TV
mit z O {a, b}. Dann gilt

{a,by ={reczlz=aVae=bl={rcz|(zr=aVr=0b"}L

Da W Aussonderungs-abgeschlossen ist, folgt hieraus {a,b} € W, und nach 11.4 (Paar)W.

m (J-Ax)". Sei ¢ € W. Da W transitiv ist, ist dann (Ja C W, so dak wegen der
fast-Universalitdt von W ein z € W existiert mit z O | J a. Somit ist

Ua:{yez|3w€ay€x}={y€z|(§lxanEm)W}.
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Ua € W folgt aus der Aussonderungs-Abgeschlossenheit von . Nach 11.4 gilt (| -Ax)".

zu (Aus)". Dieses Schema folgt direkt aus der Definition von Aussonderungs-abgeschlossen
und der Bemerkung12.5.

zu (Pot)". Sei a € W. Dann ist P(a) "W € V und P(a) NW C W. Da W fast-universell
ist, existiert ein z € W mit P(a) N W C z, und es gilt

Pla)NW ={rcz|Vycrycal={xcz|(Vycryca)l
Da W Aussonderungs-abgeschlossen ist, ist die Menge auf der rechten Seite in W, d.h.,

P(a) "W € W. Nach 11.4 gilt (Pot)" .

zu (Inf)". Wir zeigen, dass On C W; hieraus folgt w € W und (Inf)". Wenn On ¢ W
ist, so ist & := OnNW € On, da W transitiv ist. Da o« C W und W fast-universell ist,
existiert ein z € W mit a C z. Aus der Definition von « folgt @« = 2N On. Da die Formeln
Trans(x) und SLO(x) dquivalent zu Yy-Formeln sind und daher WW-absolut sind, ist:

a={x€z|zeOn}={rcz| Trans(z) ASLO(2)} = {z € 2| (Trans(x) A SLO(z))"}

Da W Aussonderungs-abgeschlossen ist, ist die Menge auf der rechten Seite in 1. Also
ist a € W. Nach Wahl von « ist aber v ¢ OnNW. Widerspruch.

zu (Ers)". Sei ¢(z,y, @) eine e-Formel. Seien a,w € W und es gelte
va,y,y' (0" (2,9, @) A " (2,9, @) — y=1)
Wende (Ers) an auf die Formel y € W A % (z,y, w); dann ist
b={y|Fz(xcan (yeW nV(v,y,0))} eV
Wegen b C W existiert ein z € W mit z D b. Aufgrund von (Aus)" gilt dann (siche 11.4)
b={ycz|3z(zcan(yecW n oV (sy @)} eW.

Andererseits gilt b = {y € W | 3z € a ¢" (x,y,%)} nach Definition von b. Damit haben
wir gezeigt, daf {y € W | 3z € a oV (x,y, W)} € W gilt, so daR wir nach 11.4 (Ers)W
bewiesen haben.

Damit ist ZF" bewiesen. QED

12.2 Der LEvysche Reflexionssatz.

Der folgende Satz ist in vielen Konsistenzuntersuchungen wichtig. Er besagt, dass es fiir
die Auswertung einer gegebenen Formel geniigt, sich auf ein Anfangsstiick des Universums
zu beschrianken.

Satz 12.7 (Reflexionssatz von Lévy'?) FEs gelte ZF. Sei po(xo, ..., Tr_1), -y @n1(Toy- -+, Tr_1)

eine endliche Liste von €-Formeln und sei 6y € On. Dann existiert ein 0 > 60y, so dafs
00y« -y Pn_1 Vg-absolut sind.

YA ZRIEL LEVY
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Mit der Formel p(a,z) := rg(r) < a folgt der Reflexionssatz aus dem folgenden, allge-
meineren Resultat.

Satz 12.8 (Allgemeiner Reflexionssatz) Es gelte ZF. Es sei p(«,x) eine €-Formel,
so daf§ W, = {x|p(a,x)} fir jedes a € On eine Menge ist und W, C Wj fir o < 8
und Ws = J,s Wa fiir jede Limesordinalzahl 0 gilt. Setze W = |J,con Wa- Es sei
©o(Toy -+ s Tr1)y oy Pn1(x0, ..., z,—1) eine endliche Liste von €-Formeln und es sei 0y €
On. Dann existiert eine Limesordinalzahl 6 > 0y, so dafl ¢, ..., on_1 We-W -absolut sind.

BEWEIS. Wir konnen o.E. annehmen, daf die €-Formeln ¢, nur unter Verwendung von —,
A und 7 aufgebaut sind und die Liste der ¢; wie folgt bzgl. Subformeln abgeschlossen ist:
Ist 1) eine Subformel von ¢;, so ist 1 = ¢, fiir ein j < i. Fiir ¢ < n definiere F;: W" — On
durch

min{g|Jv € Wz vV (zo,...,z,1)}, falls p; = Jvy) und
Fi(zo, ..., 1) = oW (2o, ...,z q) gilt;
0, sonst.

Falls ¢; = Juy ist und o) (zo,...,z,_1) gilt, ist {8 | Fv € W5 V"V (2g,..., 2, 1)} #
0 wegen W = (Uzcon Wa, so dass Fi(wg,...,7,1) eine Ordinalzahl ist. Uberdies folgt
sofort

(1) VZeW (FveWpW(?) «— Jv e Wi " ().

Definiere nun eine Folge (6,,|/m < w) rekursiv mit 6,1, = lub(F;[Wy ] U {0,,}). Sei
0 = U<, Om- Ist dann ¢; = Jve, so gilt fiir alle 7 € Wy:

(2) dv e WFi(f) ww(f) «— Jv e W, ¢W(f)

BEWEIS. zu ,,= Wihle ein m < w mit ¥ € Wp,,. Dann gilt Wg,) C W, ., C Wp.
zu ,,<=“. Dies folgt sofort aus (1). qed(2)

Wir zeigen durch Induktion nach ¢ < n, dass ¢y, ..., .1 Wy-W-absolut sind. Sei also
¢ < n und die Wy-W-Absolutheit von ¢; fiir alle j < 7 bewiesen. Dann sind folgende Félle
moglich:

Fall 1. p; ist atomar. Dann ist ¢; Wy-W-absolut.

Fall 2. ¢ = (¢ A\ x) oder ¢ = —p. Dann gilt ¢ = ¢;, und x = j, fiir gewisse ji, jo <
t. Nach Induktionsvoraussetzung sind ¢;, und ¢;, Wy-W-absolut. Da aussagenlogische
Verkniipfungen von absoluten Formeln wieder absolute Formeln sind, siehe 11.7, ergibt
sich, dass ; Wy-W-absolut ist.

Fall 3. ¢; = Jvip. Dann ist v = ¢, fiir ein j < ¢. Da nach Induktionsvoraussetzung ¢;
Wy-W -absolut ist, folgt fiir alle 7 € Wy:

W (T) — Fve W (@) D Fve Wi ol (7) <

Jv € Wy oV (7) "5 Ju € Wy (7).

N

~
W /-
=¢; 9($)
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Also gilt V& € Wy()V () « oV (Z)). QED
Aus dem LEvyschen Reflexionssatz erhalten wir als interessantes Nebenresultat:

Satz 12.9 ZF ist nicht endlich axiomatisierbar.

BEWEIS. Angenommen, es gibt endlich viele ZF-Axiome ¢y, ..., @, 1 mit pg,...,n_1 F
ZF. Dann existiert ein § € On mit o.? fiir i < n. Sei # minimal mit dieser Eigenschaft.
Nach dem Reflexionssatz gilt ZF - 3k € On Jz (z = V,; A (o A ... A pn_1)"). Wegen
wo A ... N\ pp_1 F ZF folgt

o N.o. NpprFIReEOn Tz (x =V, A (o A oo A @n1)®).

Da (0o A ... A pn_1)" gilt, folgt aus dem Modell-Lemma ?7

Vo
(HH €OnJz(x=V, A (oo A ... A 907171)30)) )

was nach dem Relativierungslemma ?7? zu
(1) FJweOnnVydzeVy(z= V)" A (po A .o A pn_1)%)

dquivalent ist. (Beachte, daR (oo A ... A ¢,_1)® eine ¥o-Formel ist.) Nach ?? gilt (V)" =
VNV = Vipingsoy- Aus £ € VN On = 4 folgt < 6, also (V)" = V.. Aus (1) folgt dann
(o A oo A @n1)V*, was wegen k < 6 der Minimalitéit von  widerspricht. Damit ist der
Satz bewiesen. QED

Bemerkung 12.10 Analog beweist man, daf auch ZFC nicht endlich axiomatisierbar
ist.

13 Die relative Konsistenz von (AC).

Wir beweisen die relative Konsistenz von ZFC beziiglich ZF mit Hilfe des inneren Mo-
dells der Klasse HOD aller erblich ordinalzahldefinierbaren Mengen. Wir setzen in diesem
Kapitel stets ZF voraus.

Definition 13.1 (a) Eine Menge z ist definierbar aus yi,...,y, € V, wenn es eine
€-Formel ¢(vy,...,v,) gibt, so dass

Yoo (vo = & —— ©(Vo, Y1, -+, Yn))-

(b) Eine Menge x ist ordinalzahldefinierbar, wenn es Ordinalzahlen y;,...,y, € On
gibt, so dass x definierbar aus y, ..., y, ist.

Dies sind keine Definitionen in ZF. So konnen wir z.B. die ,Klasse aller ordinalzahldefi-
nierbaren Mengen® nicht bilden. Wir definieren deshalb in ZF"
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Definition 13.2 Definiere die Klasse OD der ordinalzahldefinierbaren Mengen als
{x ‘ 30 € On Iy e Fmly(€)Ta <O (x e Vy AVy eV (y =2 «— (Vp, €) sz[y,oz]))}.
Diese Definition entspricht dem intuitiven Begriff der Ordinalzahldefinierbarkeit:
Satz 13.3 (a) Seii— ¢; eine definierbare Bijektion zwischen w und Fmly(€). Sei
(v, 0,1, ) = (vg € Vg A Yoy € Vy (vp = v — (Vy, €) = wifvr, o).
Sei x € OD. Dann existieren 6 € On und 1 < w sowie o < 0 mit
Yo (v = & «— @(vo, 0,1, a)).

Wir sagen in diesem Fall: (0,1, ) definiert x.
(b) Seix definierbar aus ay, . .., a, € On mit €-Formel p(vy, . ..,v,). Dann gilt x € OD.

BEWEIS. zu (a). Nach Definition von OD existieren § € On, i < w und a < 6 mit

o(z,0,i,a). Dann gilt insbesondere x € Vj und, indem man v, := z setzt,
1) Vb, €) E ¢ilz, al.
Ist dann vy beliebig mit (v, 0,4, @), so folgt, indem man v; := x setzt:

r =1y — (Vp, €) E ¢z, al.

Da nach (1) die rechte Seite dieser Aquivalenz gilt, folgt vy = z. Damit ist (a) bewiesen.

zu (b). Wir konstruieren zunéchst eine €-Formel y, die x aus einem Parameter definiert
und betrachten dann "y .
Auf <% On := {s| In < w s:n — On} definiere eine Wohlordnung < durch

Sop < 51 = (89 C s1 A9 # s1) V (dom(sg) = dom(sy) AFi < dom(sg) (so [ =s1[1AS0(2) < s1(7))).
Sei h der MOSTOWSKI-Isomorphismus von <; dann ist 2[< % On] = On. Sei
X(vo, @) == Fuy, ..., vn(v; = h(a@)(0) A ... A v, =h(a)(n—1) A o(vg,...,v,)).

Sei a € On mit h(a) = (41|t < n). Dann wird x aus o mit €-Formel yx definiert. Wihle
nach dem LEVYschen Reflexionssatz 12.7 ein # € On, so dak x € Vj sowie a € Vj gilt und
Yy (y = © «— x(vo,vn11)) Vp-absolut ist. Da Vy(y = z «— x(vo, @)) gilt, folgt dann

Yy e Vo (y =12 x""(z,a)).
Dies ist nach 11.2 gleichwertig mit
VyeVy(y=u— (Vh,€) "Xz qa).

Also gilt x € OD.
QED
Die Klasse OD ist abgeschlossen gegen Definierbarkeit aus Parametern aus OD:
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Satz 13.4 Wird die Menge x aus x1,...,x, € OD mit €-Formel o(vy, ..., v,) definiert,
so ust x € OD.

BEWEISs. Die Formel ¢;(v;, @) definiere z; aus @ € On, d.h., es gilt (¢;(v;, @) < v; = x;).
Dann definiert

Fup, .o (1 (01, @) A oo A n(Un, @) A p(voy .., 0n))

die Menge z aus a. QED

Wir gehen nun iiber von OD zur Klasse aller derjenigen Mengen, die erblich ordinalzahl-
definierbar sind, d.h., Mengen, die nicht nur selbst in OD liegen, sondern deren simtliche
Elemente und deren Elemente und deren Elemente ... ebenfalls ordinalzahldefinierbar
sind.

Definition 13.5 Die Klasse HOD := {z | TC({z}) € OD} heift Klasse der erblich
ordinalzahldefinierbaren Mengen (hereditarily ordinal-definable sets).

Bemerkung 13.6 Wegen z € TC({z}) gilt HOD C OD.

Satz 13.7 Die Klasse HOD st ein inneres Modell von ZF.

BEWEIS. Nach 12.6 ist zu zeigen, dal HOD transitiv, fast-universell und Aussonderungs-
abgeschlossen ist.

zur Transitivitdt. Sei x € y € HOD. Dann ist y € TC({y}), also y C TC({y}) wegen der
Transitivitat von TC(y). Aus z € y folgt dann {z} C TC({y}), also TC({z}) € TC({y}).
Da TC({y}) € OD wegen y € HOD gilt, folgt TC({z}) C OD, also x € HOD. Dies war
zu zeigen.

zur Fast-Universalitit. Da wegen V' = UaEOn V., zu jedem x C HOD ein a € On existiert
mit x C V,, N"HOD, geniigt es zu zeigen, dak V, NHOD € HOD, also TC({V,, N HOD}) C
OD fiir alle a € On gilt. Da

TC({V,NHOD}) = (V, NHOD) U{V, N HOD}

CHODCOD

ist, geniigt es zu zeigen, dak V, NHOD € OD gilt. Hierzu bemerken wir, daf diese Menge
aus a mit der €-Formel

o(vg,v1) = Yu(u € vg < (u e V,, AN TC({u}) C OD))

definiert wird. Hieraus ergibt sich die Behauptung.

zur Aussonderungs-Abgeschlossenheit. Sei p(u, vq, . .., v,) eine €-Formel. Seien z, x1, ..., z, €
HOD. Dann wird z := {u € 2 |¢"°P(u,21,...,2,)} definiert aus =, z,, ..., z,, mit €-For-
mel

(v, 0,01, ..., v) = Yu(u € vy = (u€v A @"OP(u,vy,...,v,)).



KAPITEL 14 DIE RELATIVE KONSISTENZ VON -AC, ERSTER VERSUCH 74

Da OD nach 13.4 gegen Definierbarkeit aus Parametern aus OD abgeschlossen ist, folgt

z € OD. Da nach Voraussetzung x € HOD, also TC({z}) C OD gilt, ergibt sich
TC({z}) ={z}UTC(2) C {2z} UTC(x) C {2} UTC({x}) COD.

Also ist z € HOD und HOD Aussonderungs-abgeschlossen.
QED

Abschliefend zeigen wir, daf in HOD das Auswahlaxiom gilt.

Satz 13.8 Es gilt (AC)"°P.

BEWEIS. Wir definieren zunéchst eine Wohlordnung auf OD. Hierzu setzen wir
T :={(0,i,a)|# €On Ni<w Aa < 0}.
Wir definieren auf 7" eine starke Wohlordnung durch die lexikographische Ordnung:
(0,i,0) <p (0",¢",0)) = 0<0' vV O=0Ni<i)VO@=0 Ni=iNa<d).
Fiir x, 2’ € OD setzen wir
x <op &' := 3t € T (t definiert & A Vt' € T (¢’ definiert 2’ — ¢ <p t')).

Man sieht leicht, dafs <op eine starke Wohlordnung auf OD definiert. Ist nun a € HOD
eine Menge nicht-leerer, paarweise disjunkter Mengen, so setze

b:={y|3Jzr€a(yist <op-minimales Element von z)}.

Die Menge b wihlt also das Minimum eines jeden Elementes von a aus. Um (AC)"P
zu beweisen, ist nach 11.4 b € HOD, also TC({b}) € OD zu zeigen. Da sich b aus
a € OD definieren 1dft, ist b € OD nach 13.4. Wegen TC(b) C TC(Ja) C TC({Ua})
folgt TC(b) € OD, denn aus a € HOD sowie (| J-Ax)" ergibt sich |Ja € HOD, also
TC({Ja}) € OD. Insgesamt folgt TC({b}) = {b} U TC(b) C OD. Dies war zu zeigen.
Also gilt (AC)"°" und der Satz ist bewiesen. QED

Mit Hilfe der Methode der inneren Modelle (siehe 12.3) ist damit gezeigt:

Satz 13.9 (Go6del) Das System ZFC ist relativ konsistent zum System ZF.

Bemerkung 13.10 Gd&del zeigte dieses Resultat zunéchst mit dem inneren Modell der
konstruktiblen Mengen und spéater mit dem Modell HOD.
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14 Die relative Konsistenz von —AC, erster Versuch

Um zu zeigen, dass sich Nullstellen von Polynomen allgemein nicht durch Radikale darstel-
len lassen, definiert man in der Galoistheorie Unterkérper von gegebenen Korpern durch
Symmetrieeigenschaften. Iterierte Radikale erfiillen die Symmetrieeigenschaften und sind
in dem symmetrischen Unterkérper enthalten, wihrenddessen sich ein Polynom iiber dem
Grundkorper angeben lasst, dessen Nullstellen die Symmetrieeigenschaften nicht erfiillen.
Hier soll in vager Analogie ein Modell der Mengenlehre konstruiert werden, in dem gewisse
Mengen keine Auswahlfunktion besitzen. In dem ,symmetrischen Untermodell“ eines Mo-
dells der Mengenlehre existieren die in den Zermelo-Fraenkelschen Axiomen geforderten
Mengen, aber wir konnen eine symmetrische Menge angeben, deren Auswahlfunktionen
nicht symmetrisch sind und daher nicht im Untermodell liegen. Daraus folgt die Unbeweis-
barkeit des Auswahlaxioms aus den iibrigen Axiomen. Allerdings wird das symmetrische
Modell nicht das gewohnliche System ZF, sondern eine Variante ZF 4 erfiillen.

Wir beginnen eine umfangreiche Konstruktion. Sei n € On und A C V,u \ 'V, L €
(Vi+1\Vi)\A. Dabei werden die Elemente von A ein Modell W der Mengenlehre generieren,
in dem die Generatoren ,Atome” sind, d.h. Objekte ohne Elemente. Als ,leere Menge” des
Modells W dient L. Das Modell wird durch eine kumulative Hierarchie dhnlich der von
Neumannschen aufgebaut:

Wo=AU{L};
Wair=P(Wa) \ {0};
Wy = U W, fiir Limes \;
a<A

W= U W.,,.

a<On

Die Klasse W erfiillt eine Variante der Zermelo-Fraenkelschen Axiome, in der Element-lose
,<Atome” vorkommen konnen. Statt des Modells W wollen wir das Submodell HS C W
der ,erblich symmetrischen* Mengen fiir die Uberlegungen zum Auswahlaxiom benutzen.

Hierzu betrachten wir Permutationen von A und dadurch induzierte Permutationen von
W.

(1) Firz e W\ Wy ist © ¢ V4.

BEWEIS. Angenommen, = ist €-minimales Gegenbeispiel. Dann ist z € W\ Wy, z € V4,
x CV,. Wihle § € On minimal, so dass © € Wsy1. © C Wy, x # 0.

Fall 1: § = 0. Dann ist + € AU {L} und es gibt 2z € AU{L} mit z € x C V,, im
Widerspruch zur Wahl von A, L.

Fall 2: 3 > 0: Dann wéhle y € z, y € W3\ Wy. y € 2 C W, C W,,; im Widerspruch zur
€-Minimalitét von x. qed(1)

Sei G = Gy = {m|r: A — A} die symmetrische Gruppe auf A. Betrachte eine Permuta-
tion m € G. Definiere rekursiv 7 : W — W, 7 | A=n, 7(L) = L, 7(x) = {7(y)|y € =}
fiir o € W\ W
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(2) Voo x € W, — 7t(x) € W,.
BEwEIS. Fiir @ = 0 ist die Behauptung klar. Nun sei « =  + 1 und die Behauptung
gelte fiir 5. Dann ist © € P(Wp) \ {0}. 7(z) = {7(y)|y € v} C W, 7(x) # 0. qed(2)

(3) Fiir o = id | A ist & = id | W.
BEWEIS. Wir zeigen durch €-Induktion: & | Wy = id [ Wy, und fir z € W \ W ist
o(z) ={o(y)ly € z} = {yly € 2} = z. qed(3)

(4) Die Operation 7 — 7 ist ein Komposition-Homomorphismus: 7 00 = 7 0 5.

BEWEIS. Wir zeigen durch €-Induktion iiber W, dass 7 o o(x) = 7 o 5(z). Das ist klar
fir x € Wy. Fiir z € W\ Wy, so dass die Behauptung fiir €-kleinere Mengen gilt, ist:
moo(x) ={moo(y)ly €z} ={7oa(yly € 2} = {7(6W)ly € 2} = 7({5(y)ly € z}) =
7(o(x)). qed(4)

(5) Jedes 7 : W « W ist ein Automorphismus 7 : (W, €, A) « (W, €, A).

BEWEIS. Sei 7 € G. Dann ist # o 7! = m =1id | W, daher ist 7 surjektiv. Weiter
ist 7lo7 = m =1id [ W, daher ist 7 injektiv.

Seien z,y € W. Dann ist z € y < x € {z]z €y} < 7(x) € {7(2)|z €y} < 7(x) €

T(y)- qed(5)

(6) Fiir jedes x € W ist G, = {m € G|7(x) = x} eine Untergruppe von G, die Standgruppe
von 7.

BEWEIS. id | A € G, nach (3). Wenn 0,7 € G,, dann con(z) = 5(7(z)) = z, und
daher com € G,. Wenn 7 € G, dann 77 1(z) = 77 1(7(z)) = n 1 onw(x) =id | A(x) = z,

und daher 77! € G,. qed(6)

Man kann nun sagen, dass ein x € W ,symmetrisch® ist, falls die Standgruppe G, ,,grofs“
ist:

Definition 14.1 Sei x € W.

(a) Eine Menge Ay C A ist ein Triger von x, falls {r € G|r | Ag =id | Ao} C G,.

(b) Die Menge z ist symmetrisch, falls es eine endliche Menge Ay C A gibt, die Trager
von z ist. S = {x € W|z ist symmetrisch} ist die Klasse der symmetrischen Mengen.

(c) Die Menge z ist erblich symmetrisch, falls TC({z})NW C S.

(d) HS = {z|z ist erblich symmetrisch} ist die Klasse der erblich symmetrischen Men-
gen. Das (Fraenkelsche) Permutationsmodellist die erweiterte €-Struktur (HS, €, A).

Wir werden spéter zeigen, dass das Permutationsmodell eine Variante von ZF erfiillt,
sowie dass es unter geeigneten Voraussetzungen ein Modell von —(AC) ist.

(7) AU{L} C HS.
BEWEIS. Sei x € AU {L}. Nach (1) ist TC({z}) N W = {z}. Es geniigt also zu zeigen,
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dassx € S. Gy = G, alsoist L € S. Fiir x € A wihle Ay = {z}. Dann ist Ay ein endlicher
Tréger von x. qed(7)

Wir fassen HS als Modell mit Mengen und Atomen auf. Wir formulieren und beweisen
dafiir addaquate Axiome.

(Atom) HS =Vr € AVy y ¢ x.
Dieses Axiom besagt, dass die Atome Punkte des Universums sind, die mengentheoretisch
Hleer” sind.
(Ex) HS =3z ¢ AVy y ¢ x.
Dieses Axiom fordert die Existenz eine leeren Menge.
(Exty) HS EVa,y ¢ AVz(z €x = 2z €y) >z =1).
Diese Version des Extensionalitdtsaxioms bezieht sich auf die Mengen des Modells.
BEWEIS. Seien z,y € HS \ A und Vz € HS(z € © < z € y). Sei ohne Einschrinkung
x # L. Wihle «, so dass x C W, z # (). Da x € HS, ist + C HS. Dann ist auch y # L
und wir kénnen wie bei x eine Ordinalzahl § wihlen mit y C Wy, y # 0, y C HS. Damit
ist

Vz(z € x — z € y).

Nach dem Extensionalitdtsaxiom in V' ist dann x = y. qed(Ext 4)

Zum Nachweis der Mengenexistenzaxiome beweisen wir ein Kriterium fiir die Mitglied-
schaft in HS.

Lemma 14.2 Wenn x C HS und z € S, so ist x € HS.

BEWEIS. Es gilt allgemein
TC(z) = zU | J TC(w).
uez

Also ist

TCH{z}) NW ={z} U (TC(x) N W)
={z}U (U JTC(u)nW)

C{e} U (@ u | J(TC{u}) nW))

uer

CS.
QED

(Paar) HS = Vr,y32Vu (u € z v u=a Vu=y).
BEWEIS. Seien x,y € HS. Setze z = {x,y} C HS. Nach dem gerade bewiesenen Kriterium
14.2 geniigt es zu zeigen, dass z € S. Wihle endliche Triager Ay, A; C A fiir z bzw. y. Setze
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Ay = AgUA,. Firmr € Gmit 7 [ Ay =id | Ay ist dann 7({z,y}) = {7(z),7(y)} = {=,y}.
Damit ist A, ein endlicher Triger fiir z. qed(Paar)

Zum Nachweis der weiteren Axiome beweisen wir einige Tatsachen iiber Standgruppen.

Lemma 14.3 Seien z € S und 7 € G. Dann ist Gz, = nG,m !

BEWEIS.

={o € Glo(7(x)) = 7(x)}
={oc € G|i toGor(r) =1}

={mo(x "

oao7r)o7r
:{7TOTO7T_1|7~'($) =z}

-1

da die Konjugation ¢ +— 77" o g o 7 eine Bijektion G « G ist;

=no{r|f(z) =2}on!

=G}
QED

Lemma 14.4 Fir e G ist 7 | HS : HS — HS.

BEWEIS. Angenommen nicht. Wihle z € HS €-minimal mit 7(z) ¢ HS. Da 7[W;| =
Wy C HS, ist z € W \ Wy. Daher ist x eine nicht-leere Teilmenge von W und 7(z) =
{7(y)|ly € x}. Wegen der €-Minimalitit von x ist 7(x) C HS. Wéhle nun einen endlichen
Trager Ap C A von z. Dann ist

G;r(x) = 7TGQC7T71
Dro{olo | Ag=id | Ag}or™"
={mocor o Ag=id | 4y}
={rocor |Va€ Ay moo(a) =n(a)}
) =ron (b =b)

={rocon !|Vbe[Ag) mogom

={plp T w[Ao] = id [ 7[Ao]}.

Damit ist 7(x) symmetrisch mit endlichem Tréiger 7[Ay] C A. Nach 14.2 ist dann x € HS.
Dies widerspricht der Beweisannahme. QED

Lemma 14.5 7 [ HS : (HS, €, A)<(HS, €, A).

BEWEIS. Um die Surjektivitdt zu zeigen, betrachte z € HS. Dann ist 7 ( ) € HS und

7r(7r—1( )) = id(z) = 2. Somit ist # | HS : HS < HS, und da # : W — W €- und A-treu
ist, ist 7 [ HS ein Automorphismus von (HS, €, A). QED



KAPITEL 14 DIE RELATIVE KONSISTENZ VON -AC, ERSTER VERSUCH 79
Da die Zermelo-Fraenkelschen Axiomen die Existenz von Abstraktionstermen als Mengen
fordern, ist das folgende Lemma niitzlich.
Lemma 14.6 Sei ¢ eine € —A-Formel und m € G. Sei
t={x € HS|(HS, €, A) = o(x,y0,- -, Yn_1)}
mit Yo, - ., Yn_1 € HS. Weiter seit € V und t # (). Dann ist t € W \ Wy und
#(t) = {v € HS|(HS, €, A) = (@, 7(y0), .-, 7(y1))}.

Weiter istt € S und t € HS.

BEWwWEIS. Nach Definition von W ist jede nicht-leere Teilmenge von W ein Element von
W. Wir berechnen 7(t):

7(t)={7(x)|zr € HS A (HS,€,A) = o(z,y0, .-, Yn_1)}
={7(z)[7(z) e HS A (HS, €, A) = @(7(x), T(Yo), - - - T(Yn—1)) }
={z|lr e HS A (HS, €, A) E o(z,Y0, -, Yn-1)}

Da o, ...,y,_1 erblich symmetrisch sind, kénnen wir endliche Trager Ay,..., A4, 1 C A
fiir jeweils yo,...,yn,—1 wihlen. Setze B = |J,_ A; C A. Dann ist fiir alle 0 € G mit

<n
ol B=id | B:
a(t) ={x € HS|(HS, €, A) = ¢o(x,y0, .-, Yn-1)} = 1.
Also ist t symmetrisch. Nach dem Kriterium 14.2 ist t € HS. QED

Wir zeigen nun Versionen der restlichen Axiome von ZF, indem wir geeignete Klassenter-
me t € HS angeben. Man beachte, dass das gerade bewiesene Lemma nicht-leere Terme
bendtigt.

(U-Ax) Sei z € HS. Sei
yo =1{z € HS|(HS,€,A) = Ju € z z € u}.
Fall 1: yo = (). Dann setze y = L € HS. Fiir alle = € HS ist dann
zey«— (HS,€,A) EJu ez z € u},

d.h. y erfiillt das | J-Axiom in diesem Fall.
Fall 2: yo # (). Dann setze y = yo € HS nach dem obigen Lemma. Fiir alle z € HS ist
dann

zey«— (HS,€,A) EJuex z € u},

und das | J-Axiom gilt in HS wie oben. qed(|J-Ax)
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(Ausya) Sei ¢ eine € —A-Formel. Seien x,y1, ..., y, € HS. Sei

y={yo € HS|(HS, €, A) = (yo € A 0(Yo, Y15 - -, Yn))}-

Fall 1: y = (). Mit z = L € HS ist dann diese Instanz des Aussonderungsschemas erfiillt.
Fall 2: y # (). Nach Lemma 14.6 ist dann y € HS und y erfiillt die betrachtete Instanz
des Aussonderungsschemas. ged(Ausy)

(Pot) Sei z € HS. Sei
y={z € HS|(HS, €, A) | z C z}.

x €y, y# 0, und y € HS nach 14.6. Offensichtlich erfiillt y das Potenzmengenaxiom fiir
x in HS. ged(Pot)

(Inf) Wir kénnen das Mengenuniversum V" auf natiirliche Art nach HS einbetten. Definiere
e : V — HS rekursiv durch:

e(0) =L;

e(z) ={e(y)ly € x} fiir x # 0.
Behauptung: Vx (Gery = G Ne(x) € HS).
BEWEIS. Angenommen nicht. Sei z ein €-minimales Gegenbeispiel. Dann ist x # 0,
e(x) # 0 und e(x) C W. Sei 7 € G. Dann ist 7(e(z)) = {7(e(y))|ly € =} = {e(y)|y €

x} = e(z). Also ist e(z) € S. Wegen der e-Minimalitdt von z ist e(x) C HS. Nach 14.2
ist dann e(x) € HS, im Widerspruch zur Wahl von z. ged(Behauptung)

Nun gilt e(0) = L und e(n+1) = {e(x)|z € n+1} = {e(x)|z € n}U{e(n)} = e(n)U{e(n)}.
Damit enthélt e(w) aus der Sicht von HS die leere Menge L als Element und ist beziiglich
der Operation = — x + 1 abgeschlossen. ged (Inf)

(Ersa) Sei ¢(u,v,w) eine €4-Formel; sei 2 € HS, so dass die folgende Funktionalitit
erfiillt ist:
HS = Vu, v, v (o(u,v,2) A p(u, v, 2) — v ="1").

Sei z € HS. Setze dann:
yo = {v € HS|(HS, €, A) = Fu € x p(u,v,2)}.

Nach dem Ersetzungsschema in V ist dann yo € V. Wenn yq = (), so wird die betrachtete
Instanz des Ersetzungsschemas mit y = L erfiillt. Wenn g, # (), so ist nach 14.6 y = yg €
HS, und offensichtlich erfiillt y die betrachtete Instanz des Ersetzungsschemas. qed(Ers,)

(Fundy) Sei ¢ eine € 4-Formel, i € HS, und
(HS, €, A) E 3z ¢(x, ).
Nach Fundierung in V' wéhle nun ein x € HS €-minimal mit der Eigenschaft

(HS, €, A) = Jz ¢(x, 7).
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Dann gilt
(HS, e, A) E V2’ (2 € x — —p(2, 7).

ged(Fund 4)
Damit ist gezeigt:

Satz 14.7 (HS, €, A) ist ein Modell des im Laufe der Konstruktion angegebenen Axio-
mensystems ZF 4.

Ziel des Kapitels ist ein Modell, in dem das Auswahlaxiom verletzt ist. Hierzu miissen wir
eine zusdtzliche Annahme iiber die Menge der Atome machen:

Annahme: A ist unendlich.

Satz 14.8 (1S, €, A) = ~(AC).

BEWEIS. Wir konstruieren in HS eine Menge z ohne Auswahlfunktion. Die Menge z wird
aus den Atomen aufgebaut:

z ={u C Alu hat zwei Elemente}.

(1) Vu € z u € HS.
BEWEIS. Sei u € z. Da G, 2 {7|7 [ w =1id | u}, ist u C A ein endlicher Tréger von wu.
Nach 14.2 ist dann v € A C HS ein Element von HS. qed(1)

(2) z €S.
BEWEIS. Sei m € G. Dann ist

7(z) = {7 (u)|u hat zwei Elemente}
= {u|u hat zwei Elemente}, da 7: A < A,

qed(2)

Nach (1) und (2) gilt dann

(3) z € HS.
In HS ist z eine Menge von nicht-leeren Mengen. Angenommmen, es gibe ein f € HS,
das eine Auswahlfunktion fiir 2 ist:

fiz— A Yuezf(u)€u.

Wihle einen endlichen Tréger Ag C A fiir f. Da A unendlich ist, konnen wir a,b € A\ Ay,
a # b wahlen. Dann gilt f({a,b}) = a oder f({a,b}) = b. Definiere 7 : A — A, 7 |
A\{a,b} =id [ A\ {a, b}, 7(a) = b, 7(b) = a. Dann gilt:

©({a,b}) = {n(a),7(b)} = {a, b}
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und
(H87 67A> ): a=f {a7b})
< (HS,€,4) | 7(a) = 7(f)(7({a,b}))
— (HS,€,A) b= f({a,b}).
Also wire a = b, Widerspruch. QED

Damit ist gezeigt:

Satz 14.9 Wenn das System ZF widerspruchsfrei ist, so ist das System ZF 5 + ~(AC)
widerspruchsfrei.

In dem vorgestellten Modell ist es also nicht md&glich, aus einer Menge von ungeordneten
Paaren auszuwidhlen. Wir werden diese Konstruktion spiter im Rahmen der Forcing-
Methode nachbilden und dort die Unabhéngigkeit von (AC) vom urspriinglichen System
ZF zeigen.

15 Erweiterungen von Modellen der Mengenlehre

Die bisher konstruierten und untersuchten Modelle der Mengenlehre waren innere Modelle,
d.h. Teilmodelle von Ausgangsmodellen. Aus grundsitzlichen Uberlegungen, die wir noch
nicht ausfiihren konnen, ergibt sich, dass sich viele axiomatische Untersuchungen nicht
mit inneren Modellen durchfiihren lassen. Daher wenden wir uns nun Erweiterungen von
gegebenen Modellen der Mengenlehre zu. Die hier vorgestellte Erzwingungs- oder Forcing-
Methode stammt von Paul Cohen, der mit ihrer Hilfe die Unabhéngigkeit der Cantorschen
Kontinuumshypothese und des Auswahlaxioms gezeigt hat.

Wir wollen zu einem gegebenen €-Modell M von ZFC eine generische Menge G adjun-
gieren, so dass das entstehende Modell M[G] wiederum ein Modell von ZFC ist. Cohen
bewies die Unabhéngigkeit der Kontinuumshypothese CH, indem er generische Erweite-
rungen M|[G] und M [G’] konstruierte, sodass

M[G] = ZFC + CH bzw. M[G'] |= ZFC + —-CH.

Der Erweiterungsprozess besitzt einige Analogien zu der Erweiterung k(a) eines Korpers
k um ein transzendentes Element a. Bei der algebraischen Konstruktion lassen sich die
Elemente b der Erweiterung mit Hilfe von Elementen des Grundkorpers beschreiben: b ist
eine gebrochen rationale Funktion von a, wobei die Koeffizienten der Funktion aus dem
Grundkorper k stammen. Das Element b lésst sich also durch eine endliche Folge dieser
Koeffizienten beschreiben. Diese Folge kann als Name des Elements b aufgefasst werden.
Jedes Element des Grundkorpers besitzt einen trivialen Namen, némlich die Einerfolge,
die aus diesem Element besteht. Dass k(a) ein Korper ist, beruht darauf, dass die Kor-
peraxiome in der Ausgangsstruktur gelten. Die Erweiterung wird von £ und a erzeugt:
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jeder Zwischenkorper K mit k C K C k(a) und a € K erfiillt K = k(a). Die mengentheo-
retische Situation ist allerdings wesentlich komplizierter als die algebraische: wiahrend es
bis auf Isomorphie nur eine einfache transzendente Erweiterung gibt, werden wir bei der
Diskussion der Forcing-Methode eine grofe Fiille wesentlich verschiedener Erweiterungen
kennenlernen.

Wir wollen zunéchst eine Konstruktion von Erweiterungen M [G] angeben, die im Allge-
meinen nicht alle Axiome der Mengenlehre erfiillen. Diese Konstruktion wird spéter zu der
Cohenschen Methode spezialisiert. Wir arbeiten zur Vereinfachung der Darstellung mit
€-Modellen der Mengenlehre. Die Frage, wie wir zu geeigneten Grundmodellen kommen
konnen, soll erst spater diskutiert werden.

Definition 15.1 Eine €-Struktur M = (M, €) ist ein Grundmodell, wenn es ein ab-
zihlbares, transitives Modell von ZFC ist, d.h. ZFC"  card(M) = X, und M ist transitiv.

Fixiere bis auf Weiteres ein Grundmodell M =

(M, €). Die gesuchte Erweiterung (M[G], €) wird v
durch eine (neue) Menge G festgelegt werden. Die
Konstruktion von G erfolgt, indem sukzessiv mehr G
Information iiber G festgelegt wird. Dieser ,Pro-

zess“ wird durch eine Halbordnung von Approxi-

mationen an G kontrolliert. Die Approximationen

sind bereits in der Lage, Eigenschaften der end-

giiltigen Erweiterung M |G| zu ,bedingen® oder zu

serzwingen®. Daher definieren wir:

MI[G]

Definition 15.2 Ein Dreitupel (P, <,1p) heift Forcing-Halbordnung oder Erzwin-
gungsrelation, falls gilt:

(i) (P, <) ist eine schwache partielle Ordnung;
(ii) 1p ist groktes Element von (P, <).
Die Elemente von P werden auch als Bedingungen bezeichnet. Falls p < ¢ sagen wir, p

verstirkt ¢. Sind ¢y, ...,q, € P und ist p < ¢; fiir i < n, so sagen wir, p ist eine gemein-
same Verstirkung von qy,...,q,. Falls q1,...,q, € P eine gemeinsame Verstirkung in

P besitzen, so heifien ¢, ..., q, kompatibel.

Beispiel 15.3 Die Cohen-Halbordnung ist auf der Menge

P =Fn(w,2,w) ={f]|f:dom(f) — b A dom(f) < w}

aller endlichen partiellen Funktionen von w nach {0, 1} definiert. Sie wird spéter zur Ap-
proximation einer totalen Funktion von w nach {0, 1} benutzt, d.h. zur Approximation
einer reellen Zahl. Dieses kommt in der Definition der Erzwingungsrelation zum Aus-
druck: eine Bedingung ist starker, wenn sie eine grofere partielle Funktion ist. Das grofite
und zugleich schwichste Element von P ist die leere Funktion. Also definieren wir die
Cohen-Halbordnung als P = (P, D, (). Zwei Bedingungen in P sind kompatibel, wenn sie
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als Funktionen kompatibel sind. Das ist der Fall, wenn ihre Vereinigung wiederum eine
Funktion ist.

Wir fixieren bis auf Weiteres eine Forcing-HalbordnungP = (P, <,1p) € M; die Forcing-
Halbordnungwird im Grundmodell gewéhlt, damit die ZFC-Eigenschaften von M auf
P angewendet werden konnen. Die scheinbar verkehrte Definition des Begriffs ,Verstér-
kung“ hiangt mit spiteren technischen Aspekten zusammen. Die intendierte Konstruktion
entspricht einer sukzessiven Wahl von Bedingungen, die sich verstirken:

l,...2p>2q>....
Allgemeiner lassen sich derartige Limesprozesse durch Filter auf P beschreiben:

Definition 15.4 Sei P = (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung. Eine Teilmenge G C P
ist ein Filter auf P, falls

(i) 1p € G;
(il) Vg€ GYp>qpeG;
(i) Vp,qe GIre G(p>rAg=>r).

Im Fall der Cohen-Halbordnung ware wegen der Kompatibilitdtsbedingung die Vereini-
gung eines Filters eine partielle Funktion von w nach {0, 1}. Wir werden spéter generische
Filter einfiihren, bei denen diese Funktion total wére.

Fixiere bis auf Weiteres einen Filter G auf P. Schon jetzt sind wir in der Lage, ein
Erweiterungsmodell M |G| einer schwachen Mengenlehre zu definieren. Zur Motivation
der Konstruktion stelle man sich zwei Elemente x,y des angestrebten Modells M[G] vor.
Zur Festlegung des Modells ist es jedenfalls nétig, die Relation ,,y € x“ zu entscheiden.
Dieses soll entlang des Filters GG erfolgen in dem Sinne, dass es eine Bedingung p € G gibt,
so dass p entscheidet, dass y € x, oder so dass p entscheidet, dass y ¢ x. Zum Arbeiten
mit den noch nicht festgelegten Mengen x und y bendtigen wir Namen in einer geeigneten
Sprache. Wie im Falle der Korper sollen diese Namen Elemente des Grundmodells M sein.
Wir finden also Namen & € M und 3 € M, deren noch definierende Interpretationen ¢
und ¢ im Modell M[G] gleich den vorgelegten Mengen sind:

% =z und §¢ = y.
Die Interpretation von z soll durch die Klasse der Paare

{(5,p)| p serzwingt* y € 2}

bestimmt sein. Nach der von der Ordinalzahl-Theorie bekannten Methode wollen wir nun
im Wesentlichen eine einfache Identifizierung vornehmen:

&= {(9,p)| p Lerzwingt* y € &}.

Dies motiviert die folgende Interpretationsfunktion:
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G

Definition 15.5 Definiere rekursiv auf M fiir + € M die G-Interpretation i~ von =

durch
#“ = {y% | Ip e G (y,p) € i}

Die (generische) Erweiterung ist dann die Gesamtheit dieser Interpretationen:

Definition 15.6 M[G] := {i“ | # € M} heift generische Erweiterung von M
durch P und G.

Die Rekursion in Definition 15.5 erfolgt {iber die stark fundierte Relation

y Rz = Ju(y,u) € .

15.1 Fundamentale Eigenschaften von M [G].
Satz 15.7 MI|G] ist transitiv.

BEWEIS. Sei u € v € M[G]. Dann ist v = ¢ fiir ein & € M. Aus u € ©¢ folgt nach
Definition von ¢ die Existenz eines jy € dom(i) C M mit u = ¢°. Folglich ist u € M[G].

QED
Satz 15.8 Vi € M rg(i%) < rg().
BeEwEIS. Wir fiihren eine R-Induktion durch.
rg(ﬂbG> =rg({z)G | Ip € G (y,p) € x'}> = lub{rg(y“) | Ip € G (y,p) € i}
—jRi

<lub{rg(y) | yRz} (Ind.Vor.)

<rg(#) (wegen yRi — rg(y) < rg(2)).
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Um M C M][G]| zu zeigen, miissen wir zu jedem = € M einen M-Namen # so zuordnen,
daf die G-Interpretation von & gerade x ist.

Definition 15.9 Definiere durch € -Rekursion: & := {(9,1p) | y € z}. Fiir x € M heifit
% kanonischer Name fiir z.

Satz 15.10 Fiir v € M gilt 1% = z.

BEWEIS. Wir fiihren eine € -Induktion iiber x € M durch.

F={ e ery =1 (1p) cx}={3°|yca}={y|yea} (Ind.Vor.)

Damit ist alles gezeigt. QED

Aus 15.10 und ?7? ergibt sich sofort:
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Corollar 15.11 M C M|[G].
M und M[G] haben dieselbe ordinale Hohe:

Corollar 15.12 On™ = On™%, M.a. W.2° M N On = M[G] N On.

BEWEIS. Es geniigt, die zweite Identitat zu zeigen
zu C“. Dies folgt sofort aus M C M|[G].

zu , D% Sei a € M[G] N On. Wihle ein z € M mit o = 9. Da rg M-V-absolut ist, siehe
??, gilt rg(x) = rg(x)® € M N On. Wegen 15.8 gilt a = rg(a) = rg(i%) € rg(z). Da
M N On als Schnitt transitiver Terme transitiv ist, folgt a € M N On. QED

Um G € M|[G] zu zeigen, benétigen wir einen Namen fiir den Filter G. Wir setzen:
Definition 15.13 G := {(p,p) | p € P} heit kanonischer Name fiir Filter iiber P.

Lemma 15.14 G € M.

BEWEIS. Sei ¢(p,y) := Jx(x =p Ay = (x,p)). Da der Term p (??) und die Formel
y = (x,p) (??7) M-V-absolut sind, ist nach ?? die Formel ¢(p,y) ebenfalls M-V -absolut.
Ferner verhélt sich ¢(p,y) ,funktional:

vp,y,y € M ((e(p,y) A o(p,y) — vy =)
Wegen (Paar)" folgt

G={y|IpecPy=pp}={yeM|PpecPy=pp}t={ycM|IpecPopy)}
={yeM|IpecPMpy)leM (wegen (Ers)M).

Dies war zu zeigen. QED

Satz 15.15 Sei H ein Filter auf P. Dann gilt G = H. Insbesondere ist H € M[H].

BEWEIS.
GPr={y" |Ipe H (y,p) € G} ={y" | Ipe H ((p,p) €G Ay =p)}
={y" | peHy=py={p" IpecHY={p|pe H} (15.10)
=H.
Dies war zu zeigen. QED

Satz 15.16 Es gilt (Ex)"“), (Ext)), (Paar)™ (Inf)“) und (Fund)™“,

20gjehe ?7
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BEWEIS. Da M|G] transitiv und nicht-leer ist, gelten (Ex)™“ (Ext)”“! und (Fund)™!“’
nach 11.4. Wegen w € M C M[G] gilt (Inf)®). Um (Paar)”? zu zeigen fixiere
a,b € M[G]. Seien z,y € M mit a = % und b = 9. Setze 2 = {(i,1p), (9, 1p)}.
Dann gilt 3¢ = {i% 5%} = {a,b}. Also ist {a,b} € M[G], d.h., (Paar)™“ nach 11.4.

QED

Satz 15.17 Es gilt (| J-Ax)™€).

BEWEIS. Sei x € M|[G], x = . Wir definieren einen Namen fiir die Vereinigung von z:
§ = {(4,7)3p,q € PIo(r <pAr<gA(i,p) €0 A (0,9) € i}.

Dies ist ein Name, d.h. ein Element von M, weil M unter einfachen Operationen, und
insbesondere unter Vereinigungsbildung abgeschlossen ist.

Betrachte u € (Jz. Wihle v € 2 mit u € v € x = #. Wihle v € M und ¢ € G mit
(0,q) € & und ¥ = v. Wihle & € M und p € G mit (i, p) € © und u¢ = u. Wihle r € G
mit r < p,q. Dann ist (i,7) € y und da r € G ist 1 € y°. Also ist u € y°.

Umgekehrt betrachte v € §“. Wihle » € G und @ € M mit (i,7) € § und v = 4. Nach
Definition von ¢ wihle p,q € P und © € M mit r < p,q, (u,p) € v und (v,q) € &. Dann
ist p,q € G und u% € %, v¢ € 3. Also ist u € v° € x und u € |Jz. QED

Mit dhnlichen Methoden liefen sich weitere Abschlusseigenschaften von M[G]| zeigen,
wie der Abschluss gegeniiber cartesischen Produkten. Allerdings machen andere, einfache
Operationen wie z.B. der Schnitt zweier Mengen Schwierigkeiten, und wir miissen die
starkeren Techniken des néchsten Kapitels einsetzen.

16 Die Erzwingungsrelation

Der Nachweis der weiteren Axiome der Mengenlehre in M |[G] st6ft in der augenblickli-
chen Allgemeinheit auf Schwierigkeiten. Wir wollen unser weiteres Vorgehen anhand des
Aussonderungsaxioms, des zentralen Axioms der Zermeloschen Mengenlehre, motivieren.
Angenommen, wir wollen das Aussonderungsaxiom in M[G] nachweisen. Man betrachte
ein a € M[G] und eine €-Formel ¢. Wie kann man erreichen, dass die Aussonderungs-
menge

{u € alM[G] = ¢(u)} € MIG]?

Nach dem Vorgehen des vorangehenden Kapitels wihle man einen Namen @ € M, ¢% = a
und versuche die Bildung eines Names vom Typ:

b= {(i,r)|(r <pA (,p) €aAr erzwingt, dass M[G] = o(i)}.

Wir miissen erreichen, dass dies ein Name, also ein Element des Grundmodells M ist,
aber eine korrekte Definition in M darf nicht Bezug auf ein Element G nehmen, das im
allgemeinen kein Element von M ist.
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Wir ,l6sen” dieses Problem dadurch, dass wir in den Bezug auf G einfach weglassen:
b= {(a,7)|(r <pA (t,p)€aAr erzwingt, dass (1)}

Eine Bedingung r soll also in der Lage sein, die Richtigkeit von ¢(#) in Erweiterungen
zu kontrollieren. Dies lédsst sich in solcher Allgemeinheit nicht erreichen, aber wir kénnen
eine provisorische Definition machen:

wDefinition®. r erzwingt ¢(u) gdw. fiir alle Filter G C P mit r € G gilt:

M[G] = ¢(a).

Tatséchlich lassen sich, aus recht trivialen Griinden, bestimmte Aussagen in diesem Sinne
werzwingen: falls (&, p) € 9, so erzwingt p die Eigenschaft @ € . Wegen der oben nachge-
wiesenen Axiome erzwingt jede Bedingung das Paarmengenaxiom. Aber wie sieht es mit
einem beliebigen ¢ wie im Aussonderungsaxiom aus?

Angenommen, wir versuchen den Beweis des Aussonderungsaxioms. Es sei

ue{ucaM|G] = p(u)}

und wir wollen zeigen, dass u € bY. Wir benétigen dann ein r € G und einen Namen 7@ mit
4% = wund (u,7) € b. Nach dem tentativen Ansatz fiir b hiefe das, dass r die Eigenschaft
(1) erzwingt. Das bedeutet, dass eine Eigenschaft, die in M[G] gilt, von einer Bedingung
im Filter erzwungen wird.

Insbesondere brauchen wir fiir jede Aussage v, dass es eine Bedingung p im Filter gibt,
so dass p erzwingt ¢ oder p erzwingt —). Wie lédsst sich dieses erreichen. Wir wollen
die Erzwingungsrelation iiber den Aufbau von 1 rekursiv erkliren. Angenommen, wir
hétten bereits eine Definition von ,,r erzwingt ¢“. Wir wollen fiir diese Relation bereits
das Zeichen I als Abkiirzung benutzen. Dann gilt wegen des Abschlusses von Filtern nach
oben:

rik—Y — -dp <rpl-.

Wir postulieren an dieser Stelle nun eine Aquivalenz, denn dann hitten wir eine rekursive
Definition von | im Negationsfall. Dieser drastische Ansatz lasst sich wirklich durchfiih-
ren, wie wir spater sehen werden.

ri-—Y— -dp<rplk.

Allerdings konnen wir nicht mehr mit allgemeinen Filtern arbeiten, sondern wir miissen
uns auf eine Teilklasse von generischen Filtern beschrénken. Die zugehorige Definition
kénnen wir folgendermafen motivieren: ,Lemma®“. Die Menge D = {s € P| slF ¢ V sl
-} ist dichtin P, d.h. Vr € P3s€ D s <r.

Dieses folgt sofort aus dem obigen Ansatz. Nach dem bereits Gesagten benotigen wir nun,
dass die dichte Menge D von dem Filter G geschnitten wird. Unter der weiteren starken
Annahme, dass die Menge D ein Element des Grundmodells ist, fiihrt dieses dann zu
folgenden, nun formal korrekten Definitionen.
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16.1 Generische Filter

Definition 16.1 Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung.
(a) Sei D C P. Wir definieren: D ist dicht in P:= Vpe€ P3qg€ D q < p.
(b) Sei G ein Filter auf (P, <). Wir definieren:

G ist P-generisch iiber M := VD € M (D dicht in P — D NG # ).

Da das Grundmodell M abzdhlbar gewahlt ist, existieren generische Filter:

Satz 16.2 (Existenzsatz fiir generische Filter) Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbord-
nung und D sei hochstens abzihlbar. Dann existiert zu jedem py € P ein P-generischer
Filter G tiber D mit py € G.

BEWEIS. Sei {D,,|n < w} eine Aufzihlung derjenigen Elemente von D, die dicht in P
sind. Definiere rekursiv eine bzgl. < absteigende Folge (p, | n < w) wie folgt:

po sei das im Satz genannte Element von P;

ist p, bereits definiert, so sei p,.1 € D, mit p,.1 < p,; ein solches p, ., existiert, da D,
dicht in P ist.

Setze G := {p € P|3In < wp, < p}. Dann gilt py € G und PN D # () fiir jedes D € D,
das dicht in P ist. Da < transitiv ist, ist G nach oben abgeschlossen: ist ndmlich p € G
und p < ¢, so wiahle n < w mit p, < p; aus p, < p und p < ¢ folgt p, < ¢, d.h., ¢ € G.
Schliefslich sind je zwei Elemente p, ¢ € G kompatibel in G: Wihle zu p, ¢ ndmlich k,[ < w
mit p, < p und p; < ¢; da (pn|n < w) absteigend und < transitiv ist, ist praxqey < D
und pPraxiry < ¢- Damit ist G als Filter nachgewiesen. QED

16.2 Die Forcingrelation I-.

Definition 16.3 Sei (i, ..., &, 1) eine Formel der Forcing-Sprache, d.h., o(vg, ..., v,_1)
ist eine e-Formel und g, ..., %, 1 € M sind M-Namen. Fiir p € P setzen wir

plkp o(Zo, ..., Epn1) = VG ((G ist P-generischer Filter iiber M Ap € G) — oM (5§ ... ,j:G71)>

n

In diesem Fall sagen wir, p erzwingt ¢(&g,...,%,_1). Ist P aus dem Zusammenhang
bekannt, so schreiben wir I~ statt IFp.

Bemerkung 16.4 Aus 77 folgt

plEp o(Zo, ..., Ep1) «— VG((G ist P-generischer Filter iiber M Ap € G) — (p(&§ ..., iG )ME

Erzwingen vererbt sich von schwicheren auf stirkere Bedingungen und von stirkeren auf
schwichere Aussagen:

Lemma 16.5 (a) Wenn p |- @o(Zo,...,3n-1) gilt, so gilt q = o(&o,...,Tn_1) fir alle
q =< p.
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(b) Wenn plk @(zq,...,Tm_1) und wenn (Lo, ..., Tm-1) — V(Yo,---,Un_1) eine Tauto-
logie ist, so folgt p IF (Yo, .-, Un_1)-
(¢c) Gilt (z,p) €y mitp € P, so gilt plk 2 € 3.

BEWEIS. zu (a). Sei ¢ < p. Ist G ein P-generischer Filter iber M mit ¢ € G, so ist
p € G wegen des Abschlusses des Filters nach oben. Wegen p |- (i, ..., %,_1) gilt
MG (3G 28 ). Also gilt ¢ - o(Zo, .. ., Bn1).

zu (b). Betrachte einen P-generischen Filter iiber M mit p € G. Nach Voraussetzung ist
MI[G] | p(i§,...,2¢ ), und da @(iq, ..., 4 m_1) — (o, .-, Yn_1) eine Tautologie ist,
ist M[G] =y (F, - 9a-1):

zu (c). Ist G ein P-generischer Filter iiber M mit p € G, so gilt unter den Voraussetzungen
von (c) 2% € ¢y nach Definition von “. Dies ist nach ?? gleichwertig mit mit (¢ €
y-G)M[G}_ QED

Von entscheidender Bedeutung fiir die Forcing-Technik ist die Definierbarkeit der Erzwin-
gungsrelation im Grundmodell M, d.h. die Definierbarkeit der Relation

Forc, = {(p, %o, ...,Tn-1)|pIF @(T0, ..., Tn-1)}

fiir jede €-Formel . Wir zeigen dies durch Induktion iiber den Formelaufbau, wobei
wir der Einfachheit halber zunichst die Induktionsschritte behandeln. Parallel dazu wird
gezeigt, dass jede in einer generischen Erweiterung erfiillte Aussage durch ein Element des
generischen Filters erzwungen wird.

Satz 16.6 Seien (v, ..., Un_1) und Y(vy, ..., vy_1) €-Formeln, fir die Forc, und Forc,,

in M definierbar sind. Weiter gelte fiir jede generische Erweiterung M[G] und &g, ..., Tpm_1 €
M: falls M[G] |= (2§, ...,2% ), so gibt es eine Bedingungp € G mitp I+ p(ig, ..., &m_1).
Entsprechendes sei fiir 1 vorausgesetzt. Dann gilt fiir alle Namen %o, ..., T,_1 € M:

(a) plk (o A) (o, ..., Tm1) gdw. plF p(Zo,...,Tm1) und p - P(Zo, ..., Tm—1).

(b) plk—=p(ig,...,Em-1) gdw. Yq <p —qlF @o(Zo,..., Tm-1).

(¢c) plkYuop(ve, 21, .., Em_1) gdw. Yig € M plk p(io, ..., Tm_1)-

(d) Die Relationen Forcypy, Forc., und Forcyy,,, sind im Grundmodell M definierbar.

(e) Wenn M[G] | (¢ A ) (i§,...,3% ), so gibt es eine Bedingung p € G mit p I+
((P AN ¢)(l’0, ce ,Ztm_l).

(f) Wenn M|G] | —~p(i§, ..., 28 ), so gibt es eine Bedingung p € G mit p IF —p(io, ..., Zm_1).

(9) Wenn M[G] | Yvo (v, 2§ ...,25 ), so gibt es eine Bedingung p € G mit p I+
Vvocp(vo, :th e ,i]m_l).

BEWEIS. (a) Die Implikation von links nach rechts folgt sofort aus 16.5(b). Umgekehrt sei
plF(Zo, ..., &m_1)und p Ik (&g, ..., Zp_1). Betrachte G P-generisch iiber M mit p € G.
Dann ist M[G] = ¢(i§,...,2% ) und M[G] = ¢(i§,...,2% ). Dann ist M[G] =

(e AY)(aG, ..., 25 ). Also gilt p IF (o A)(Zo, .., Em).
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(b) Ein Allquantor kann als infinitdre Konjunktion aufgefasst werden, der folgende Beweis
entspricht daher dem fiir die bindre Konjunktion. Die Implikation von links nach rechts
folgt wieder aus 16.5(b). Umgekehrt sei Viy € M p I+ o(do,...,Em—1). Betrachte G P-
generisch iiber M mit P € G. Dann ist Vip € M M|[G] E ¢(i§,...,25% ). Dann ist

»Ym—1
MI[G] | Yvo @(vo, ..., 3% ). Also p I Yugp(vg, T1, - ..y Tm1)-
(c) Sei p Ik =¢(ig,...,&m-1) und ¢ < p. Angenommen ¢ I+ gp(i:o, ooy @mo1). Wihle G P-
generisch iiber M mit q€ G Dann ist M[G] = o(i§,...,25 ). Andererselts istpe @
und M[G] E —p(i§,...,#% ), Widerspruch.

Fiir die Umgekehrung sei die linke Seite der Aquivalenz falsch: —p I- =p(ig, . . ., Fm1)-
Nach Definition der Forcingrelation wihle einen P-generischen Filter G mit p € G und
MI[G] E ¢(@§,...,#% |). Nach den Voraussetzungen iiber ¢ gibt es eine Bedingung
r € G mit r Ik ¢(Zg,...,Zm_1). Wahle ein ¢ € G mit ¢ < p,r. Nach 16.5 ist dann
q - (g, ..., &m_1). Damit ist auch die rechte Seite der Aquivalenz falsch.

(d) Unter der Voraussetzung, dass Forc, und Forcy in M definierbar sind, liefern die

Punkte (a)-(c) Definitionen von Forcq,mp, Forc_, und Forcyy,, im Grundmodell M.

(e) Sei M[G] = (o AY)(2§,...,2% ). Dann ist M[G] E ¢(2§,...,#% ) und M[G] =
P(@§, ..., 2% ). Nach Voraussetzung gibt es Bedingungen p, ¢ € G mit p IF ¢(Zq, ..., Zm_1)
und ¢q Ik ¥(2g,...,&m_1). Wéhle r € G mit r < p,q. Dann ist r |- p(2g,...,Tm_1),
rIF¥(tg,. .., Em-1) und rll— (gp/\w)(ﬁco,.. 1)

(f) Sei M[G] & ~p(i§, ..., 2% ). Definiere die Menge

D={pe Plplko(ig,...,im_1) oder Yq < p-ql- o(Zo,...,Tm-1)}

Da Forc, in M definierbar ist, ist D € M. Die Menge D ist offensichtlich dicht in P.
Da G P-generisch iiber M ist, kénnen wir ein p € G N D wéhlen. Angenommen, es
wire p I (2o, ..., Zm_1). Dann wire M[G] & ¢(2§,...,#% ), Widerspruch. Also ist
Vg <p-qlk p(Zo, ..., Tm1)- Nach (b) ist dann p IF —¢(Zg, ..., Tm-1), wie verlangt.

(g) Sei M[G] | Vvo @(vo, ¢ ..., 2% ). Definiere die Menge

D ={pe P|Vio € MplF ¢(ig,&1,...,Em-1) oder Iig € M p Ik —p(to, 21, ..., Tm-1)}

Da Forc, und Forc-, in M definierbar sind, ist D € M.
Behauptung: D ist dicht in P.
BEWEIS. Betrachte r € P. Wenn Vig € M r - o(dg, @1, ..., Zm_1), S0 ist r € D. Andern-

falls wahle ein g € M mit —r Ik p(&o, %1,...,Zm_1). Wihle einen P-generischen Filter
H iiber M, so dass M[H| | ~p(afl 28 ... 22 ). Nach dem eben bewiesenen (f) gibt
es eine Bedingung s € H mit s IF —p(&g, &1, ..., Tm_1). Wihle schlieklich eine Bedingung
p € H mit p <r, s. Dann ist p IF =p(Zo, &1,...,4m_1) und p € D. qed(Behauptung)

Wegen der Behauptung und der Generizitdt von G konnen wir ein p € G N D wéh-
len. Angenommen es gelte iy € Mp Ik —p(&g,21,...,%ym_1). Wahle 2o € M mit
p Ik —=¢(i0,41,...,%m_1). Da p € G gilt dann M[G] = —(2§,2§,...,2% ), im Wi-
derspruch zur Beweisannahme. Daher muss p in ,der anderen Halfte“ von D liegen, und

Vig € Mplk o(ig, &1,...,2Zm-1). Nach (c) ist dann p IF Yvg p(vo, &1, . . ., Tipe1)- QED
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16.3 Der atomare Fall

Uberraschenderweise ist die Betrachtung der atomaren Falle p I- 21 = x5 und p IF 21 € x5
besonders verwickelt. Dies ist in der hierarchischen Struktur allgemeiner Mengen begriin-
det. Die Eigenschaft 2¢ = 2§ bedeutet, dass

{y|3s1 € G (y1,51) € 21} = {y5[Fs2 € G (32, 52) € 2}

Fiir die Gleichheit dieser zwei Interpretationen ist es erforderlich, dass es zu jedem 3¢
links ein y$ rechts, und umgekehrt, gibt, so dass y¢ = y¢'. Dies fiihrt zu einer rekursiven
,Definition der Gleichheit, die sich in der Forcing-Relation widerspiegelt. Wir benotigen
eine kleine technische Definition:

Definition 16.7 Seip € Pund D C P. D ist dicht in P unter p .= Vg <pdr <qré€
D.

Lemma 16.8
(a) plFx1 =29 gduw.
() V(y1,s1) € :1:1<31 ceP—
{g€P|g<si—3(yss) €xa(ss € PAg<sy Aqlby =)}

g

E:D(a)(y1,51,x2)
1st dicht in P unter p) und

(B) Y(y2, 52) € T2 <82 eEP—
\{QEP|q§82—>3(y1,51)6x1(51EP A\ q§51 AN q||—y1:y2>}/

-~

=: D (g (w1,y2,52)
st dicht in P unter p).

(b) Forc,,—,, ist in M mit Hilfe der Rekursionsvorschrift aus (a) definierbar.
(c) Wenn 2§ = x5, so gibt es eine Bedingung p € G mit p |F x1 = x.

BEWEIS. Wir beweisen das Lemma durch Induktion iiber die Tripel (p,zi,22) € P X
M x M mit der stark fundierten Relation

(¢, y1,y2)R(p,x1,29) :=q€ P ANp€e P Ay €dom(zy) A yo € dom(xs).

Betrachte also ein Tripel (p,x1,25) € P X M x M mit der Annahme, dass Forc,,—,,
beziiglich R unterhalb von (p, 1, 7,) durch die Aquivalenz in (a) rekursiv definiert ist,
und (b) und (c) unterhalb von (p,x;, z2) gelten.

(a) Angenommen, p |- x; = z5. Betrachte p’ < p Wir suchen eine Bedingung p” < p/, so
dass die Eigenschaften («) und (3) mit p” statt mit p erfiillt sind. Da p’ beliebig unterhalb
von p gewahlt werden kann, erfiillt dann auch p selbst die Eigenschaften («) und (3).
Wihle einen Filter GG, der P-generisch iiber M ist, mit p’ € G. Dann ist p’ I 1 = x5 und

¢ = 2§ Setze
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D = {p" eP ’ p" erfiillt die Eigenschaften (o) und (53)
V Ay, s1) € x1<31 e P ANVg<p'
(¢ < s1AV(ya,52) €x2((s2 € P A gl yr =y2) = —¢q < 82))) (—a)
V I(ya, 82) € T2 <32 € P AVg<p'
(4 52 A Ys) € (s € P A gl =) =g <))} (45)
Aus der induktiven Definierbarkeitsannahme (b) folgt sofort, dass
(2) DeM.
(3) D ist dicht in P.

BEWEISs. Betrachte r € P. Erfiillt dann r die Eigenschaften («) und ((), so ist r € D,

und die Dichtheitseigenschaft gilt. Wir nehmen nun an, dass eine der Bedingungen («)
bzw. () nicht erfiillt ist. O.E. sei («) nicht erfiillt, d.h.,

A(y1, $1) €:z:1<31 cP A
{geP|qg<s1— Iy, 82) Exa(s2 € P N qg<3ss N ql-y1 =)}

/

-~

=D (q)(y1,51,72)

ist nicht dicht in P unter r).

Da eine Menge C' genau dann nicht dicht unter r ist, wenn es ein p” < r gibt, so daf fiir
alle ¢ < p gilt ¢ ¢ C, ist die letzte Formel gleichwertig zu

I(y1,51) € x1(s1 € P A" <rVq <p" q ¢ Dwy(y1,51,22)).

Wihle dementsprechend p” < r mit 3(y1,51) € z1(s1 € P A Vg < p" ¢ € Doy(y1, 51, 22))-
Es ist leicht zu sehen daf ¢ ¢ Da)(y1, 51, 22) gleichwertig ist mit ¢ < s; A V(y2,52) €
2o((s2 € P A qlFyp = 1y9) — =g < s9). Also gilt (—a) fiir p” und somit p” € D. Wegen
p” < rist p” wie fiir die Dichtheit bendotigt. qed(3)

Da G P-generisch iiber M ist, existiert wegen (2) und (3) ein p” € G N D. Der Satz ist
bewiesen, wenn wir gezeigt haben:
(4)  p” erfiillt die Eigenschaften («) und ().

BEWEIS. Wenn dies nicht gilt, gilt (—«) oder (—(3) wegen p” € D. Aus Symmetriegriinden
konnen wir annehmen, da (—«) fiir p” erfiillt ist. Wahle (y;,s1) € x; mit s; € P wie in
(). Setzt man in (—«a) g := p”, so folgt p” < s1, so dass
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(41) s1€G

wegen p € G folgt. Nach Definition von z¢ ist dann ¢ € 2§, also y{ € 2§ = {y§ | Is, €

G (2, 52) € w2} wegen 1§ = 2§, Wihle ein (1, 55) € 7o mit

(4.2) s, € G und y¢ = 5.

Dann gilt (s2, y1,92)R(s, 21, 72), so daR y¢ = y¢ nach Induktionsvoraussetzung die Exi-
stenz eines

(43) ¢ €qG
impliziert, so dass

(4.4) ¢ Fy =y

gilt. Wahle ¢ € G mit ¢ < p”, s1,892,¢'. (Beachte: Nach (4.1) — (4.4) gilt s1, 2,4 € G;
nach Wahl von p” ist p” € G.) Wegen ¢ < ¢’ und (4.4) folgt ¢ IF y; = yo, so dass fiir ¢ gilt

g<p" ANqg<s1 A (y2,82) Exa AN ss € P A qlhyi =192 N ¢ < so.
Dies widerspricht (—«). Also muf (4) doch richtig sein. qed(4)

Damit ist eine Implikation der in (a) behaupteten Aquivalenz gezeigt.
Umgekehrt betrachte p € G und z, 2, € M, die die Eigenschaften («) und () erfiillen.
Wir behaupten, dass 2§ = 2§. Aus Symmetriegriinden geniigt es, 2§ C 2§ zu zeigen.
Hierzu betrachte z € 2¢ = {y¢ | 3s; € G (y1, 1) € 1}. Wihle y; € dom(x;) und ein
s1 € G, s0 daB (y1,51) € 7, und z = y¥ ist. Nach der Annahme () ist

Dy(y1,51,22) ={q € P | q < 51— I(y2,52) €x2(s2 € PN qg< sy A gy =)}
dicht in P unter p.
(5) g € Dy(y1,51,22) NG q < 1.

BEWEIS. Seir € G mit r < p, s1. Da D) (y1, 51, 22) dicht unter p ist, ist D) (y1, 51, 22)
auch dicht unter r. Da nach ?? D) (y1, s1,22) € M gilt und r € G ist, existiert nach 7?7
ein ¢ € Doy (y1,51,72) NG mit ¢ < r. Wegen r < s; ist ¢ wie benétigt. qed(5)

Sei nun ¢ wie in (5). Wegen ¢ € D(o)(y1,51,22) und ¢ < s existiert nach Definition von
Doy(y1, 51, %2) €in (Yo, 52) € 22 mit s € P, ¢ < s und ¢ IF 31 = y2. Nach Induktionsvor-
aussetzung gilt y = y5'. Wegen ¢ < s, und ¢ € G ist s, € G. Aus (1, 52) € x5 folgt also
yS € 2§ nach Definition von z§. Insgesamt ergibt sich z = y¥ € ¢ und dieses war fiir
(a) zu zeigen.

(b) Aus (a) folgt sofort, dass man die rekursive Definition von p IF v; = v, auf das Tripel
P, T1, T2 ausweiten kann, und dass diese im Grundmodell M ausgewertet werden kann.
(c) Angenommen, z¢ = 2§. Wir hatten im Beweis von (a) aus der gleichen Annahme die
Existenz eines p” € G hergeleitet, dass die Eigenschaften («) und (3) erfiillt (siehe (4)).
Nach (a) gilt dann p” |- 21 = 2. QED

Die Behandlung der Formel v; € vy ist wieder einfacher:
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Lemma 16.9

(a) plkaz1 €29 gdw. D := {qe P|3(y,s) €Exzs (s€EP ANqg<sAqlFx;=y)}
st dicht in P unter p

(b) Forcy, ey, ist in M mit Hilfe der Formel aus (a) definierbar.
(c) Wenn 2§ € 2§, so gibt es eine Bedingung p € G mit p IF z1 € 5.

BEWEIS. (a) Angenommen p |- 21 € z5. Um die Dichtheit von D zu zeigen, betrachte
eine Bedingung p’ < p. Dann gilt p’ IF z; € x,. Wihle einen Filter G, der P-generisch
iiber M ist und so dass p’ € G. Dann ist 2§’ € x$. Nach Definition von z§ existiert ein
(y,5) € 2o mit s € G und 2§ = y“. Nach Teil (c) des letzten Lemmas kénnen wir ein
r € G wahlen mit r IF z; = y. Wéhle ¢ € P mit ¢ <r,s,p’. Dann ist ¢ € D und ¢ < p'.

Umgekehrt sei die Menge D dicht in P unter p. Betrachte einen P-generischen Filter G
iiber M mit p € G. Da D dicht in P unter p € G ist, konnen wir eine Bedingung ¢ € DNG

wihlen. Nach Definition der Menge D wihle (y, s) € xs, so dass
seEPNqg<sNqlFzy=uy.

Dann ist s € G und y© € z§. Weiter ist 2§ = y“. Also ist 2{ € 2§, wie gewiinscht.
(b) folgt sofort aus (a).
e}

(c) Angenommen 2§ € x$. Nach Definition von 2§ existiert ein (y, s) € x5 mit s € G und

2§ = y“. Nach Teil (c) des letzten Lemmas koénnen wir ein » € G withlen mit r I z; = .

Wihle p € G mit p < r,s. Nach 16.5 gilt pIF 21 = y und p IF y € x9. Zusammen gilt dann
p I T1 € Xo. QED

Die Lemmas 16.6, 16.8 und 16.9 ergeben zusammen mit der Definition der Forcing-
Relation das folgende Forcing- Theorem als Schema iiber die Formel-Komplexitit:

Satz 16.10 Seien ¢(vo,...,Un_1) eine €-Formeln. Dann gilt:

(a) Die Relation Forc, ist im Grundmodell M definierbar.

(b) Fiir alle Namen iy, ..., 0,1 € M gilt: M|G] = ¢(i§,...,2% ) gdw. es eine Be-
dingung p € G gibt mit p Ik o(Zo, ..., Tpm1)-

16.4 Eigenschaften der Forcing-Relation Ii-.

Satz 16.11 Sei M ein Grundmodell und (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fir M.
Ferner sei ¢ eine €-Formel und xg,...,2,_1 € M. Dann gilt:

(a) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
(Z) P ”‘ (,O(ZI.Z(), e ,i‘n_l),’
(i) Vg <pqlto(do,... Tn1);
(iii) {q € Plql-o(tg,...,Tn1)} ist dicht in P unter p.

(b) {pe€Plplto(do,...,Tn1)V plk—p(tg,...,4n_1)} ist dicht in P und Element von
M.



KAPITEL 16 DIE ERZWINGUNGSRELATION 96

BEWEIS. (a) Es geniigt, (iii)—(i) zu zeigen. Angenommen,

D :={qe PlqlFp(ig,...,Zn_1)} ist dicht in P unter p. Betrachte einen P-generischen
Filter G iiber M mit p € G. Nach dem Forcing-Theorem ist D € M, und da G generisch
iiber M ist, ist DN G # 0. Wihle ¢ € DN G. Da q - ¢(zg,...,%,1), ist M[G] |

oz, ..., 2% ). Also gilt p - p(io, ..., dn 1)
(b) folgt sofort aus 16.6(b) und 16.10. QED

Wir halten nochmals fest, wie sich das Erzwingen entlang des Formelaufbaus ergibt:

Satz 16.12 Sei M ein Grundmodell und (P,<,1p) eine Forcing-Halbordnung fir M.
Ferner seien ¢ und ¢ €-Formeln und ¢, g, ..., Tyn_1 € M. Dann gilt:

(a) plk—=p(ig,...,Tm-1) gdw. =3q < pqlk o(Zo, ..., Tm_1)-

(b) plE(eAY)(Eo,..., Em-1) gdw. plF ©(Zo, ..., Em-1) und p - Y(To, ..., Tm-1).

(c) plE (V) (to,...,Em-1) gdw. {qg € P|qlF o(Zo,...,Tm-1) V qlE(i0,...,Tm-1)}
dicht in P unter p ust.

(d) plFYvep(vo, &1,. .., Em_1) gdw. Vg € M pl- o(Zo, ..., Tm_1)

(e) plF Jvgp(v,&y1,...,5m-1) gdw. {qg € P|3ig € M qIF p(io,...,Em—1)} dicht in P
unter p ist.

(f) p Ik Yu(vg € T — p(v,81,...,Zm-1)) gdw. Y(Zo,s) € © {qg € Plg < s — ¢ IF
(T, 1, ...y Tm_1))} dicht in P unter p ist.

(9) plF Jug(vg € & N @(v,1,...,8m1)) gdw. {¢g € P|I(ig,s) € & (¢ < s N qlF
o(Zo, @1,y ..., Em_1))} dicht in P unter p ist.

BEWEIS. Die Aussagen (a),(b) und (d) waren in 16.6 gezeigt.

(c) Angenommen p IF (¢ V ¢). Betrachte r < p. Wihle einen P-generischen Filter G iiber
M mit r € G. Dann gilt M[G]| = (¢ V ¢). Falls M[G] | ¢, wihle ein s € G mit s I .
Wihle ein ¢ < r, s. Dann gilt ¢ I- . Ahnlich verfihrt man, falls M[G] = 1. Damit ist die
gewiinschte Dichtheit gezeigt.

Umgekehrt sei die Menge D := {q € P|qIF ¢(Z¢,...,Zm-1) V qlF U(Zo,...,Tm-1)}
dicht in P unter p. Betrachte einen P-generischen Filter G iiber M mit p € G. Da G
generisch ist, kann man ¢ € GN D, ¢ < p wéhlen. Dann ist ¢ IF ¢ oder ¢ IF ¢, M[G] = ¢
oder M[G| = 1. Also M[G] = (¢ V ¥).

(e) Angenommen p I+ Jvg (v, @1, ..., Zy,_1). Betrachte r < p. Wihle einen P-generischen
Filter G iiber M mit r € G. Dann gilt M[G] | Jvy p(v, 3¢, ..., 25 ). Wihle ein iq € M

yYm—1

mit M[G] | p(i§,4¢, ..., 2% ). Wihle ein s € G mit s I+ (i, @1, ..., ipm_1). Wihle ein
q <r,s. Dann gilt q IF p(&g, %1, ..., Zm_1). Damit ist die gewiinschte Dichtheit bewiesen.
Umgekehrt sei die Menge D = {q € P|3dig € M q I+ o(do,...,&m-1)} dicht in P
unter p. Betrachte einen P-generischen Filter G iiber M mit p € G. Da G generisch ist,
kann man ¢ € G N D, ¢ < p wahlen. Wahle o € M mit ¢ |- ¢(&, ..., 4y _1). Dann gilt
MI[G] = @(§, ..., i ) und M[G] = Jvg ¢(vo, 2F, ..., 25 ).

(f) Angenommen, p I Voo (vg € & — @(v,Z1,...,%m_1)). Betrachte (&g,s) € &. Setze
D = {q€ Plg <s — ql- o(ig,&1,...,%m-1))}. Um die Dichtheit von D unter p zu

zeigen, betrachte weiter r < p. Wenn —r < s, so ist bereits » € D. Es sei also angenommen,
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dass r < s. Wahle einen P-generischen Filter GG iiber P mit » € GG. Dann ist p € G und
MI[G] = Vv (vg € #¢ — (v, 2§,...,2% |)). Weiter ist s € G und i§ € % Also

yYm—1

M|G) & @(a§,35,...,2¢ ). Wiahle t € G mit ¢ Ik (i, @1,...,Zm_1)). Wihle ¢ < r t.
Dann ist ¢ IF ¢(&o, Z1,...,Zm-1)) und g € D.

Umgekehrt sei V(ig,s) € © {q € Plg < s — q Ik o(&o,21,...,%m_1))} dicht in P unter

p. Betrachte einen P-generischen Filter G iiber M mit p € G. Betrachte ein z € €.
Nach Definition der Interpretationsfunktion gibt es (ig,s) € # mit s € G und i§ = z.
Setze D = {q € Plg < s — qIF ¢(&o,21,...,%m—1))}. Wiahle ein t € G mit t < s,p.
Nach Voraussetzung ist D dicht in P unter p und daher dicht in P unter ¢ € GG. Mit der
Generizitat von G wihle ¢ € GN D, ¢ < t. Dann ist ¢ < s und nach Deﬁnition von D ist

q Ik p(io, 1, ..., im)). M[G) E w(@§,3¢,...,25 ) und M[G] &= ¢(z,i¢,...,3¢ ).

Da z beliebiges Element von i¢ war, gilt M[G] | Vv, € d¢(vy, 2§, ...,25 ). Also
plEYu(vo € 2 — (v, 21, ..., Tm_1)).

(g) Angenommen p IF Jvg (vg € & A p(v,21,...,Em—1)). Betrachte r < p. Wéhle einen P-
generischen Filter i iiber M mit r € G. Dann gilt M[G] = Jvg (vo € 2% Ap(v, 2§, ..., 28 ).

»Ym—1
Wihle ein y € #¢ mit M[G] & ¢(y,4¥,...,2% ). Nach Definition der Interpretation
% von @ kbnnen wir (#g,s) € @ wihlen mit s € G und i§ = y. Dann ist M[G]
o(a§,2¢,...,29 ). Wihle t € G mit t I+ p(&g, 21, ..., %m_1). Wihle ¢ < r,s,t. Dann

zeigt ¢ die gewiinschte Dichtheit.

Umgekehrt sei die Menge D := {q € P|3(i9,8) € & (¢ < s A qlF (2o, 21,...,Em-1))}

dicht in P unter p. Betrachte einen P-generischen Filter G iiber M mit p € G. Da G

generisch ist, kann man ¢ € G N D q < p wahlen. Wahle (29,s) € 2 mit ¢ < s A ¢ IF

(o, T1y vy Tne 1)) Dann gilt 2§ € 9. Weiter gilt M[G] | o(i§,27,...,25 ). Also
M[G] = Elvo (vg € 2% A (v, 2§, ..., 29 ). QED

Bemerkung 16.13 Die umstindlichen Formeln fiir das Erzwingen der atomaren Formeln
xog = 1 bzw. zg € x1 lassen sich durch die Fille (f) und (g) des gerade bewiesenen Satzes
erkldren: beachte, dass xg =1 < Yyp € xoIy1 € 1 Yo =y1 A Yy1 € 21y € 2o Yo = W1
bzw. xg € 1 « dy; € x129 = Y.

17 ZFC in M[G].

Durch die im Grundmodell M definierbare Forcing-Relation haben wir uns nun die Mog-
lichkeit verschafft, Namen fiir die Mengenexistenzen in den komplizierteren Zermelo-
Fraenkelschen Axiomen zu konstruieren.

Satz 17.1 Es gilt (Aus)™“.

BEWEIS. Sei (v,) eine €-Formel und seien y,Z € M][G]|. Nach 11.4 haben wir zu
zeigen:

(1) {veyle M} e MG
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BEwEIs. Wihle Namen v, Z € M mit y=9y%und 7= € und setze
t .= {(&,p) | cdom(y) Ape P Aplk (i ey A o 2))}.

Es gilt t € M, da die Forcing-Relation in M definierbar ist und M insbesondere das
Aussonderungsschema erfiillt. (1) folgt nun sofort aus

(1.1) 9 ={ve i plv, 26)MEN,

BEWEIS. zu ,C“ Sei v € t“. Nach Definition von M[G] gilt dann v = @, wobei (i, p) €
fiir ein p € G. Aus (2,p) € t folgt p IF (& € y N o(%, g)), was wegen p € GG nach dem
Forcing-Theorem auf (i% € §“ A go(ﬂbG,Zz’))M[G], also 2% € % A @(iG,Zé)M[G] fiihrt.
Wegen v = #¢ bedeutet dies gerade, dak v Element der Menge auf der rechten Seite von
(1.1) ist.

zu , 0% Es gelte v € 59 A ¢(v, 73?;)M[G}. Wegen v € 9 existiert nach Definition von ¢
ein (4, ¢) € y mit ¢ € G, so dak v = 2 ist. Nach 16.5 gilt

(x) qlFzey.

Wegen @(iGza)M (@] existiert nach dem Forcing-Theorem ein r € G mit
(%) 7 IF (i, 2).

Sei p € G eine gemeinsame Verstiarkung von ¢, r. Dann gelten (x) und (x%), wenn man ¢
bzw. r durch p ersetzt, so daR (&,p) € t ist. Wegen p € G ist dann v = 2% € tY. qed(1.1)
Damit ist (1) bewiesen. qed(1)

Aus (1) ergibt sich (Aus)™. QED

Satz 17.2 Es gilt (Pot)™“.

BEWEIS. Sei a € M|[G], etwa a = a® mit @ € M. Nach 11.4 ist P(a) N M[G] € M|G] zu
zeigen. Setze
s:={ye M|y Cdom(a) x P}.

Wegen (Pot)" und dom(a) x P € M ist s € M. s ist die Menge von kanonischen Namen
fiir Teilmengen von a. Wir setzen t := %y, 1p) | § € s}. Wegen s € M und (Ers)" ist

teM:t={zeM|3Jyes(z=(y,1p))" }.
(1)  P(a) N M[G] C tC.

BEWEIS. Sei 2 C a, z € M[G]. Sei 2 € M mit ¢ = 2. Wir definieren einen ,kanonischen
Namen® fiir z durch y := {(&,p) € dom(a) x P |plF (& € 2)}. Wegen dom(a) x P € M
und (Aus)™ ist j € M. Folglich ist § € s und somit (7, 1p) € t, was

(1.1) % et®
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impliziert. Es verbleibt zu zeigen, daf y tatséichlich ein Name fiir z ist, daf also gilt
(1.2) 29 =4C.

BEWEIS von (1.2). zu ,C* Sei x € 2. Wegen 2% C a = 4% ist dann auch z € a%, so daR
nach Definition von ¢“ ein Paar (i, ¢) € dom(a) x P mit q € G existiert, so daf x = i
gilt. Wir haben dann 2% € ¢, was auf (% € 2G)M[G} fiihrt. Nach dem Forcing-Theorem
existiert ein p € G mit p I (¢ € Z). Dann ist (&,p) € §. Wegen p € G folgt hieraus
% € 9%, was z € “ bedeutet. Dies war zu zeigen.

zu , 0% Sei z € y“. Dann existiert nach Definition von ¢ und ¥ ein Paar (i,p) €
dom(a) x P mit p I (# € 2) und p € G, so daR x = % ist. Aus p I+ (i € 2) folgt

(#¢ e 29)M pach dem Forcing-Theorem. Letzteres ist mit #¢ € €, also z € €
gleichwertig. Dies war zu zeigen. qed(1.2)
Aus (1.1) und (1.2) folgt sofort z € t“; dies war zu zeigen. qed(1)

Da z C a eine Yy-Formel ist, folgt aus (1): P(a) "N M[G] ={z €t |2 Ca} = {2 € tY|
(z C @)™}, Wegen (Aus)™“ ist die rechts stehende Klasse ein Element von M|G].
Dies war zu zeigen. QED

Satz 17.3 Es gilt (Ers)™.

BEWEIS. Sei ¢(u, v, %) eine €-Formel. Seien a, z € M[G], so dak

(x)  Va,yy' € MG ((p(z,y, )M A p(a,y, )M — y =)

gilt. Es ist zu zeigen, dak s := {y € M[G] | 3v € a p(z,y, )M} € M[G] ist. Wegen
(Aus)M[G] geniigt es, ein t € M zu finden, so da s C t¢ gilt. Sei a = a“, Z = :¢. Wikhle
mit Hilfe des Ersetzungsaxioms in M ein S € M, so dak fiir alle & € dom(a) gilt

(1) vpeP (ByeMpllij,2) — 3 eSplkplii ).

Sei nun ¢t := {(r,1) | » € S}. Mit den iiblichen Argumenten folgt ¢ € M. Wir zeigen
s C tY. Hierzu sei y € s. Dann existiert ein € a mit

2 ele,y, HM.
Wegen z € a = a“ existiert ein Paar (1,q) € @ mit ¢ € G, so daf x = i ist. Sei y € M

mit y = y. (2) bedeutet dann
(3) (€ §¢, 6O,

Nach dem Forcing-Theorem existiert ein p € G mit p I+ (i, 3, 7). Nach (1) existiert ein
¢y € S mit plk p(z,9,2). Wegen p € G impliziert das Forcing-Theorem

(@, 4%, 2N A (9, 2N,
was nach (¥) ¢ = /¢ impliziert. Da aus /' € S folgt ¢/ € t“, haben wir y = ¢ = /¢ €
t¢ nachgewiesen. Dies war zu zeigen. QED
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Satz 17.4 Es gilt ZFMY,

Satz 17.5 Sei N ein transitives ZF -Obermodell von M, das G als Element enthdlt; d.h.,
N st ein transitiver Term mit ZFY, M C N und G € N. Dann gilt

(a) (29N =i%e N fir alle i € M.
(b) Definiert man intg: M — V durch intq () := 99, soistintg [ x € N fiir allex € M.

BEWEIS. zu (a). Wir zeigen dies durch eine Induktion iiber die Relation R aus ?7?. Sei
19 = % € N gezeigt. Dann gilt

# € M und fiir alle yR% sei (y
i9={zIpeGI(Wp) i rz=y)}

=U{z130 €G3 (@0 =w A 2= 9} |we i}
{zeN|IpeGIWeN(yp =wAz=H)} ‘ w E :I:} (nach Ind.Vor.)

Ui

U{ze N1 eGEI(wp) =w A 2= i)Y}
U

U

wedv}

7
€N wegen (Ers)Y und GeN

UGN‘EIwEx'v:{ZGN|EIpEG(Ely((y,p)Zw/\ZZ?JG))N}}

{UGN’EIwE:t(v:{z|3p€GE|g)((y,p):w/\z:yG)})N}

N /
-~

€Nwegen (Ers)™
e N, wegen (|J-Ax)".

M[G] G

. N . . . . . . .
(#9)" = &% beweist man nun genau wie (i¢) = 4% im Beweis von ?7?.

zu (b). Sei x € M.

intg z={ueN|IeaxIzeN(Ez=4% Au=(y,2))} (wegen §° € N und (Paar)")
— (e N|Fer@e(e=i% Au=(12)"} (wegen (a))
€ N, wegen (Ers)".

Damit ist der Satz vollstindig bewiesen. QED

Als unmittelbare Folgerung erhalten wir:

Corollar 17.6 M|G| ist das C -kleinste transitive Modell N von ZF mit M C N und
GeN.

BEWEIS. Nach Teil (a) des Satzes ist fiir jedes solche N % € N fiir alle & € M, also
M[G] € N. Wegen ZFM“ ist also M[G] das C -kleinste transitive ZF -Modell, das M
erweitert und G als Element enthélt. QED

Mit Hilfe von 17.5 zeigen wir auferdem, daf das Auswahlaxiom in M|G] gilt.
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Lemma 17.7 Es gilt (AC)M.

BEWEIS. Da bereits ZFMI¢ nachgewiesen ist, geniigt es, eine unter ZF zu (AC) &qui-
valente Aussage zu beweisen. Hierzu zeigen wir zunéchst

(1) ZF+ (AC) ——Vo3/3B€On3f (¢/ Da A f: 825,
BeEwEIs. Nach 6.1 gilt:

(x) ZFF (AC)——Vz3B e On 3f f: 3L

Hieraus folgt sofort ,,=*.

zu ,<=“. Sei ' O z und f: B 0 Setze u = {min f~*[{y}] | y € z}. Dann ist u C § und
g = f | u ist eine Bijektion g: w2 1. Sei v der MosSTOWSKI-Kollaps von (u, <) und

ey Y9y die Inverse des MoSTOWSKI-Isomorphismus’ von (u, <). Dann ist gom: L
Also ist die rechte Seite von (x) erfiillt. qed(1)

(AC)M ist also gezeigt, wenn wir verifizieren:

(2) (V232’38 €O0n3f (v’ Da A f: B2 )M,
BEWEIS. Die zu zeigende Behauptung ist wegen OnM € — On™ = OnnNM (siehe 15.12)
und der M|[G]-V-Absolutheit von x C 2’ und f: 375 2/ (sieche ??) gleichwertig mit

Vo € M[G]32' € M[G]36 € OnNM 3f € M[G] (' Dz A f: 85 4").
Sei also x € M[G]. Sei # € M mit x = 2. Da ZFCY gilt, folgt aus (x): (Ig33 €
On g: ﬁ%dom('))M Wegen (g: ﬁ%dom('))M = ¢ ﬁ%dom(') bedeutet dies
dg € M 36 € OnnNM g: ﬁ—>dom( ). Seialso f € OnNM und g € M mit g: ﬁ—>dom( ).
Nach 17.5ist h := inte | dom(z) € M[G]. Also ist ' := ran(h) € M|G]; nach Definition

von ¢ ist 4% C 2/. Sei f := hog. Es ist ran(f) = ran(h) = 2’. Es verbleibt also,
[ € MI|G] zu zeigen. Hierzu:

hog={z € dom(g) x ran(h) | Ju,v,w ((u,v) € g A (v,w) €L A z = (u,w))}
={z € dom(g) x ran(h) | Ju,v,w € M[G] ((u,v) € g A (v,w) € h A z = (u,w))}
(wegen g, h € M[G])
—{z € dom(g) x ran(h) | (Gu,v,w ((u,v) € g A (v,w) € h A z = (u, )™} € M[G]
(wegen (Aus)™(].
2/, B und f sind also wie bendtigt. qed(2)

Damit ist das Lemma bewiesen. QED

Aus 17.6 und 17.7 folgt sofort:

Satz 17.8 M|[G] ist ein abzdihlbares, transitives Modell von ZFC. Es ist das C -kleinste
transitive ZFC -Obermodell von M, das G als Element enthdlt.
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18 Ein Modell fiir die Kontinuums-Hypothese

Zu Beginn der Entwicklung der Mengenlehre zeigte Georg Cantor, dass die Menge der
reellen Zahlen iiberabzéhlbar ist (Satz 1.1). Ihre Kardinalitét l4sst sich kardinalzahlarith-
metisch ausdriicken als

R = 2%,

Cantor vermutete, dass die Kardinalitdt der Menge der reellen Zahlen die kleinste iiberab-
zahlbare Kardinalzahl ist, d.h. dass R = X;. Wir wollen in diesem Kapitel durch Forcing
ein Modell der Mengenlehre konstruieren, in dem diese Kontinuumshypothese, abgekiirzt
CHgilt.

Als Forcing-Halbordnung wird die Menge aller abzdhlbaren Approximationen an eine
Surjektion von N; auf P(w) verwendet. In der generischen Erweiterung existiert dann eine
solche Surjektion von der Zahl X; des Grundmodells auf die Menge P(w) des Grundmodells.
Es bleibt zu zeigen, dass in der betrachteten Situation X; und P(w) zwischen Grundmodell
und Erweiterung absolut sind.

Wir fixieren ein Grundmodell M. Definiere eine Forcing-Halbordnung P = (P, <,1p) in
M:

Es sei P := Fn(N, P(w),N)M = {p € M | p:dom(p) — P(w) A V< N;} die Menge
aller abzidhlbaren partiellen Funktionen von ®; in P(w), gebildet im Grundmodell M.
Definiere die Halbordnung auf P durch: p < g := p D ¢, und 1p := (.

Sei G ein P-generischer Filter iiber M mit zugehoriger generischer Erweiterung M[G].
Wir wissen bereits, dass M |G| = ZFC, und wir wollen zeigen, dass M[G] = CH.

Lemma 18.1 3f € M[G] f: XM 2% p()M
BEWEIS. Sei f := |JG. Es ist f € M[G] wegen (|J-Ax)™),
1) N = Pw)™

BEWEIS. Da die Elemente von G paarweise kompatible partielle Funktionen p: XM >— P(w)M
sind, folgt f: XM >— P(w)™. Um dom(f) = R zu verifizieren, betrachte @ < RM; es ist
a € dom(f) zu zeigen. Setze hierzu

D = {peP|acdom(p)}.

Wegen D = {p € P | (o € dom(p))M} ist D € M nach (Aus)". D ist dicht in P. Um dies
zu sehen, fixiere p € P. Ist a € dom(p), so ist p € D und wir sind fertig. Ist o ¢ dom(p),
so setze ¢ := pU {(a, g)}, wobei g € (“2) beliebig ist, etwa die Nullfunktion: g(n) = 0
fiir alle n < w. Offenbar ist ¢ € P und ¢ < p; ferner gilt ¢ € D. Also ist D Element von
M und dicht in P. Da G generisch iiber M ist, existiert p € G N D. Dann ist p C f und
es gilt a € dom(p) C dom(f). Dies war zu zeigen. qed(1)

(2)  ran(f) = P(w)™.
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BEWEIS. Sei z € P(w)™ = P(w) N M. Es ist 2 € ran(f) zu zeigen. Die Menge
D = {pe€P|zeran(p)}

ist ein Element von M. Um zu sehen, dafs D dicht in P ist, betrachte p € P. Wegen

7" < XM Kkann p nicht jedem o < XM einen Wert zuweisen. Also existiert o < R it
a ¢ dom(p). Sei ¢ := pU {(a,2)}. Dann gilt ¢: XM >— P(w)M] 7" < M und ¢ < p.
Ferner ist ¢ € D. Also ist D in der Tat dicht in P. Da G ein P-generischer Filter iiber
M ist, existiert p € GN D. Dann ist p C f und es gilt z € ran(p) C ran(f). Dies war zu
zeigen. qed(2)

Fiir den Absolutheitsbeweis von ®¥; und P(w) zwischen M und M |G| brauchen wir einige
Vorbereitungen:

Definition 18.2 Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung. P ist X;-abgeschlossen oder
abzihlbar abgeschlossen := VA < 8, ¥p € AP 3 € P (vz, JEN(G < —plh) <

p(i)) — Vi< Ag< p(@'))-

Bemerkung 18.3 P ist also genau dann abzéhlbar abgeschlossen, wenn jede abzdhlbare
absteigende <-Kette in P eine untere Schranke in P hat.

Die oben definierte Forcing-Halbordnung(P, <, 1p) ist, im Grundmodell M, abzéhlbar ab-
geschlossen, denn die Vereinigung einer abzdhlbaren Menge paarweise kompatibler Funk-
tionen aus P ist wieder ein Element von P und eine gemeinsame untere Schranke der
Menge.

Es gilt nun der folgende wichtige Erhaltungssatz:

Lemma 18.4 Fir a,b€ M mita" < XM und h € M[G] mit h:a — b ist h € M.

BEWEIS. Es geniigt, den Spezialfall a = w zu betrachten. Wéhle einen Namen h e M
mit h% = h. M[G] = hY : 0% — b= b“. Wihle eine Bedingung p € G mit p - h: @ — b.
Wir arbeiten mit einem Dichtheitsargument:

(1)  Die Menge D := {q|3f € M qIF h = f} ist dicht in P unter p.

BEWEIS. Betrachte » < p. Arbeite in M und definiere eine Funktion f : w — b und eine
Folge (r;| i < w) von Bedingungen durch eine gemeinsame Rekursion: Fiir alle n < w gilt
rI- 3z € b i(n) = 2. Nach dem Satz iiber das Erzwingen von beschrinkt quantifizieren
Formeln kénnen wir ein 79 < 7 und ein f(0) € b wihlen mit 7, I+ A(0) = (£(0)). Rekursiv
wihle entsprechend 7,41 < 7, und f(n+1) € bmit 7,4, - A((n+1)) = (f(n+1)). Dann ist
(rn|n < w) eine absteigende w-Folge in P, und wegen der abzéhlbaren Abgeschlossenheit
von P gibt es ein ¢ € P mit Vn ¢ < . ¢ IF h : @ — b und fiir alle n < w, ¢ IF h(R) =
(f(n)y= f(n). ¢ IF¥Ym € & h() = f(m) und ¢ IF h = f. qed(1)
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Da G generisch ist und p € G, gibt es ein ¢ € GN D. Wéhle f € M mit ¢ I- h = f. Dann
ist h=h" = f¢=fec M. QED

Lemma 18.5 ¥ = M

BEWEIS. Wir zeigen, dass R} eine Kardinalzahl in M|[G] ist. Falls nicht, so gibt es eine
Ordinalzahl o < R und eine Bijektion h : a < ¥ h € M[G]. Nach dem vorangehenden
Lemma ist & € M, und wir haben: M = h : a < XM, Daraus wiirde folgen M = RM ist
keine Kardinalzahl, Widerspruch. QED

Lemma 18.6 P(w)M = p(w)MIA],

BEWEIS. Betrachte x C w, x € M|[G]. Es geniigt zu zeigen, dass € M. Sei h : w — {0,1}
die charakteristische Funktion von x: h(n) = 1 gdw. n € x. Wegen der Absolutheit der
Definition ist & € M[G]. Nach dem obigen Lemma ist » € M. Dann aber ist z = h™![1] €
M. QED

Zusammen erhalten wir: f: XM 2% p ()M QED

Das Lemma besagt aber gerade, dass in M [G] die Cantorsche Kontinuumshypothese erfiillt
ist.

Wir haben gezeigt, dass man aus jedem Grundmodell ein Modell von ZFC+CH konstru-
ieren kann:

Satz 18.7 (Goédel) Wenn ZFC konsistent ist, so ist auch das System ZFC + CH kon-
sistent

Wir miissen jetzt noch eine Analyse der Verwendung von Grundmodellen anschliefen.

19 Ein Modell fiir -CH

In diesem Kapitel definieren wir generische Erweiterungen, in denen die Cantorsche Konti-
nuumshypothese verletzt ist. Durch eine geeignete Forcing-Halbordnung werden zu einem
Grundmodell viele reelle Zahlen adjungiert, ohne die Kardinalzahlstruktur des Grundmo-
dells zu verdndern. Unter einer reellen Zahl verstehen wir hier eine Funktion c:w — 2.
Sei also M ein Grundmodell und x € Card™. Definiere die Forcing-Halbordnung (P, <, 1p)
durch:

P =Fn(k X w,2,8) = {p|p:dom(p) — 2, dom(p) C k X w, D < No};

Wie zuvor definiere die Halbordnung auf P durch: p < ¢ := p D ¢, und 1p := 0.
Sei G ein P-generischer Filter iiber M mit zugehoriger generischer Erweiterung M[G].
Wir wissen bereits, dass M[G] = ZFC, und wir wollen zeigen, dass M[G] = -CH. Wir
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zeigen zunichst, dass es in M|G|x paarweise verschiedene reelle Zahlen gibt. Arbeiten in

M[G]. Sei f = JG.
(1)  [firkxw—2.

BEWEIS. Da die Elemente von G paarweise kompatible partielle Funktionen p: Kk x w D— 2
sind, folgt f: xxw D— 2. Um dom(f) = k X w zu verifizieren, fixiere (o, n) € r X w beliebig.
Wir arbeiten in V', um (a,n) € dom(f) zu beweisen. Die Menge

D :={peP|(a,n) e dom(p)}

ist wegen (a,n) € dom(p) <= ((a,n) € dom(p))" nach (Aus)" ein Element von M.
D ist dicht in P. Um dies zu sehen, sei p € P beliebig. Ist (a,n) € dom(p), so sind wir
fertig. Ist (a,n) ¢ dom(p), so setzte ¢ := p U {((c,n),0)}. Dann gilt ¢ € P und ¢ < p.
Ferner ist ¢ € D. Also ist D dicht in P. Sei p € G N D. Dann ist p C f und es folgt
(o,n) € dom(p) € dom(f). Wegen der Absolutheit der Formel («,n) € dom(f) folgt
((ar,n) € dom(f))™); dies war zu zeigen. qed(1)

Fiir o < k definiere

o = (flayn) | n<w).
Nach (1) ist ¢, € “2. Diese COHEN-Zahlen sind paarweise verschieden:
(2) Va<f<kIn<wcy(n)#cs(n).

BEWEIS. Es ist die Existenz eines n < w zu zeigen, so dall f(«,n) # f(8,n) ist. Hierzu
arbeiten wir in V. Sei

D = {p epP ‘ In <w ((o,n) € dom(p) A (B,n) € dom(p) A p(a,n) %p(ﬁ,n))}

Man sieht leicht, dafs die definierende Formel von D ohne Verdnderung der Aussage auf
M relativiert werden kann; z.B. gilt im Fall (o, n), (3,n) € dom(p):

7?7 7?7
(p(er,n) # p(B,n)™ <= (p(a,n)™ # (p(B,n)™ <= pM(a,n) # p™(5,n)
< pla,n) # p(Bn).
Nach (Aus)" gilt also D € M. D ist dicht in P. Um dies zu sehen, fixiere p € P beliebig.

Wegen (7 < Ro)™ und (k xw = & - Ry > Rg)" existiert ein n < w mit (a,n) ¢ dom(p)
und (3,n) ¢ dom(p). Sei

q =pU {((a,n),O), ((67 n), 1>}

Dann ist ¢ eine partielle Funktion von x x w nach 2, ferner ¢ € M und EM < Nyp. Es gilt
g <pund q € D. Also ist D in der Tat dicht in P. Sei nun p € G N D. Dann gilt p C f.
Wihle n < w mit (o, n), (8,n) € dom(p) und p(a,n) # p(B,n). Dann gilt

f(Oé,?”L) :p(a,n) #p(ﬁ,n) = f(ﬁ?n)
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Hieraus folgt (f(cv,n) # f(8,n))™“); dies war zu zeigen. qed(2)

Im Modell M|G]| gilt daher:

2% — 22{ca]a</£}(i)ﬁ(*:)/i.

Im Fall K = R) ist damit aber noch nicht die Negation der Kontinuumshypothese in
M|G] gezeigt, da es denkbar wire, dass die Kardinalzahl Ry des Grundmodells kleiner
als die Kardinalzahl R, der generischen Erweiterung ist. Tatséchlich aber sind bei der
vorgestellten Konstruktion Kardinalzahlen absolut zwischen M und M|G]|. Hierfiir zeigen
wir, dass die benutzte Forcing-Halbordnung eine bestimmte kombinatorische Eigenschaft
hat, die die Absolutheit der Kardinalzahlen impliziert.

19.1 Kombinatorische Eigenschaften von P

Die Kardinalzahlstruktur eines Modells wird durch die Klasse der Abbildungen f : o — (3
bestimmt. Angenommen, f¢ : & — S und 1p I f : 5 — 4. Falls p IF f(d) = By,
q - f(d) = 31, und [y # (1, so sind die Bedingungen p und ¢ inkompatibel, p L ¢. Wenn
wir unter einem potentiellen Wert von f (cv) ein [ verstehen, fiir das es eine Bedingung p
mit p I+ f () = (3 gibt, so fiihrt eine grofe Menge von potentiellen Werten zu einer ebenso
grofsen Antikette in P, d.h. zu einer Menge von paarweise unvertriaglichen Bedingungen.
Auf diese Weise lisst sich der Wertebereich von f schon im Grundmodell beschriinken.

Definition 19.1 Sei (P, <,1p) eine Forcing-Halbordnung und x € Card. Wir definie-
ren:

(a) A ist eine Antikettein P := ACP AVp,qe A(p#q—pLq).
(b) A ist maximale Antikette in P
:= A ist Antikette in P A VA'(A' D A A A’ ist Antikette in P — A" = A).
(c) (P,<,1p) hat die x-Antiketten-Eigenschaft := VA (A ist Antikette in P —

A < k).
(d) (P,<,1p) hat die abzihlbare Antiketten-Eigenschaft:= (P, <, 1p) hat die N;-
Antiketten-Eigenschaft.

Satz 19.2 Fiir alle Mengen X besitzt die Halbordnung Fn(X,2,R,) die abzdhlbare Antiketten-
Eigenschafft.

BEWEIS. Angenommen, A sei eine iiberabzahlbare Antikette in Fn(X,2,8;). Da die
Vereinigung von abzdhlbar vielen hochstens abzéhlbaren Mengen hdchstens abzdhlbar
ist, gibt es ein n < w und ein iiberabzihlbares A’ C A, so dass Vp € A’'p = n. Wihle
ein beziiglich der Inklusion maximales r € Fn(X,2,8,), so dass es ein iiberabzdhlbares
A" C A’ gibt mit Vp € A”r C p. Wihle ein beliebiges py € A”. Wegen der Maximalitét
von 7 konnen wir fiir jedes x € dom(py \ ) ein hochstens abziahlbares B, C A” wihlen,
so dass Vp € A"\ B, x ¢ dom(p). Setze B = | ) By Fiir alle p € A"\ B gilt

z€dom(po\r
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dann dom(p) N com(py) = dom(r) und p U py ist eine Bedingung in Fn(X,2,R;). Dann
aber sind p und p, verschieden und kompatibel, obwohl A eine Antikette in Fn(X,2,R)
ist. Widerspruch. QED

Wir kénnen nun eine “Uberdeckungseigenschaft” fiir Funktionen zeigen, die besagt, dass
wir Funktionen der generischen Erweiterung im Grundmodell bis auf abzéhlbare Abwei-
chungen approximieren kénnen.

Satz 19.3 Seien a,b € M und f € M|G], f:a — b. Dann gibt es eine Funktion F' € M,
F:a — P(b), so dass

(a) Yz € a f(x) € F(x);

(b) Vo e€a F(x) <Ry.

BEWEIS. Wihle einen Namen f e M mit f¢ = f. Wihle ein p € G mit p I+ fia —
b. Definiere F:a — P(b) durch F(z) = {y € b|3q < p ¢ I+ f(x) = §}. Wegen der
Definierbarkeit der Forcing-Relation in M ist F' € M. ‘

(a) Betrachte x € a. Sei f(x) = y. Dann gibt es ein g € G, ¢ < p mit ¢ I f(z) = §. Nach
Definition von F' ist dann f(z) € F(z). .

(b) Betrachte « € a. For all y € F(x) wéhle eine Bedingung p, < p mit p, I+ f(z) = 9.

(1) Firy,ze€ F(x),y # zist p, L p,.

BEWEIS. Angenommen, es wire ¢ < p,,p.. Dann ¢ I~ f(a:) =19, qlF f(:c) = Z und
qlF f:a—0b. Also ¢ IF § = Z und y = z, Widerspruch. qed(1)

Damit ist die Abbildung y — p, eine Injektion von F(z) in die Antikette {p, |y € F(z).

Nach dem vorangehenden Satz ist {p, |y € F(x) hiochstens abzéhlbar, also F'(z) < Ry.
QED

Satz 19.4 Angenommen, die Forcing-Halbordnung P besitzt die abzdihlbare Antiketten-
Figenschaft. Dann ist die Formel “3 ist eine Kardinalzahl” absolut zwischen M und M[G].

BEWEIs. Wenn M|G]| =“f ist eine Kardinalzahl”, so ist auch M E=“f ist eine Kardi-
nalzahl”, da die Menge der Abbildungen von  nach 8 in M der in M|[G] vorhandenen
Abbildungen ist.

Betrachte nun den Fall, dass M[G] =5 ist keine Kardinalzahl”. Wihle ein o < 5 und
eine Surjektion f:a — [. Dann ist @« > w. Nach dem vorangehenden Satz konnen wir
eine Funktion F' € M wéhlen mit F: o — P(() und

(a) Vzea f(x) € F(x);

(b) Vz € WM < Ng.

Da f surjektiv ist, gilt: 5 C (U, , F(x) und EM <D reaNo < a'ng < WM < a. Also
M E=“p ist keine Kardinalzahl”. QED
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Wenn wir nun die obige Forcing-Halbordnung Fn(x x w,2,R¢) mit x = R vornehmen,
so gilt fiir eine generische Erweiterung M|G|:

Damit ist M[G] ein Modell der Negation der Kontinuums-Hypothese. Wir erhalten als
relatives Konsistenzresultat:

Satz 19.5 (Cohen) Wenn ZFC konsistent ist, so ist auch das System ZFC + —-CH
konsistent

20 Die relative Konsistenz von = (AC).

Um Kon(ZFC) — Kon(ZF + - (AC)) zu beweisen, haben wir nach ?? ZFC und die
Existenz eines Grundmodells M vorauszusetzen und die Existenz eines Termes M’ zu
verifizieren, so dak (ZF + — (AC))™" gilt. Bisher war stets M’ eine gewisse generische
Erweiterung von M. Dies ist in dem nun zu behandelnden Fall nicht moglich, da in jeder
generischen Erweiterung von M das Auswahlaxiom gilt. Wir wéhlen fiir M’ eine geeignete
Teilklasse einer geeigneten generischen Erweiterung von M.

Beim Nachweis der relativen Konsistenz von (AC) haben wir das innere Modell HOD der
erblich ordinalzahldefinierbaren Mengen betrachtet, siehe 13.5. Wir verallgemeinern diese
Konstruktion wie folgt. Sei A ein Term mit A € V. Sei

OD(A) = {:c )39 €On 3y e Fml(€)Ja<hIe<¥A
(zeVihzeVyAACT AV eV (y =2 (Vi€) Xl AD) )
die Klasse der iiber A ordinalzahldefinierbaren Mengen und
HOD(A) := {z | TC({z}) € OD(A)}

die Klasse der iiber A erblich-ordinalzahldefinierbaren Mengen. Entsprechend
13.7 zeigt man, dak HOD(A) ein inneres Modell der Mengenlehre ist, d.h., wir haben

Satz 20.1 Es gilt ZFC + (HOD(A) ist transitiv). Ist ferner ¢ ein ZF -Aziom oder eine
Instanz eines ZF -Schemas, so gilt ZFC F pHOPA),

Auferdem folgt

Lemma 20.2 A € HOD(A).

BEWEIS. Wegen A € V existiert ein # € On mit TC({A}) € V,. Wir konnen 6 > w
annehmen. Sei
X, 0,w) = TV (& € y — & € TO({w})".
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Dann gilt, mit z := 0, o := 1,
TCH{AN) €eVe Nz eVg N AeVy ANVy eVy (y=TCH{A}) «— (Vo, €) F x[y, a, 2, 4]),
also TC({A}) € OD(A). Dies bedeutet A € HOD(A). QED

Sei nun M ein Grundmodell und P := Fn(w x w,2,8)™. Sei G ein P-generischer Filter
tiber M. Wie im letzten Kapitel gesehen, adjungiert P Ny-viele COHEN-Reals (¢;|i < w) zu
M hinzu; es ist ¢; = f(i,.) mit f = |JG. Wir interpretieren ¢; € “2 als charakteristische
Funktion einer Teilmenge a; von w; d.h., fiir ¢ < w setzen wir

a; == {n<w|¢(n)=1}.
Man sieht sofort a; € M[G] und
A = {a; |i <w} e M[G].
Sei M’ := (HOD(A))M.
Satz 20.3 M’ ist transitiv und es gilt ZF™'.
BEWEIS. Wegen ZFC F VuVov ((u € v A v € HOD(A)) — u € HOD(A)) folgt

<VuVU (u€v A veHOD(A)) — u € HOD(A)))M[G],

also
Vu € M[G)Vv € M[G] ((u € v A v e HOD(A)ME) — u e HOD(A)MIE),

Da M|G] transitiv und HOD(A)™I¢] C M|G] gilt, kann man hier die Beschrinkung der
Laufvariablen auf M[G] ohne Verdnderung der Aussage eliminieren. Die entstehende e-
Formel besagt gerade, daf M’ transitiv ist.

Sei nun ¢ ein ZF-Axiom oder eine Instanz eines ZF -Schemas. Es ist ™ zu zeigen.
MI[G]
Nach 20.1 gilt ZFC - oHOP(4) Nach dem Modell-Lemma ?? folgt hieraus (¢HOD<A>)

wegen ZFCY [, Es geniigt also, folgendes zu zeigen:
, MIG]
(1) Sei ¢ eine e-Formel. Dann gilt: "' «— (@HOD(A))

BEWEIS. Wir machen eine Induktion iiber den Aufbau der €-Formeln. Der einzige nicht-
triviale Fall ist der Fall ¢ = Jx ¢ (x, 7). Hier folgt

oM — Tz (:L‘ c M A le(a:,gj))

— Jx (1’ eM A (¢(m,y_')HOD(A))M[G}> (nach Ind.Vor.)
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<— dr (:c € (HOD(A))M[G} A (w(x’g)HOD(A))M[G]>
< Jr € M[G] (;C c (HOD(A>>M[G] A (¢<I7?7)HOD(A))M[G}>
(wegen (HOD(A))M[G] C M[G))

MI[G)
— 3z e M[C] (x € HOD(A) A ¢(x,g)HOD<A>)

— (Elx (x € HOD(A) A w(x,y_')HOD(A))>M[G}

M(G]

( SOHOD(A)) '
Dies war zu zeigen. qed(1)
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Wir zeigen nun

Satz 20.4 A hat keine Wohlordnung in M’. Insbesondere gilt also (— (AC))™".

BEWEIS. Angenommen, dies ist nicht der Fall, d.h., es gilt (A hat eine Wohlordnung)M,
Da nach 6.1 die Existenz einer Wohlordnung einer Menge unter ZF gleichwertig ist zur
Existenz einer Bijektion von einer Ordinalzahl auf diese Menge, folgt hieraus (3f In (n €
On A fin LN ))M/. Durch Hineinziehen der Relativierung und Ausnutzen der iiblichen
Absolutheitsargumente erhilt man als dquivalente Aussage die Existenz eines f € M’ und

eines 7 € OnNM’ mit f:1 22

1 Es gibt eine €-Formel y (v, v1, U3, v3, v4), €in & € OnNM|[G] und ein z € < ¥ A, so
( ) g X\ Vo, ) y U3y ) )
dafk folgendes gilt: Ist ¢ < w, so existiert ein § < n mit (a; = x. x(z, o, 3, 2, A))M[G].

Hierbei ist

e p(x,y) = {z Va ((Y(x,9) ANV (2, 9) —x=2a")) — z € x)}

dasjenige eindeutig bestimmte x mit ¢ (z, ), falls ein solches existiert (und = V'
sonst).

BEWEIS. Wir arbeiten in M[G]. Sei i — ¢; eine definierbare Bijektion zwischen w und
Fmly(€), vgl. 7. Sei

o(v,0,1,7,v3,04) = (vE VypAus € VgAvy € VyAVus € Vy (v5 = v > (Viy, €) = @ilvs, a, v3,04])).

Wegen f € HOD(A), also TC({f}) € OD(A), und f € TC({f}) ist f € OD(A). Also
existieren € On, i < w, v < # und z € <YA mit ¢(f,0,i,7v,2 A). Man sieht leicht,
dak

(1.1) Yo (p(v,0,i,7,2,A) «— v =f)
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gilt. Wir fassen die Parameter 6,7, zu einem Ordinalzahlparameter zusammen. Hierzu
statten wir On x On x On mit der lexikographischen Wohlordnung < aus: Fiir (o, (1, (2), (&0, &1,&2) €
On x On x On ist gesetzt

(€0, C15C2) < (£0,€1,&2) = (<& V(=86 NG <&) V(=8 AG=8NAG<E)).

Sei h der MOSTOWSKI-Isomorphismus von <; dann ist 2[On x On x On] = On. Sei

w(vavl7v3av4> = Elu07u17u2 (('LLO,Ul,'U/Q) == hil[{vl}] A SO(U,'LLO,’UQ,'U,Q,'U?,,'U;;)) =

und a := h((0,4,7)). Dann gilt ¢(v,0,i,7,v3,v4) < (v, a,v3,v4), so dak aus (1.1)
(1.2) Yo(@(v,a,2,A) ——v=f)
folgt. Da f eine Bijektion zwischen n und A ist, existiert ein 5 < n mit a; = f(). Sei
X (vo, V1, V2, v3,v4) = Fv (P(v,v1,03,v4) A (v2,v9) € V).

Aus (1.2) und (5, a;) € f folgt

Yoo (x(vo, o, B, 2, A) «—— vy = a;),
d.h., a; = wx. x(z,«, B, 2, A). Dies war zu zeigen. qed(1)
Wir konstruieren nun spezielle Namen fiir die an unseren Untersuchungen involvierten
Elemente von M|[G].
(2) Firi<wista = {(n,p)|n<wAp€P Ap(i,n) =1} ein M-Name von a;.

Fiir i, < w, i # j, gilt 1p - a; # a;.

BEWwWEIS. Fixiere i < w. Aus P € M folgt leicht a; € M. Ferner gilt

o ={n<w|3peGp(in) =1}
Wegen ¢;(n) =1 <= (JG)(i,n) =1 <= Tp € G p(i,n) = 1 folgt hieraus und aus der
Definition von a;, daf a$ = a; ist, wie behauptet.

Seien nun 7,7 < w mit ¢ # j. Sei H ein beliebiger P-generischer Filter iiber M. Wie im
Beweis von 7?7 gesehen, ist

D = {p€P[In<w((i,n) € dom(p) A (j,n) € dom(p) A p(i,n) # p(j,n))}

ein Element von M und dicht in P. Sei p € DN H. Wéhle n < w mit p(i,n) # p(j,n). Wir
kénnen o.E. p(i,n) = 1 und p(j,n) = 0 annehmen. Dann ist (7, p) € a;, so dak n € al
folgt. Andererseits kann es kein ¢ € H geben mit (72, ¢) € a;. In diesem Fall wére namlich
q(4,n) =1+ p(j,n), als Elemente des Filters H miissen p und g aber kompatibel sein. Es
folgt n ¢ al, so dak wir a/" # al' nachgewiesen haben. Damit ist alles gezeigt. — qed(2)

Aus (2) und der Definition von A folgt sofort

21Beachte, daR h definierbar ist, d.h., eine €-Formel p existiert, so daf fiir alle =, y gilt: y = h(z) <=
u(x,y); vgl. die Definition des MOSTOWSKI-Isomorphismus’ in ??.
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(3) A := {(a;1p) | i < w} ist ein M-Name fiir A.
Fiir ¢ < w und m < w sei
(m,ai)” = { ({0,190}, 18 ), ({02, 1p), (@ 16)} 1) }.
Ferner sei m := |z|, und l:m — w definiert durch z = (ayom) | m < m).
(4) z:= {((m,di)o, 1p) ‘ m<mAi<wAi= l(m)} ist ein M-Name fiir z.

BEWEIS. Es ist leicht zu sehen, daR (m,a;)° € M ist fiir m,7 < w. Wegen m < w ist
m € M. Da P in M Yj-abgeschlossen ist (vgl. 7?), folgt aus m € M, m < Ry, w € M,
daf [ € M[G] schon in M existiert. Nun ergibt sich sofort z € M. Ferner folgt

{((m aiOG‘m<ﬁ1/\i<w/\i:l(m)}

07, 12} {00, 1), (@ 1p)}E} [ mo< i A i< w i = 1(m) }

e
{i{m} {m,a }}’m<m/\z<w/\2—l( )}
1§

f(maG)
(2)
@ M, Ai(m)) ’ m < m}

Dies war zu zeigen. qed(4)

Wir fixieren nun ¢ < w mit a; ¢ ran(z). Ein solches i existiert, da z endlich und die a;

paarweise verschieden sind. Wegen (af = . x(z,, 38, 2% AG))M[G}

(2
Forcing-Theorem ein py € G mit

(5) Po I GZ:LIEX(IE,d,B,Z,A)
Wihle ein j < w, j # i mit a; ¢ ran(z). Da p endlich ist, kénnen wir ({j} xw)Ndom(pg) =

existiert nach dem

() erreichen. Sei 7: w L diejenige Permutation, die ¢ und j vertauscht und alle anderen
Elemente nicht bewegt. Offenbar gilt 7 € M. Wir setzen m zu einer wiederum mit 7
bezeichneten Abbildung mit Definitionsbereich P fort durch

w@yz{«ﬂmew @mﬂéwwayEZA(%m%@Ep}

7(p) weist also allen Argumenten (k,n) € dom(w(p)) mit k& ¢ {i,j} denselben Funkti-
onswert wie p zu; jedem Argument (i,n) € dom(mw(p)) wird der Wert p(j, n) zugewiesen;
jedem Argument (j,n) € dom(w(p)) wird der Wert p(i,n) zugewiesen. Man verifiziert
leicht:

(6)  m ist eine ordnungstreue Bijektion von P und es gilt 7 € M.

Die Bedeutung von 7 liegt in
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(7) po || 7(po)-

BEWEIS. Esist zu zeigen, daf py und 7(po) denjenigen Argumenten, die im Definitionsbe-
reich beider Funktionen liegen, dieselben Werte zuweisen. Wegen ({j} x w)Ndom(pg) = 0
ist ({i} x w) Ndom(m(py)) = 0 und somit

dom(po) N dom(7(po)) € (w\ {7, 5}) x w.

Nach Definition von 7 stimmen p, und 7(py) auf der rechts stehenden Menge iiberein.
qed(7)

Wir zeigen unten:

8)  7w(po) Ik a; = wx. x(x, &, 0, 2, A).

Ist dann ¢ eine gemeinsame Verstarkung von pg, 7(po), so gilt
q\Fa; = x(z, &, 3, 2, A)
wegen (5) und ¢ < pg, sowie
qlFa; = . x(z, q, B, %, A)

wegen (8) und ¢ < 7w(po), so dak sich ¢ I- a; = a; ergibt. Andererseits gilt nach (2)
q - a; # a; wegen i # jund ¢ < 1p. Beides zusammen ist nicht méglich. Der Widerspruch
zeigt, daf unsere Annahme einer Wohlordnung von A in M’ falsch sein muf, was den Satz
beweist. Es verbleibt, (8) zu verifizieren.

BEWEIS von (8). Sei H ein P-generischer Filter iiber M mit 7(py) € H. Sei H' := 7[H].
Man sieht leicht, dak H' ein P-generischer Filter iiber M ist. Wegen m € M ist H' =
w[H]) € M[H] und H = 7~ '[H'] € M[H'], so daR

(8.1) M[H] = M[H']

gilt. Wir berechnen die Interpretationen unserer oben definierten speziellen Namen bzgl.
H und H'.

Ist k ¢ {i,7} so gilt

82 al ={n<w|IpecH plkn) =1} ={n<w|W ex[H]p(kn)=1}=al
=n(p)(k,n)

Im Fall k£ =1 folgt

(83) al'={n<w|IpecH plin) =1}={n<w|IW cx[H py,n) =1} = éLf’.
=n(p)(4,n)

Aus Symmetriegriinden folgt hieraus noch

(8.4) af =al".
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Ferner ergibt sich aus (8.2)—(8.4)

(8.5) A ={all |k <w}={a | k<w}=A".

Fiir k ¢ {i,j} berechnen wir mit (8.2) elementar

(8:6) ((m,x)")" = (m, i) = (m. ") = ((m, 1))

Da a; und a; in ran(z) nicht vorkommen, ist {(m) ¢ {i, j} fiir m < m, so dak aus (8.6)
folgt

/

8.7) i = {((m ) | m < m Ak = l(m)} - {((m,ak)O)H m<mAk =
Wegen 7(po) € H gilt po = m(7(po)) € n[H] = H'. Aus (5) folgt also
(" = x(z, 0,8, 2, AT )M,

]

Wegen (8.3), (8.5) und (8.7) bedeutet dies

(af = x(z,, 5, 2H,AH))M[H/],
nach (8.1) also (alf = x(z,a, 8, 21, All)) MIHL. dies war zu zeigen. qed(8)
Damit ist der Satz bewiesen. QED

Bemerkung 20.5 Die Grundidee des obigen Beweises, die Arbeit mit einem Permuta-
tionsmodell, geht auf FRAENKEL zuriick.

Nach 7?7 folgt aus 20.4:

Corollar 20.6 Kon(ZFC) — Kon(ZF + - (AC)).
Da wir in 13.9 Kon(ZF) — Kon(ZFC) bewiesen haben, erhalten wir:

Corollar 20.7 Kon(ZF) — Kon(ZF + - (AC)).

13.9 und 20.7 konnen wir so zusammenfassen:

Satz 20.8 Das Auswahlaziom ist unabhdngig von ZF.



