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Aufgabe 1

(a)

(b)

Fiir jeden S-Ausdruck ¢ sei var(¢) die Menge der Variablen in ¢ und frei(¢) die Menge

der freien Variablen in ¢. Geben Sie eine formale Definition der Mengen var und frei an

und rechtfertigen Sie diese anhand des Rekursionssatzes fiir das Ausdruckskalkiil.

Um die Definition der Modellbeziehung (2, 3) = ¢ korrekt durchzufiihren, geben Sie

eine rekursive Definition einer Hilfsfunktion Bg(y) an, welche die intuitive Bedeutung
By(p) = {v|~y ist eine Belegung in 2 und (A, v) = ¢}

hat, und definieren sie hieraus (2, 8) E .

Aufgabe 2

Fiir jeden S-Ausdruck ¢ definiere die Menge geb(y) der gebundenen Variablen von ¢ durch
geb(p) = 0, falls ¢ ein atomarer Ausdruck ist, und geb((¢) A x)) = geb((¢ V x)) = geb(¢)) U
geb(x) sowie geb(—1) = geb(v) und geb(Jv; 1) = geb(Vv; 1) = geb(v¥) U {v;}.

(a)

(b)

Berechnen Sie geb(yp) fiir die folgenden Ausdriicke ¢.

(o) Rfuvgvigus

(8) VYvo Yy Yoy Fug (v3 = gvg — (Rfvovivs A v1 = vy))

() Tz (c = vy <> Fvg s = fguovs).

Hierbei sei R ein zweistelliges Relationssymbol, f ein zweistelliges und g ein einstelliges
Funktionssymbol, ¢ sei ein Konstantensymbol.

Zeigen Sie, daf var(p) = frei(¢)Ugeb(yp) fiir jeden S-Ausdruck ¢ gilt. Gilt stets frei(p)N
geb(p) = 07

Aufgabe 3

Es

sei S eine formale Sprache. Wir definieren die Menge P(S) der Formeln von S, die in

pranexer Normalform sind, rekursiv durch

Py(S) := {p € Fml(S) | ¢ ist quantorenfrei};
Poi1(S) =P, (S)U{Fvio|le e P(S) Ni<wlU{Vvp|lp e P(S) Ni<w};

P(S) = | Pu(9).

n<w

Zeigen Sie, dass es zu jedem ¢ € Fml(S) ein ¢' € P(S) gibt mit = (p <> ¢').



Definition:
2 und B seien S-Strukturen. Eine Abbildung 7 : A — B ist ein Isomorphismus von A auf
B, kurz 7 : A = B, wenn gilt:

1. m ist eine Bijektion von A auf B.
2. Firr € R, und ay,---,a, € A gilt:
(

T‘Ql(ab"',an) & ro(n(ay), -, m(ay)).

3. Fir f e F, und a,---,a, € A gilt:

ﬂ-(fm(ala T a'n)) = f%(ﬂ-(al)’ T 7T(an))'
4. Fiir c € C gilt n(c*) = c®.

2L und ‘B heiflen isomorph, kurz A = B, genau dann, wenn es einen Isomorphismus 7 : 2 & B
gibt. Ein Automorphismus von 2 ist ein Isomorphismus 7 : A = 2 von 2 auf 2.

Definition:
2 und B seien S-Strukturen. Dann heifst A Substruktur von B, kurz 2 C B, wenn gilt:

1. ACB.
2. Fiir r € R, gilt 7* =r® N A",
3. Fir f € F, und ay,---,a, € A gilt f*(ay,---,a,) = fZ(ar, -, a,).

4. Fiir ¢ € C gilt ¢* = ¢®.

Aufgabe 4

(a) Zeigen Sie, dak die Automorphismen einer Struktur 2 eine Gruppe bilden.

(b) Sei U eine Untergruppe der Automorphismengruppe einer Struktur 2[. Sei F' die Menge
der Fixpunkte von A unter U, d.h. F = {a € A|V7r € U(a = 7(a))}. Zeigen Sie, dak F,
die Struktur mit Tréger F' und den auf F' eingeschréinkten Relationen und Funktionen
von 2, eine Substruktur von £ ist.

(c) Geben Sie eine unendliche Struktur an, deren einziger Automorphismus die Identitét
ist.

(d) Geben Sie eine abziahlbare Struktur mit iiberabzéhlbarer Automorphismengruppe an.
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