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Kapitel 1

Einleitung

Wie grok kénnen Ultrapotenzen sein? Hat man mit Booleschen Potenzen'
etwas Neues konstruiert oder sind Boolesche Potenzen immer durch Ultra-
potenzen darstellbar?

Die Konstruktion von Modellen mit Ultraprodukten wurde von Skolem in
den 1930ern entwickelt und wird seit den Arbeiten von L.os intensiv genutzt.
Boolesche Potenzen wurden Anfang der 70er Jahre unabhéngig von Daige-
neault [Da 71| und Mansfield [Ma 71] eingefiihrt, wobei Mansfield wesentlich
grundlegender arbeitete.

Kardinalitdtsbetrachtungen von Ultrapotenzen kamen in den 60er Jahren
des letzten Jahrhunderts auf.

Ultrapotenzen basieren auf Funktionen von einer Indexmenge [ in die
Grundmenge M einer Struktur 9. Dabei werden zwei Funktionen als gleich
betrachtet, wenn sie ,fast iiberall® gleich sind, d.h. auf Werten von einer
Teilmenge von I, die in einem vorgegebenen Ultrafilter liegt. Man bildet
also Aquivalenzklassen beziiglich des Ultrafilters. Ultrapotenzen kinnen die
Grundstruktur beziiglich der Grofse echt erweitern (s. Lemma 5.3.4.), aber im
Gegensatz zu Forcingerweiterungen kann die Ultrapotenz das Modell nicht
inhaltlich dndern. Fiir Forcingerweiterungen gibt es so etwas wie das Funda-
mentaltheorem von F.o§ (s. Kapitel 5.1) nicht. Einerseits sind Ultrapotenzen
dadurch leichter handhabbar, andererseits ist auch nichts wirklich Neues ge-
geniiber dem Grundmodell zu erreichen.

Boolesche Potenzen von einer Menge M, einer Booleschen Algebra B und
einem Ultrafilter D auf B basieren auf Partitionen von B, die von M indi-
ziert werden. Dabei werden zwei Partitionsfunktionen als gleich beziiglich des
Ultrafilters angesehen, wenn es ,,geniigend wahr ist, dak sie gleich sind (d.h.

'Boolesche Potenzen werden in der Literatur meist Boolesche Ultrapotenzen genannt;
da ich aber Ultrapotenzen und Boolesche Ultrapotenzen vergleiche, ist meine Sprechweise
hier eindeutiger.
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wenn das Element von B, auf dem sie gleich sind, in D liegt). Allerdings
kommt es dabei nicht nur auf die erzeugte Partition an; falls zwei Partitions-
funktionen dieselbe Partition induzieren, sie aber unterschiedlich indizieren,
konnen diese Partitionsfunktionen durchaus ungleich sein. Elemente m von
M werden in einer Booleschen Potenz jeweils durch die Funktion m : M — B
mit mm(m) = 1 und m(m’) = 0 fiir m # m’ ,bewahrt,

Auch bei Booleschen Potenzen werden also Aquivalenzklassen beziiglich
des Filters gebildet. Man kann Ultrapotenzen sogar als Boolesche Potenzen
auffassen, indem man die Indexmenge durch ihre Potenzmengenalgebra er-
setzt (Abschnitt 6.2). Anfénglich war es unklar, ob Boolesche Potenzen mehr
sind als eine andere (und kompliziertere) Schreibweise fiir Ultrapotenzen.
In ihrem Artikel [KbKo 76| zeigen Koppelberg und Koppelberg allerdings,
daf es echte Boolesche Potenzen gibt, d.h. solche, die nicht dquivalent zu
einer Ultrapotenz sind. Durch dieses Ergebnis ist klar, dafs es nicht méglich
ist, Resultate, die man mit Hilfe der Booleschen Potenzen erhalten hat, ein-
fach auf Ultrapotenzen zu iibertragen.? Lange erweitert das Koppelbergsche
Beispiel in [La 78] auf alle B,,, ;1 > w,® und erhélt dariiberhinaus das Ergeb-
nis, dak gerade die Booleschen Algebren, die Beispiele fiir echte Boolesche
Potenzen liefern, sich auch als Beispiele fiir unechte Boolesche Potenzen an-
bieten (s. [La 78], Satz 2.1.7). Dabei geht es um Beispiele, bei denen man
zu einer (nicht zu einfachen) Booleschen Potenz eine isomorphe Ultrapotenz
sucht; wenn man hingegen zu einer Ultrapotenz eine Boolesche Algebra sucht,
betrachtet man einfach die Boolesche Potenz der Potenzmengenalgebra (s.
Abschnitt 6.2).

In der Modelltheorie kann man mit Hilfe von Ultrapotenzen beispielsweise
Nonstandardmodelle der Analysis konstruieren. Da sie mit dem Satz von Los
elementar dquivalent zum Ursprungsmodell (z.B. den reellen Zahlen) sind,
kann man alle dort definierten Operationen iibertragen, so daf Ultrapotenzen
sehr leicht zu handhaben sind. Sie haben allerdings den Nachteil, daf sie
nicht konstruktiv sind, weil fiir den Beweis der Existenz eines Ultrafilters das
Auswahlaxiom bendétigt wird.

Die Gréfe einer Ultrapotenz hiingt von ihren drei Bestandteilen ab: der
Grundmenge, der Indexmenge und dem Ultrafilter. Wahrend von Grund-
und Indexmenge nur die Machtigkeit eingeht, spielen die Eigenschaften des
Ultrafilters eine entscheidende Rolle.

Regulére Ultrafilter erzeugen ‘maximale’ Ultrapotenzen, die in dem Sinne
maximal sind, dalk man zu jeder gegebenen Kardinalzahl eine Ultrapotenz

27.B. hat Mansfield in [Ma 71] einen neuen Beweis des Ultrapotenz-Isomorphiesatzes
von Keisler und Shelah gegeben; vgl. auch Lange [La 78].

3B, ist eine spezielle Boolesche Algebra; der Vervollstindigung der freien Booleschen
Algebra auf p Generatoren (vgl. Abschnitt 3.4).
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mit einem reguldren Ultrafilter konstruieren kann, der mindestens ebensogrofs
ist. Aufserdem haben Ultrapotenzen mit maximal reguldren Filtern regulére
Kardinalitét (s. Satz 5.2.4). Mefbare Ultrafilter erzeugen hingegen eher kleine
Ultrapotenzen (wenn die Struktur klein ist und die Menge, auf der der Filter
lebt, mefsbar, bleibt die resultierende Ultrapotenz so grof wie die Struktur).
Allgemein kann man sagen, daf jede Kardinalzahl x, die Kardinalitit einer
Ultra- oder auch Booleschen Potenz mit einem reguldren Ultrafilter ist, der
Bedingung «“ = k geniigt.

Kann man eine Potenz einer unerreichbaren Kardinalitidt erhalten? Fiir
Ultrapotenzen ist dieses Problem bisher nur unter Annahme einer superkom-
pakten Kardinalzahl gelost (s. [Sh 99]), fiir Boolesche Potenzen hat Mansfield
jedoch ein Beispiel konstruiert (s. [Ma 71| bzw. Abschnitt 6.4), das ohne die-
se Voraussetzung auskommt. Fiir Boolesche Potenzen von w hat Lange in
|La 78| sogar alle Kardinalitdten angegeben (s. Satz 6.3.6), die erreicht wer-
den konnen.

Meine Arbeit teilt sich in zwei Themenbereiche: zum einen gebe ich eine
Einfiihrung in Ultrapotenzen und Boolesche Potenzen und untersuche sie im
Hinblick auf ihre Grofen. Zum anderen gebe ich eine Boolesche Potenzen an,
die nicht isomorph zu einer Ultrapotenz sind.

ZFC setze ich fiir die gesamte Arbeit voraus. Wenn das Auswahlaxiom
(AC) direkt in einen Beweis eingeht, werde ich zudem explizit darauf hinwei-
sen.

Im zweiten Kapitel werden grundlegende Begriffe und Notationen zur
Verfiigung gestellt.

In Kapitel 3 geht es um die Einfiihrung von Booleschen Algebren. Die
Abschnitte 3.2 bis 3.4 fiihren das Thema weiter, wobei Vervollstdndigungen
von freien Booleschen Algebren die Beispiele fiir Mansfields Konstruktion in
6.4 und die echten Booleschen Potenzen in Kapitel 7 liefern.

Filter sind in meiner Arbeit ein so wichtiges Werkzeug, daf ich sie in
einem eigenen Kapitel behandle (Kapitel 4). Hier werden Definitionen zu-
sammengestellt und Zusammenhinge zwischen den verschiedenen Filterei-
genschaften beleuchtet. Dabei spielen <¢-vollstindige Filter und d-regulire
Filter eine besondere Rolle.? Ein eigener Abschnitt beschiftigt sich mit dem
engen Zusammenhang zwischen absteigender Unvollstindigkeit und Zerleg-
barkeit von Filtern.

Gute Ultrafilter (Abschnitt 4.5) lassen sich nicht so kurz und einfach
definieren wie die anderen Arten von Filtern; deshalb sind sie auch schwieriger

4In der Einleitung und in den Einleitungstexten der einzelnen Kapitel werde ich meist
das ,,6-“ zur besseren Lesbarkeit weglassen.
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zu handhaben. Daher gebe ich in diesem Abschnitt nicht viel mehr als die
Definition von guten Ultrafiltern an.

Mit dem 5. Kapitel beginnt der Hauptteil meiner Arbeit; es werden Ul-
traprodukte und Ultrapotenzen eingefiihrt. Dabei bilden einige grundlegende
Sétze, wie das Fundamentaltheorem von Log (5.1.4) und das Expansionstheo-
rem (5.1.3), den Anfang der Untersuchung. Bei den Betrachtungen der Gro-
fsen von Ultrapotenzen iiber unendlichen Strukturen in Abschnitt 5.2 finden
die Félle einer Ultrapotenz mit d-reguldrem bzw. <d-vollstandigem Ultrafil-
ter besondere Beachtung.

In Abschnitt 5.3 geht es neben einem stirkeren Fundamentaltheorem
(5.3.2) um einen erweiterten Kompaktheitssatz (5.3.3).

In Kapitel 4.5 wurde der Begriff eines guten Ultrafilters eingefiihrt, ohne
deren Existenz nachzuweisen. Das wird nun in Abschnitt 5.4 nachgeholt. Hier
wird Kunens Konstruktion vorgestellt, die Ultrapotenzen benutzt; im néch-
sten Kapitel werden gute Ultrafilter mittels Boolescher Potenzen konstruiert.
Einige Saturiertheitsergebnisse, die in Abschnitt 5.5 dargestellt werden, sind
Anwendungsbeispiele fiir gute Ultrafilter.

Zum Abschluf des Kapitels gebe ich einen Uberblick iiber die bisherigen
Ergebnisse beziiglich moglicher Gréfsen von Ultrapotenzen und Booleschen
Potenzen (Abschnitt 5.6).

Parallel zur Konstruktion der Ultrapotenzen werden im 6. Kapitel Boole-
sche Potenzen eingefiihrt. Dabei 1d#t sich ein zum Fundamentaltheorem von
Los (5.1.4) analoges Fundamentaltheorem formulieren (6.1.6). In Abschnitt
6.2 werden Ultrapotenzen als Spezialfille von Booleschen Potenzen darge-
stellt.

Allgemeine Grofenbetrachtungen von Ultrapotenzen kann man zum Teil
auf Boolesche Potenzen iibertragen; in Abschnitt 6.3 stelle ich zwei dieser
Ergebnisse vor. Wahrend man iiber Gréften von Ultrapotenzen von w nur vage
Angaben machen kann (Satz 5.2.12), lassen sich die Grofen von Booleschen
Potenzen von w genau bestimmen (Satz 6.3.6).

Mansfields Konstruktion eines s-guten Ultrafilters (Abschnitt 6.4) be-
dient sich eines speziellen Beispiels und wird dementsprechend auf anderem
Wege durchgefiihrt als Kunens allgemeineres Resultat. Auch hier erhilt man
(allerdings nur fiir das spezielle Beispiel) Ergebnisse iiber Saturiertheit von
Strukturen.

Das letzte Kapitel klart die Frage, ob es ,echte“ Boolesche Potenzen gibt,
die nicht isomorph zu einer Ultrapotenz sind. Im ersten Abschnitt wird eine
Konstruktion dargestellt, die mit ZFC auskommt, dafiir aber eine vergleichs-
weise grofe Grundstruktur bendtigt. Im zweiten Abschnitt liegt die Préaferenz
auf moglichst kleinen Strukturen (w bzw. w;), dafiir werden aber stirkere
Voraussetzungen (—0* bzw. LCH)in Kauf genommen.



KAPITEL 1. EINLEITUNG 3

Danken mochte ich Prof. Dr. Peter Koepke fiir die Betreuung meiner
Arbeit und Dr. Bernd Koppelberg fiir die Anregung zu diesem Thema. Be-
sonderer Dank gebiihrt Manfred Burghardt fiir seine stindige Bereitschaft,
sich intensiv mit meinen Fragen auseinanderzusetzen. Des weiteren danke
ich Kathrin Fornet-Ponse, meiner Schwester Heike, Luitgard Mayer, Miriam
Ossa und Rainer Osswald fiirs Korrekturlesen.



Kapitel 2

Praliminarien

In diesem Kapitel werden zunéchst einige grundlegende Begriffe eingefiihrt
und Ergebnisse dargestellt, die in der Arbeit verwendet werden.

Abschnitt 2.1 dient zur Festlegung der Notation, da sie in der Literatur
nicht einheitlich ist.

In Abschnitt 2.2 werden einige Sdtze und Resultate zitiert, die im Rahmen
dieser Arbeit nicht bewiesen werden.

Abschnitt 2.3 enthélt den Nachweis, daf eine Menge der Kardinalitit «
2% viele unabhéngige Teilmengen enthilt. Dieses Ergebnis wird in 5.4 fiir die
Existenz eines guten Ultrafilters bendtigt.

Schliefslich werden in Abschnitt 2.4 einige topologische Begriffe in Erin-
nerung gerufen.

2.1 Modelltheoretische Notationen

Zuerst einige grundlegende Beziehungen zwischen Modellen:
Sei £ eine Sprache erster Stufe.

Definition 2.1.1 Se:i > eine Menge von Sdtzen von £. Die Struktur 2 ist
ein Modell von X, 2 =%, wenn jeder Satz ¢ € X in A wahr ist.
Die Menge Y heif§it erfiillbar, wenn sie mindestens ein Modell hat.

Seien A = (A,...) und B = (B,...) Strukturen von £. 2 ist elementar
dquivalent zu B, A = B, wenn jeder Satz ¢ aus £ in 2 genau dann wahr
ist, wenn ¢ in ‘B wahr ist.

2 ist ein elementares Submodell von B, A < B, wenn A C B und
fiir jede Folge ag,ay,... in A, die erweiterten Modelle (2, ag,ay,...) und
(B, ag, ai, .. .) elementar dquivalent sind.
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2 ist elementar einbettbar in B, wenn 2l zu einem elementaren Sub-
modell von B isomorph ist.

Wir schreiben 2 <« B, wenn es fiir jede (auch iiberabzdhlbare) Folge
R, R, ... von endlichstelligen Relationen iiber A Relationen S, 51, ... iiber
B gibt, so daf fiir die erweiterten Modelle (2, R{, R},...) = (B, 5}, S1,...)
gilt.

Sei X eine Teilmenge von A. Sei fiir jedes a € X ¢, eine neue Konstante.
Dann ist £x die Sprache £U{c,|a € X} und Ax = (A, a),ex die Erweiterung
von 2 zu L.

Die Theorie von 2, Th(2l), ist die Menge aller £-Sétze, die in dem Modell
2 gelten.

Definition 2.1.2 Ein Modell 2 ist k-saturiert, wenn fiir jede Menge Y C
A mit card(Y') < k gilt, daf jede Menge I'(x) von Formeln von £y mit nur
einer freien Variablen x, die konsistent mit Th(2ly ) ist, in Ay realisiert wird.

Definition 2.1.3 FEin Modell I ist saturiert, wenn es card(M)-saturiert
i5t.

2.2 Miscellanea

Definition 2.2.1 Eine Familie von Mengen (A;|i € I) heifit A-System
(mit Wurzel d), falls gilt

Satz 2.2.2 (Allgemeiner A-System-Satz) Seien k < A Kardinalzahlen. Da-
bei sei A regulir und es gelte card(a)3®) < X fir alle o < X\ und fiir
alle B < k. Sei (A;|i € I) eine Familie und es gelte card(I) > X sowie
card(A;) < k fiir alle i € I.

Dann existiert ein J C I mit card(J) > A, so daff (A;]i € J) ein A-
System ist.

Fiir den Beweis s. [BK 96], S. 95f.

Satz 2.2.3 (Lemma von Kinig) Sei 9 eine unendliche Kardinalzahl und fir
1 < v seien Kk;, \; unendliche Kardinalzahlen mit k; < X\;. Dann gilt

<0 <9

Fiir den Beweis s. |BK 96|, S. 87.
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Korollar 2.2.4 Sei )\ eine unendliche Kardinalzahl und k eine Kardinalzahl,
k > 2. Dann gilt cf(k*) > \.

Beweis:
Angenommen, es gilt cf(x*) < \. Dann gibt es in x
{ay|n < A}. Wegen card(a;,) < £* folgt:

A eine konfinale Menge

k* = card(x")

= card U oy,

VAN
o
29
=
o,
VR
Q
3
X
—_
3
—
~_

n<A
= Z card(a,))
n<A
< H x*, nach Satz 2.2.3:
n<A
— (li/\))‘
= /{A’
Widerspruch. O

Satz 2.2.5 (Isomorphiesatz) Wenn A und B elementar dquivalente satu-
rierte Strukturen gleicher Mdchtigkeit sind, so ist 2 isomorph zu 5.

Fiir den Beweis s. [Po 81] S. 141.

Eine Wohlordnung R iiber einer Menge X hat den Ordnungstyp «, wenn
es eine bijektive Funktion f : X — « gibt, so daf aus xRy folgt f(z) < f(y).

Eine Kardinalzahl « ist eine Nachfolgerkardinalzahl, wenn es eine Kar-
dinalzahl X gibt, so daf x = AT,

Andernfalls ist x eine Limeskardinalzahl.

Die Konfinalitit einer Kardinalzahl « ist die kleinste Kardinalitét einer
Menge, die unbeschriankt in x liegt.

Definition 2.2.6 Eine Kardinalzahl k heifit starke Limeskardinalzahl,
wenn fiir alle Kardinalzahlen \ < k gilt 2* < k.

Satz 2.2.7 Sei k eine starke Limeskardinalzahl mit k > cf(k) > w. Dann
gilt K = K.

Beweis:
Es ist k¥ = {f|f : w — k}. Da & iiberabzéhlbar ist, sind die Funktionen f
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jeweils beschriankt in k, also

{f:w—>/f}:U{f:w—>)\}.

A<k
Also gilt
RO=) A0Sy M=) 2N
A<k A<k A<k

Da & eine starke Limeskardinalzahl ist, gilt fiir A < &, daf 2* < x, das heifit,

kY < Z 2 < k.
A<k
(Il
GCH, die generelle Kontinuumshypothese, besagt, dafs fiir alle ¢ gilt
2% = N, ;. Die GCH impliziert, dak jede Limeskardinalzahl eine starke Li-
meskardinalzahl ist.

Definition 2.2.8 FEine starke Limeskardinalzahl, die requldr ist, heifit un-
erreichbar.

Im folgenden wird der Begriff ,direkter Limes* definiert:!
Sei £ eine Sprache 1. Stufe. Sei I eine Menge mit einer partiellen Ordnung
<. I heifst gerichtet, wenn fiir alle 7,5 € I ein k € [ existiert, so dal : < k
und j < k.

Definition 2.2.9 Sei I eine gerichtete Menge und
A= A{li € I} U {pylt < j,i,j € I},
so daf$ die UA; L-Strukturen sind und
1. @;; =id die Identitdt auf 2A; ist,
2. firi < j st p;; A — A; ein Homomorphismus und
3. firi < j <k git oix = pji © pij.
Dann heifst A ein gerichtetes System von Strukturen.

Definition 2.2.10 Sei A ein gerichtetes System von Strukturen wie in De-
finition 2.2.9. Dann heifst

B:={A}U{pli € I}

genau dann ein direkter Limes von A, wenn 2 eine L£-Struktur ist und
folgendes gilt

's. auch [Kr 72], S. 100f.
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1. fiir jedes i € I st die Funktion p; : A; — A ein Homomorphismus,
2. firi<yj,i,5 €l gilt p; = @;0p;; und

3. angenommen, fir jedes i € I ist die Funktion 1; : A; — B ein Homo-
morphismus, so daf fir ¢ < j, 1,5 € I gilt 1; 0 ;; = ;. Dann gibt es
einen eindeutigen Homomorphismus ¢ : A — B, so dafs fir jedest € 1
gilt i =P o ;.

2.3 Unabhangige Mengen und ein Satz
von Hausdorff

Unabhéngige Mengen werden fiir den Nachweis der ccc fiir freie Boolesche
Algebren (Abschnitt 3.3) und Kunens Konstruktion eines guten Ultrafilters
in Abschnitt 5.4 benétigt. Fiir letztere muft es moglich sein, in einer Menge
der Kardinalitit o mindestens 2% unabhéngige Teilmengen zu finden. Das
hat Hausdorff in [Ha 36] elegant gezeigt. Dieser Beweis wird im folgenden
dargestellt.

Sei S, () die Menge aller endlichen Teilmengen von f.

Definition 2.3.1 Sei A eine Menge. Eine Familie X von Teilmengen von A
heifst unabhéngig, wenn fir alle disjunkten endlichen nichtleeren Teilmen-
gen {X1,..., Xp} und {X7,..., X} von X gilt

Xin...nX,NnA\X)N...n(A\ X)) #0.

Lemma 2.3.2 Wenn es fiir eine Menge A mit Kardinalitit o 3-viele unab-
héingige Teilmengen gibt, so auch fir jede Menge B mit card(B) = «.

Beweis:
Sei A eine Menge mit § unabhéngigen Teilmengen und card(A) = a. Sei B
eine Menge mit card(B) = a. Dann gibt es eine bijektive Funktion f: A —
B. Sei X die Familie der Kardinalitdt § von unabhéngigen Teilmengen von
A.

Definiere eine Familie J := {f” X|X € X'}. Die Familie ) ist unabhéngig:
Seien Yi,...,Y,,Y{,....Y aus Y, p,q < w.

Es gilt

Xin...NnX,NA\NX)N...N(A\X]) #0,

also auch
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rxXin...nexX,nff(A\NX)N...n A\ X))
=Yin..ny,n(B\Y)n...n(B\Y)) # 0.
Also ist ) unabhéngig. O

Die folgende Definition ist nur fiir diesen Abschnitt relevant; wird aber
in Hausdorffs Beweis von Satz 2.3.5 bendtigt.

Definition 2.3.3 Sei A eine Menge, 6 C A4. Die Funktionen in & heifien
wesentlich veschieden, wenn es fir alle f1,...,fr € 0, k € w, eina € A

gibt, so daf$ fir 1 <i < j <k gilt fi(a) # fi(a).

Folgenden Satz haben Fichtenholz und Kantorovich in [FiKant 35] bewie-
sen, Hausdorff zufolge jedoch ,ziemlich umstindlich“?, so daf ich mich hier
nach dem ,sehr viel einfacheren”® Beweis von Hausdorff in [Ha 36| richte.

Satz 2.3.4 (Fichtenholz, Kantorovich) Fir jede Kardinalzahl o > w gibt
es eine Menge A mit card(A) = «a, so daff es 2% wesentlich verschiedene
Abbildungen in A* gibt.

Beweis:
Sei M eine Menge mit card(M) = a und A := S,(M). Dann gilt auch
card(A) = a. Fiir jedes t € P(M) definiere f, : A — A durch

fi(a) :==ant.

Diese 2¢ Abbildungen sind wesentlich verschieden: Seien t,... t; € B(M)
paarweise verschieden. Es gilt fiir 1 <i < j <k

(i \ ;) Ut \ &) # 0.
Also kann ich ein a;; € (¢; \ t;) U (¢; \ t;) wéhlen. Sei

Dann gilt

fi,(a) = ant; ={awm|anm € t;}
a {anm|anmEtj}:aﬂtj:ftj(a)v
da jedes a;; entweder in ¢; oder in ¢; liegt. O

Spezialfélle des folgenden Satzes sind bereits in [FiKant 35] bewiesen wor-
den, nimlich die Fille o = Xy und o = 2%,

2[Ha 36], S. 18.
3ebenda
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Satz 2.3.5 (Hausdorff [Ha 36]) Jede Menge der Kardinalitit o > w enthdlt
2% unabhangige Teilmengen.

Beweis:
Sei M eine Menge mit card(M) = . Sei A := S,,(M). Mit Satz 2.3.4 gibt es
in A% mindestens 2* wesentlich verschiedene Abbildungen f;.

Sei B := S,(A) und C := A x B. Es gilt card(B) = card(C) = «a. Fiir
t € 2% definiere

Zy = {(x,y) € Clfi(x) € y}.
Dann gilt
C\ Zy ={(z,y) € Clfu(x) € y}-

Die Familie {Z;|t € 2%} ist unabhéngig: Seien p,q¢ < w und {t,...,%,},
{th, ...t} € 2% disjunkt. Da die f; wesentlich verschieden sind, gibt es ein
x, so dak die p + ¢ Bilder

;= fi,(z) und 2} == fy (x)

fir 1 <i<pund 1 < j < q alle verschieden sind. Fiir y := {z1,...,2,} gilt
dann

fu(@) € yund fu (x) ¢ v,

also
(2,y) € Ze, N...NZy, N (C\ Zy) N ... (C\ Zy) # 0.

Also gilt der Satz mit Lemma 2.3.2. O

2.4 Topologische Grundbegriffe

Fiir die topologische Darstellung von Booleschen Algebren benétigt man die
folgenden Begriffe.

Definition 2.4.1 FEine Topologie auf einem Raum X ist eine Menge 7 C
B(X), die folgende Bedingungen erfiillt:

1. ),z e,
2. fir ag,...,a, € T gilt (Nge;cp, @ € T und

3. fir jedes AC 1 gilt | JA € 7.
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Die Elemente von 7 heiften offen.

Wenn 7 = PB(X) so nennt man 7 die diskrete Topologie.

Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Eine Menge a C X heifit abgeschlos-
sen, wenn —a € 7 ist, d.h. das Komplement von « ist offen. Ist eine Menge
offen und abgeschlossen, so nennt man sie clopen (closed and open). Der
Abschluf von a C X ist die kleinste abgeschlossene Obermenge von a, das
Innere von a die grofite offene Teilmenge von a. Fiir a C X ist ra, das Innere
des Abschlusses von a, die Regularisierung von a. Eine Menge a C X heifst
regulir offen, wenn ra = a.

Definition 2.4.2 FEine Basis einer Topologie 7 ist eine Teilmenge B C T,
so daf$ jedes Element von T als Vereinigung von Elementen aus B dargestellt
werden kann.

Definition 2.4.3 Sei (X, 7) ein topologischer Raum. Fine Teilmenge S von
T heiyfit Subbasis von 7, wenn die Menge

S'={sgN...Ns,lneN,s; € S}
eine Basis von T ist.

Definition 2.4.4 Angenommen, ((S;,7;)|i € I), ist eine Familie von topo-
logischen Rdumen. Sei

S = {H W;|W; = S; fir alle bis auf hiochstens ein i, und W; C S; offen }.
I

Dann wird die Topologie T auf [[; S;, fir die S eine Subbasis ist, die Pro-
dukttopologie genannt, und ([[,S;,7) heifit der Produktraum der Riu-
me ((Sl,Tl)‘Z € [)

Satz 2.4.5 Sei [[,(S;,7:) der Produktraum einer Familie von Rdumen
((Si,m)|i € I). Setze

B = {H VilV; offen in S; und V; = S; fir fast alle i}.
I

Dann ist B eine Basis fir 7.

Beweis:
Sei S Subbasis fiir 7 wie in Definition 2.4.4. Dann erhalte ich eine Basis fiir 7,
indem ich alle endlichen Schnitte von Elementen von S bilde. Angenommen,
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Ui,...,U, sind Elemente von S mit Uy = [[; W, mit W; = S; fiir alle i € T
aufer vielleicht ¢ = i, kK =1,...,n. Dann

Uin...nt, =]V
I

wobei V; = S; auker vielleicht fiir 74, ... ,%,. Das heiftt, das jedes Element der
Basis, die von S abgeleitet wird, auch Element von B ist; aber jedes Element
von B ist der Schnitt von endlich vielen Elementen von S. Also ist B eine
Basis fiir 7. O



Kapitel 3

Boolesche Algebren

In diesem Kapitel wird in die Theorie Boolescher Algebren eingefiihrt. Aus
diesen werden in Kapitel 6 Boolesche Potenzen konstruiert. Wichtig sind
dafiir insbesondere Partitionen von Booleschen Algebren.

Zur Konstruktion eines guten Ultrafilters braucht man disjunktifizierbare
Funktionen (Abschnitt 6.4).

Boolesche Algebren lassen sich dann einfacher handhaben, wenn sie die
ccc haben; diese niitzliche Eigenschaft kommt immer wieder vor.

Die Konstruktion von Subalgebren (3.2) wird hauptsichlich in Kapitel 7
betrieben; dort werden insbesondere Ketten von Subalgebren gebildet.

Freie Boolesche Algebren werden in Abschnitt 3.3 eingefiihrt, um im néch-
sten Abschnitt ihre Vervollstindigungen betrachten zu kénnen.

Vervollstandigungen von freien Booleschen Algebren (Abschnitt 3.4) lie-
fern die Beispiele fiir eine Boolesche Potenz mit gutem Ultrafilter (6.4) und
eine echte Boolesche Potenz. Sie sind auch deswegen so hilfreich, weil sie die
cce erfiillen (mit Satz 3.3.5). Das zentrale Ergebnis ist Lemma 3.4.2. Es be-
sagt, dafs eine spezielle Kette von Subalgebren wieder die Ursprungsalgebra
ergibt.

3.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Definition 3.1.1 Eine Boolesche Algebra ist eine Struktur
B =(B,V,A,—,0,1)

mit zwei bindren Operationen V und A, einer einstelligen Operation — und
zwet ungleichen Elementen 0 und 1, so daf$ fir alle p,q,r € B folgende
Eigenschaften gelten

1.pVgVvr)=(pVqgVrundpA(gAr)=(pAq)Ar.

15
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2.pVqg=qVpundpANqg=qADp.

8. pVpANg) =pundpA(pVq) =p.
4-pAN(@Vr)={@AQV(pAr)undpV(gAr)=(pVaq ApVr).
5. pV(—p)=1undpA(—-p)=0.

Fiir a,b € B heift a A b das Produkt von a und b.

Ich habe die Schreibweise mit logischen Symbolen gewihlt. Es werden
auch (B,+,-,—,0,1) oder (B,U,N,—,0,1) oder andere Symbole benutzt.
Dabei ist die mengentheoretische Schreibweise sicherlich am suggestivsten.
Leider kann sie aber auch Falsches suggerieren, wie das Beispiel der Interval-
lalgebra auf R zeigt (s.u.).

Im folgenden werde ich der Einfachheit halber fiir die gesamte Struktur
die Bezeichnung B der Grundmenge wihlen.

Auf B kann man eine Halbordnung < (bzw. C) durch p < g gdw. pVg =g
definieren. ,,>“ wird dann definiert durch: p > ¢ gdw. ¢ < p.

Ferner schreiben wir p — ¢ als Abkiirzung fiir p A —q.

Elemente b € B, so dalk b > 0 und es kein a € B gibt mit 0 < a < b,
heiflen Atome von B. Eine Boolesche Algebra heiftt atomar, wenn es fiir
jedes b € B\ {0} ein Atom a € B gibt mit a < b.

Zum Beispiel sind alle endlichen Booleschen Algebren atomar.

Definition 3.1.2 Wenn es existiert, ist \/ X := min{a € B|Vz(zx € X —
x < a)} die kleinste obere Schranke von X in B. Analog dazu ist \ X =
max{a € BlVz(r € X — a < z)} die grofite untere Schranke von X in
B.

Ist X = {X;|i € I}, so schreiben wir auch \,.; X; statt N X und \/,.; X;
statt \/ X.

Wenn B C ‘B(X) eine Boolesche Algebra mit A = N,V =U, 0 = 0
und 1 = X ist, und |JM € B fiir eine Teilmenge M von B gilt, dann ist
UM =\/ M. Wir nennen solche Algebren Mengenalgebren.

Es kann aber auch sein, daf \/ M existiert, aber nicht gleich | J M ist; sei
zum Beispiel B = {[x,00)|x € R} mit den mengentheoretischen Operationen
als Verkniipfungen eine Intervallalgebra auf R und

M = {[z,0)|x € R,0 < z}.

Dann ist |J M das offene Intervall (0,00) und \/ M das halboffene Intervall
[0, 00).
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Es ist préziser \/B M zu schreiben, um die Algebra anzugeben, in der das
Supremum gebildet wird. Das wird aber nur da geschehen, wo die Boolesche
Algebra nicht eindeutig ist.

Definition 3.1.3 FEine Boolesche Algebra B heifst k-vollstindig, wenn fir
jede Menge X C B mit card(X) < k sowohl \/ X als auch \ X ezistieren.

B heifst vollstandig, wenn fir alle X C B sowohl \] X also auch \ X
existieren, das heifit, wenn sie vollstindig fir alle k ist.

Definition 3.1.4 Sei B eine Boolesche Algebra, x,y € B und X C B. Die
Elemente x und y sind disjunkt, wenn x Ay = 0. Die Menge X ist eine
paarweise disjunkte Familie, wenn fir alle v € X gilt 0 < x und je zwei
verschiedene Elemente von X disjunkt sind.

Definition 3.1.5 In einer Booleschen Algebra B ist eine Partition eine
maximale Menge paarweise disjunkter, nicht negativer Elemente, das heifit,
P st Partition genau dann, wenn folgendes gilt

1. fiir allep € P gilt p # 0,
2. fiir alle p,q € P gilt (p#q—pAqg=0) und
3. \VP=1.

Sei M eine Menge. FEine injektive Funktion f : M — B ist eine Par-
titionsfunktion, wenn f eine Partition auf B induziert, das heifit, wenn
ran(f) \ {0} eine Partition ist.

Zum Beispiel bildet die Menge A der Atome einer atomaren Booleschen
Algebra eine Partition. Falls ndmlich \/ A < 1, so ist =\/ A # 0, also gibt es
ein Atom a € A mit a < =\/ A, im Widerspruch zur Disjunktheit von \/ A
und —'\/ A.

Partitionsfunktionen werden vor allem in Kapitel 6 gebraucht; sie sind
ein Grundbaustein fiir Boolesche Potenzen.

Definition 3.1.6 Sei X eine Menge. Eine Funktion f : X — B in B heifst
disjunkt, falls 0 & ran(f) und f(z) A f(y) >0 — x =y.

Jede Partition ist insbesondere durch eine disjunkte Funktion gegeben;
allerdings muf eine disjunkte Funktion nicht unbedingt eine Partition erzeu-
gen.
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Definition 3.1.7 FEine Boolesche Algebra B ist k-disjunktifizierbar, wenn
es zu jeder Menge X mit card(X) < k und jeder Funktion f: X — B eine
Funktion g : X — B qibt, die disjunkt in B ist, so daf fir alle x € X gilt
g(z) < f(z).

Satz 3.1.8 Sei B eine k-vollstindige Boolesche Algebra. Dann gibt es zu
jeder Familie (ay)a<y in B eine Familie (by)a<x, die aus paarweise disjunkten
Elementen besteht, so daf fir alle o < k gilt b, < a, und

\/aa:\/ba,

a<k a<k
falls eines dieser Suprema existiert.

Beweis:
Sei fiir a < K

ba::aa/\—'\/ag.

B<a
Dann ist b, < a, und fiir 5 < «a gilt b, A bg =0, da bg < a, und b, < —ag.
Als néchstes zeigen wir

(3.1) \/ b = \/ ag fiir alle a < k.

B<a [B<a

Beweis von (3.1) (Induktion nach «):
by = ap nach Definition von by.
Gelte (3.1) fiir a. Dann gilt

\/ bﬂ = \/ag\/ba

B<a+1 B<a

= \/ag\/(aa/\—'\/ag)

B<a B<a

= (\Vagva)A(\ agVv =\ ap)

B<a B<a B<a

= (\/cw\/a@/\l

B<a

—\ a

B<a+1
Sei « eine Limesordinalzahl und die Aussage wahr fiir alle § < a. Dann ist

Vir=V Vb=V V= Vs

B<a B<ay<p B<ay<p B<a
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Damit gilt (3.1).
Also haben {b,|a < k} und {a,|a < k} die gleiche Menge von oberen
Schranken in B, was die letzte Behauptung beweist.
O

Korollar 3.1.9 Jede k-vollstindige Boolesche Algebra ist k-disjunktifizier-
bar.

Beweis:
Sei B eine k-vollsténdige Boolesche Algebra. Sei X eine Menge mit card(X) <
k. Zu zeigen ist, dafs es zu jeder Funktion f : X — B eine Funktion
g : X — B gibt, die disjunkt in B ist, so daf gilt g(z) < f(x) fiir alle
r e X.

Sei also f : X — B eine Funktion. Sei ¢ : card(X) — X eine bijektive
Funktion. Definiere nun eine Familie (a,)q<, durch

R { g(¢(a)) fiir v < card(X)

sonst.

Mit Satz 3.1.8 gibt es eine Familie (b, )a<x von paarweise disjunkten Elemen-
ten mit
bo < aq fiir @ < kK und

\/aa:\/ba

a<k a<k

Definiere die Funktion g : X — B durch

() == by-1(y).
Dann gilt g(z) < f(x) fiir alle z € X und ran(g) ist disjunkt in B. O

Definition 3.1.10 FEine Boolesche Algebra B erfiillt die k-chain conditi-
on, wenn gilt card(X) < k fir jede paarweise disjunkte Familie X in B.
FEine paarweise disjunkte Familie in B wird auch Antikette genannt.
B erfiillt die countable chain condition (ccc), wenn jede Antikette in
B hochstens abzahlbar ist.

3.2 Subalgebren

Weil sich Boolesche Algebren als Erzeugnis einer Menge darstellen lassen,
ist es naheliegend, das Erzeugnis einer Teilmenge (Subalgebren) zu betrach-
ten. Reguldre Subalgebren haben die schéne Eigenschaft, daf sie A und \/
erhalten.
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Boolesche Algebren sind vollstdndig, wenn alle ihre Infima und Suprema
existieren. Falls eine Boolesche Algebra die ccc hat, so auch ihre Vervollstéin-
digung.

Definition 3.2.1 FEine Struktur (A,Va,Aa,—4,04,14) ist eine Subalge-
bra der Booleschen Algebra (B,Vp,Ag,—p,0p,1p), wenn gilt A C B,
04 = 0p, 14 = 1 und die Operationen \V 4, \a, -4 die Finschrinkungen
von Vg, Ag und - g auf A sind.

Definition 3.2.2 FEine Subalgebra A einer Booleschen Algebra B ist eine
regulidre Subalgebra, wenn fir jedes M C A, fiir das \/A existiert, gilt

A B
\/ M=\/"M.
Definition 3.2.3 Sei B eine Boolesche Algebra. FEine Teilmenge X wvon
B\ {0} ist dicht in B, wenn fir jedes b € B\ {0} ein x € X ewistiert,
so dafs 0 <z <b.

FEine Subalgebra A von B ist eine dichte Subalgebra, wenn A\ {0}
dicht in B ist.

Lemma 3.2.4 Sei B eine Boolesche Algebra. Eine Menge S, die 0 enthdlt,
ist genau dann dicht in B, wenn jedes Element b € B Supremum aller s € S
ist, so daff s < b.

Beweis:
Angenommen,S ist dicht in B. Sei zu b € B das Element b’ € B so, dafs s < ¥’
ist fiir jedes s € S, so daf s < b ist. Die Differenz b — b’ mufs das Nullelement
sein, denn ansonsten gébe es ein Element sy € S\ {0}, das kleiner als b aber
nicht kleiner als &’ wére. b — b = 0 impliziert, dak b < b’ ist, was beweist, daft
b das Supremum aller s € S ist, so dak gilt s < b.

Die andere Richtung gilt offensichtlich. a

Lemma 3.2.5 Wenn S eine dichte Teilmenge einer Booleschen Algebra B
ist, die die k-cc erfillt, so ist jedes Element von B Supremum einer Menge
{bs|t € T'} von disjunkten Elementen von S, wobei card(T) < k.

Beweis:
Sei {b;|t € T'} eine maximale Menge disjunkter Elemente von S fiir die gilt
by < b. Es gilt b=\/,., by, da S dicht in B liegt und {b;|t € T'} maximal ist.
Ferner ist card(7") < k, da b die k-cc erfiillt. O

Satz 3.2.6 Jede dichte Subalgebra einer Booleschen Algebra B ist requldr in
B.
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Beweis:
Sei A eine dichte Subalgebra von B und M C A. Wenn a := \/AM existiert,
dann ist a obere Schranke von M in A und damit in B. Sei b eine obere
Schranke von M in B.

Es bleibt noch zu zeigen
(3.2) a<b.

Beweis von (3.2) (durch Widerspruch):
Andernfalls gilt a A —=b > 0, also kann man ein ¢’ € A\ {0} wéhlen, so daf
a’ < a A —b. Damit folgt

\/AM/\a’g\/AM/\a/\—'b:O/\azo,

also \/*M A —a’ = \/*M und —d’ ist eine obere Schranke von M in A. Also
ist auch a A —a’ obere Schranke von M in A, aber da a’ Aa A —-b=ad >0,

gilt ~a’ A a # a, also a A —a’ < a im Widerspruch zur Wahl von a. Damit
gilt (3.2). O

Definition 3.2.7 Sei A eine Boolesche Algebra. Eine Vervollstindigung
von A ist eine vollstindige Boolesche Algebra B, die A als dichte Teilmenge
enthdlt.

Satz 3.2.8 Jede Boolesche Algebra hat eine bis auf Isomorphismus eindeu-
tige Vervollstindigunyg.

Fiir den Beweis s. [Ko 89|, S. 60.

Definition 3.2.9 Sei X eine Teilmenge einer Booleschen Algebra B. Dann
15t

(X) = ﬂ{A C B|X C A und A ist Subalgebra von B}

die kleinste Subalgebra von B, die X enthdlt, und heifit die Subalgebra,
die von X in B generiert wird. Die Elemente von (X) werden von X
generiert.

Eine Menge X ist Menge von Generatoren fiir eine Boolesche Algebra
A, wenn X C A und (X) = A.

Definition 3.2.10 Sei B eine Boolesche Algebra. Fir ¢ € {—1,+1} und
x € B definiere das Flement ex von B durch

(+1)z := x und (—1)x := —x.

Fir X C B ist ein elementares Produkt uber X ein endliches Produkt
mit Faktoren der Form ex mit e € {—1,+1} und x € X.
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Ein Element von B ist in (additiver) Normalform iiber X, wenn es
von der Form

(611.2?11 VANPAN €1nl'1n) V...V (Emlxml AN emkxmk)
mit n,m, k < w ust.

Satz 3.2.11 (Normalformtheorem) Die Subalgebra, die von X C B generiert
wird, enthdlt genau die Elemente von B, die sich in Normalform tiber X
darstellen lassen.

Fiir den Beweis s. [Ko 89| S. 52f.

Definition 3.2.12 Sei X eine Teilmenge einer Booleschen Algebra B. Dann
it

(X)™ = ﬂ{A C B|X C A und A ist vollstindige Subalgebra von B}

die vollstindige Subalgebra, die von X generiert wird.!

Man sieht leicht, daf (X)) vollstandig ist.

Satz 3.2.13 Sei F' eine Boolesche Algebra mit der ccc, B ihre Vervollstdin-
digung. Dann erfillt B die ccc.

Beweis:

Angenommen, B enthélt eine paarweise disjunkte Familie X = (z;);<) mit
card(X) = A > w.

Nach der Definition von Vervollstindigung liegt F' dicht in B, also gibt
es zu jedem z; € B ein y; € F mit 0 < y; < x;. Da F' die ccc hat, gibt es in
den (v;)i<a ye und yg, so dak 0 < y, Ay < x4 A x. Damit sind die z; nicht
paarweise disjunkt. Widerspruch zur Annahme. O

3.3 Freie Boolesche Algebren

In diesem Abschnitt werde ich auf die Grundziige der Theorie der freien
Booleschen Algebren eingehen; dabei werde ich mich hauptsichlich an der
Darstellung von S. Koppelberg in [Ko 89| orientieren.

Neben der Definition von freien Booleschen Algebren wird gezeigt, dafs
sie die ccc haben (Satz 3.3.5).

'Dabei steht ,,cm® fiir ,,complete®.
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Definition 3.3.1 Sei X eine Menge. Eine freie Boolesche Algebra iiber
X ist ein Paar (e, B), so dafy B eine Boolesche Algebra und e eine Abbildung
von X in B ist, so daff es fir jede Abbildung f von X in eine Boolesche
Algebra A einen eindeutigen Homomorphismus g : B — A gibt, der goe = f
erfillt.

X

B
|
g
I
|

A

FEine Boolesche Algebra B ist frei, wenn es ein X und e : X — B qibt,
so daf (e, B) frei iiber X ist.

Definition 2.3.1 hat fiir Boolesche Algebren folgende Form:

Definition 3.3.2 FEine Teilmenge U einer (beliebigen) Booleschen Algebra
B ist unabhingig, wenn alle nichttrivialen Produkte tiber U nicht leer sind,
das heif$t, wenn fir beliebige disjunkte endliche Teilmengen {us, ..., u,} und
{v1,...,0m} von U gilt

U Ao AU, AU A LN, > 0.

Die Subalgebra von B, die von U generiert wird, heifit dann unabhingig
generiert oder frei generiert von U.

Satz 3.3.3 Damit eine Boolesche Algebra mit k Generatoren frei ist, ist es
notwendig und hinreichend, daff sie von einer unabhdingigen Menge mit K
Elementen erzeugt wird.

Zum Beweis s. [S 69] S. 43. Es gilt also, dak freie Boolesche Algebren mit
der gleichen Anzahl an unabhéngigen Generatoren isomorph sind.

Die freie Boolesche Algebra auf x Generatoren, F)., kann man topologisch
folgendermafsen beschreiben:
Fiir jedes o < k sei Ty, := {0, 1}, versehen mit der diskreten Topologie. Sei
T =[], Tw. Definiere fiir o < s die Menge u, := {z € T|zr(a) = 1}, die
Menge alle Punkte in 7', deren ate Koordinate gleich 1 ist.

Sei F' die Boolesche Algebra aller clopen Teilmengen von 7T'. Es folgt aus
der Definition der Topologie im Cartesischen Produkt 7', dafs F' die kleinste
Boolesche Algebra ist, die alle Mengen u,, « < k, enthélt.
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Die Mengen u,, sind unabhéngig, denn wenn «y, ..., a,,of,. .., o), paar-
weise verschieden sind, so gehort jeder Punkt {a,},«, € T mit a;, = 1 fiir
te{ay,...;,a,}und ap =0 fiir t’ € {af,...,al,} zu

uoq/\---/\uan/\ua’l/\”-/\uaﬁn-

Somit ist U := {u,|a < k} eine Menge von unabhéngigen Generatoren von
F. Damit ist F' isomorph zu Fj.

Satz 3.3.4 Sei k eine reguldre, tiberabzihlbare Kardinalzahl. Wenn A eine
freie Boolesche Algebra ist und X C A Kardinalitdt k hat, so hat X eine
unabhdngige Teilmenge der Grifie k.

Beweis:
Sei A unabhéngig generiert von U und habe X C A Grofe k. Fiir jedes
x € X wihle eine endliche Teilmenge U, C U, die x generiert, das heift, es
gilt © € (U,).

Da die Subalgebren (U,), die von U, generiert werden, endlich sind, hat
X eine Teilmenge X' der Grofe k, so dak U, # U, fiir alle x # y in X'.

Mit dem A-System-Lemma 2.2.2 hat X’ eine Teilmenge X" der Groke k,
so dak die U,, v € X", ein A-System? formen; nenne die Wurzel V.

Setze W, := U, \ 'V fiir x € X" und sei S := (V). S ist endlich. Seien
S1,...,S, die Atome von S.

Jedes x € X” wird von U, = VU W, C SUW, generiert, also gibt es
A1z - -5 Apg € (W), so dafs

= (a1, ANS1) V...V (tnz A Sp)

Wegen s; V... Vs, =1 gilt

(@12 A S1) VooV (Gpa A Sp) V (51 As1) VooV (5, A sp)
= [((a1z A s1) V (ma1: As1)] VooV [(@pe A Sp) V (DGnz A Sp)]
= s51V...Vs, =1

und damit
-z = ((ma1) AN s1) V...V ((5ang) A sp).

Definiere eine Funktion f: X" — S, (w) x S, (w) durch

flz)={ie{l,...,n}taw >0} {i e {1,...,n}|na; > 0}).

2Fiir die Definition des A-Systems und seiner Wurzel s. 2.2.1.
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Wegen card(S,(w) x S,(w)) = Ng, also gibt es abzdhlbar viele Mengen
ST, D)} mit (K L) € Su(w) x Su(w). X" = Uy f7{(K, L)} und
da k regulir, kK > w und k = card(X"), gibt es also ein Paar (M, N) mit

card(f"{(M, N)}) = x.
Sei Y := f~{(M,N)}. Damit gilt card(Y) = x und fiir jedes r € Y’

{i e{l,...,n}ay, >0} = M,
{i e{1,...,n}|—a;, >0} = N.

Es gilt M NN # (), denn betrachte z,y € Y,z # y. Ohne Einschrinkung
gelte 2 A—y > 0. Nach obigen Uberlegungen lifit « A —y sich darstellen durch

TS \/{aiw A =aiy A si|l <@ <k}

Es folgt, dak a;, A —a;y, > 0 fiir gewisse 7, also 2 € M N N.
Es bleibt die Unabhéngigkeit von Y zu zeigen. Seien dazu E und F' dis-
junkte endliche Teilmengen von Y. Betrachte das elementare Produkt

Fiir jedes i € {1,...,k} gilt

(3.3) P> s N\ /\ @je N /\ —a;f.

eceE feF

Fir ¢ € M N N ist die rechte Seite von (3.3) nicht Null, da s; € (V),
0 < ae € (We),0 < —a;r € (Wy) und die Mengen V,W,, fiir e € E, und
Wy, fiir f € F, sind paarweise disjunkte Teilmengen von U.

O

Satz 3.3.5 Jede freie Boolesche Algebra F hat die ccc.

Beweis:
Angenommen, F' enthalte eine paarweise disjunkte Familie X mit card(X) =
N;.

Dann enthélt X mit 3.3.4 eine unabhingige Teilmenge der Grofe Ny, die
insbesondere nicht disjunkt ist. Widerspruch.

O

Insbesondere erfiillt By, die Vervollstindigung der freien Booleschen Al-

gebra F, auf k Generatoren, mit Satz 3.2.13 die ccc.
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3.4 ...und ihre Vervollstindigungen

Vervollstandigungen von freien Booleschen Algebren werden bendétigt, um in
Kapitel 6.4 einen guten Ultrafilter zu und in Kapitel 7 eine Boolesche Potenz,
die nicht isomorph zu einer Ultrapotenz ist, zu konstruieren.

In Lemma 3.4.2 wird gezeigt, dak es vollstandige Boolesche Algebren gibt,
die durch eine aufsteigende Kette vollstdndiger Subalgebren dargestellt wer-
den kénnen. Der Abschnitt schliefst mit einer Kardinalitdtsaussage fiir eine
Boolesche Algebra, die in Kapitel 6.4 gebraucht wird.

Sei B, die Vervollstindigung der freien Booleschen Algebra F,, auf
Generatoren.

Die Boolesche Algebra B, hat, ebenso wie Fj, eine topologische Darstel-
lung:
Betrachte auf dem Raum 7' =[], _. T, die Algebra B aller reguldr offenen
Teilmengen® von 7. Auf B werden die Booleschen Operationen folgenderma-
fen definiert: Das Supremum a V b zweier Mengen a,b € B sei das Innere des
Abschlusses von a U b. Das Infimum a A b von a,b € B sei der mengentheo-
retische Schnitt von a und b. Das Boolesche Komplement —a von a € B sei
das Innere des mengentheoretischen Komplementes von a.

B ist eine Vervollstandigung von F, (s. [S 69] §35 C). Da nach Satz 3.2.8
die Vervollstindigung von F,; bis auf Isomorphie eindeutig ist, ist B isomorph
zu B,.

Lemma 3.4.1 Sei k eine Kardinalzahl mit cf(k) > w. Sei B, die Vervoll-
standigung der freien Booleschen Algebra auf k Generatoren; U die Gene-
ratorenmenge von B,. Sei (U,),<. eine Folge von disjunkten Teilmengen
von U, so daff card(U,) > w firn < x und \J,_,. U, = U. Sei firn < r
By = (Uee, Ue)™. Dann gilt

n<wK

B.=| B,

n<wk

Beweis:

, 2 klar.
, & B, erfiillt die ccc aufgrund der Bemerkung nach Satz 3.3.5.
Behauptung:

(3.4) (U) liegt dicht in Fj,.

Beweis von (3.4):
Es gilt (U) C F,. Jede Menge x > 0 in F}, ist clopen, also insbesondere offen.

3s. Abschnitt 3.3.
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Damit ist x Vereinigung von Basismengen der Topologie, d.h. von Mengen
aus (U). Weil x > 0 ist, so muf es auch y € (U) geben mit 0 < y < x.

Damit ist (3.4) gezeigt.

Da F); dicht in B, liegt, liegt (U) auch dicht in B,. Aufgrund von Satz
3.2.5 ist jedes b € B, Supremum einer abzdhlbaren Menge {u,|n < w} von
disjunkten Elementen von (U).

Sei nun b € B,. Da cf(k) > w ist, gibt es ein 7 < &, so dak b Supremum
einer abzéihlbaren disjunkten Teilmenge von (|J,_, Ug) ist. Damit gilt b € B,
O

Satz 3.4.2 Sei B, die Vervollstindigung der freien Booleschen Algebra auf
k Generatoren, und sei k unerreichbar. Dann gilt

card(By) = k.

Beweis:
Sei U eine Menge von unabhingigen Generatoren von Fj. Jedes Element von
(U) wird aus U endlich generiert, also ist card((U)) = card(U) = k. Wie im
Beweis von Lemma 3.4.1 gezeigt ist jedes b € B, Supremum einer hochstens
abzéhlbaren Mengen {u,|n < w} von disjunkten Elementen von (U). k ist
eine starke Limeskardinalzahl, also gilt k¥ = k (Satz 2.2.7). Damit gilt

card(B,) < card((U))* = k* = k.



Kapitel 4

Filter

Da Filter einer der Grundbausteine von Ultrapotenzen und Booleschen Po-
tenzen sind, wirken sich die verschiedenen Filtereigenschaften auch auf die
Eigenschaften der mit ihnen gebildeten Potenzen aus. In diesem Kapitel wer-
den deshalb einige Eigenschaften von Filtern und ihre gegenseitigen Abhén-
gigkeiten betrachtet.

In Bild 4.1 sind diese Abhéngigkeiten zusammengestellt; dabei bedeutet
,D an einem Pfeil, dafs die Implikation nur fiir Ultrafilter gilt. Filter sind
dual zu Idealen (die im Rahmen dieser Arbeit jedoch nicht gebraucht wer-
den). Deshalb habe ich Ultrafilter (die zu Primidealen dual sind) D genannt;
normale Filter nenne ich im allgemeinen F'.

In Abschnitt 4.1 werden Ultrafilter, prinzipale und uniforme Filter defi-
niert. Das sind sehr grundlegende Arten von Filtern. Das Ultrafiltertheorem
4.1.8 sichert die Existenz von Ultrafiltern.

Abschnitt 4.2 liefert dann die Definition von Vollstindigkeit fiir Filter und
Uberlegungen dazu, wie vollstindig ein Filter werden kann, ohne prinzipal
zu sein. Aus diesen Uberlegungen ergibt sich der Begriff der Mefibarkeit.

Regulére Filter definiere ich in 4.3 zuerst allgemein auf Booleschen Po-
tenzen und gebe dann die einfachere Definition fiir Potenzmengenalgebren
an.

Zwischen absteigender Unvollstdndigkeit und Zerlegbarkeit besteht ein
enger Zusammenhang, wie in Abschnitt 4.4 gezeigt wird.

Gute Ultrafilter, die in 4.5 eingefiihrt werden, werden in 6.4 gebraucht,
um eine Boolesche Potenz unerreichbarer Kardinalitit anzugeben.

28
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Abbildung 4.1: Eigenschaften von Filtern iiber einer Menge [

4.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Zentral in diesem Abschnitt sind - neben der Definition des Filters - das
Ultrafiltertheorem 4.1.8 und die Begriffe uniform und prinzipal.

Definition 4.1.1 Ein Filter auf einer Booleschen Algebra B ist eine Teil-
menge F von B, die folgende Bedingungen erfillt:

1. 1€ F.
2.peFqgqeBundp<qg—qe€F.
3. pqe F—pAqeF.

F ist ein echter Filter, falls 0 & F.
F ist ein Ultrafilter, falls fiir alle p € B

peEF — —pdF
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Aquivalent kann man Filter auch als Teilmengen F' von B charakterisie-
ren, so dak 1 € F und

(4.1) fir alle z,y € Bjx Ay € Fgdw. x € Fund y € F:

Wenn F' Filter ist und x Ay € F, dann folgt Ay < z und z Ay < y, also
x,y € F; damit erfiillt F' (4.1).

Wenn z € F und y € F, dann ergibt sich x Ay € F nach der dritten
Bedingung fiir Filter.

Umgekehrt, wenn F' (4.1) erfiillt, und x € F und y € B, dann folgt aus
rxNy=x € F,dak y € F; also ist F' Filter.

Im folgenden seien alle Filter echt.

Der Filter, der nur die 1 enthélt, heift trivialer Filter.

Ein Filter F' im iiblichen Sinne (iiber einer Menge I) ist nach obiger
Definition ein Filter auf (7). Wenn ich mich mit Filtern auf Potenzmen-
genalgebren beschiftige, werde ich dem {iblichen Sprachgebrauch folgen und
von Filtern iiber Mengen sprechen.

Definition 4.1.2 FEine Menge E C B hat die endliche Durchschnitts-
eigenschaft, wenn fir alle ay,...,a, € E gilt \, ., ai # 0.

Zum Beispiel hat jeder Filter die endliche Durchschnittseigenschaft.

Definition 4.1.3 Sei E C B. Der von E erzeugte Filter I ist der Schnitt
tber alle Filter auf B, die E enthalten:

F= ﬂ{F’|E’ C F' und F' ist Filter auf B}.
Man sieht sofort, daf auch F' ein Filter auf B ist.

Satz 4.1.4 Sei I eine Teilmenge von B und F der Filter, der von E erzeugt
wird. Dann gilt

1. F ist die Menge aller X € B, fiir die entweder X =1 gilt oder fir die
es Y1,...,Y, € E gibt mit

YiNn...ANY, <X,

2. F st genau dann ein echter Filter, wenn E die endliche Durchschnitts-
ergenschaft hat.

Beweis:
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1. Sei F’ die Menge aller X € B, fiir die X = 1 oder fiir diees Y;,....,Y, €
E gibt mit Y1 A ... AY, < X.

Es ist also zu zeigen, dak F’ = F.
leF'.
Seien X, X' € F/ und Y3,...,Y,,,Y/,... )Y € E, so dafs

YiA AY,<Xund Y/A...AY, <X
Wenn X < Z <1, dann ist
YIN...NY, < Z,

also ist Z € F'.
Aufterdem gilt

YiA AYL,AY AN LAY < X ANX

also X A X’ € F'. Damit ist F” Filter auf B, der F umfaft, also F' C F’.

Betrachte nun einen Filter G auf B, der E enthélt. Es gilt 1 € G und
fiiralle Yy, ...,Y, € Egilt Y1 A...AY,, € G. Damit gehoren alle X € B,
die grofer gleich Y1 A ... AY, sind, zu G. Also F’ C G.

Insbesondere F' C F, also F' = F.
2. Wenn E nicht die endliche Durchschnittseigenschaft hat, dann 0 € F,
also F' = B.

Wenn E die endliche Durchschnittseigenschaft hat, ist 0 nicht Ober-
menge eines endlichen Schnitts von Mengen aus F, also 0 ¢ F.

O

Lemma 4.1.5 Der von E C B erzeugte Filter F' auf einer Booleschen Al-
gebra B ist der kleinste Filter auf B, der E enthdlt. Er ist genau dann echt,
wenn E die endliche Durchschnittseigenschaft hat.

Der Beweis ist klar.

Definition 4.1.6 Ein Filter F' ist ein Primfilter, wenn F' echt ist und fiir
alle z,y € B gilt
xrVy—zxeFVyelkl.

I ist ein maximaler Filter, wenn F echt ist und es keinen echten Filter
auf B gibt, der I' als echte Teilmenge hat.
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Lemma 4.1.7 Fir jeden Filter F' auf einer Booleschen Algebra B sind fol-
gende Aussagen dquivalent:

1. F ist mazimal.
2. F ist ewn Ultrafilter.
3. F ist prim.

Beweis:

Fiir jeden Filter F' auf B impliziert jede der drei Eigenschaften Echtheit.

Sei F' maximal; wir zeigen, dafs F' ein Ultrafilter ist. Sei x € B. Da F
echt ist, kdnnen nicht z und —z beide in F' sein. Angenommen, x ¢ F. Da
F maximal ist, enthélt der Filter, der von F'U {x} erzeugt wird, die 0, also
gibt es mit 4.1.5 ein a € F, so dak a A z = 0. Damit a < -z und -z € F.

Jeder Ultrafilter ist prim: Angenommen, z ¢ F und y ¢ F. Wir miissen
zeigen, dak x V y ¢ F. Dies folgt daraus, dals —x € F, -y € F' und damit
—z Ay =-(xVy) € F.

Sei F' prim. Angenommen, x ¢ F. Zu zeigen ist, daf F'U {z} den nicht
echten Filter erzeugt. Da 1 = z V —x in F' enthalten ist, aber x nicht, gilt
-z € F. Also enthilt der Filter, der von F'U {z} erzeugt wird, z A -z = 0.
O

Satz 4.1.8 (Ultrafiltertheorem von Tarski)' Setzt man AC voraus, so ist ei-
ne Teilmenge einer Booleschen Algebra B genau dann in einem Ultrafilter
enthalten, wenn sie die endliche Durchschnittseigenschaft hat.

Beweis:

Sei £ C B in einem Ultrafilter D enthalten. D hat die endliche Durch-
schnittseigenschaft, also insbesondere auch E.

Man nehme umgekehrt an, dakt £ C B die endliche Durchschnittseigen-
schaft hat. Der von E erzeugte Filter F' ist mit 4.1.5 ein echter Filter. Die
Menge P aller echten Filter von B, die F' enthalten, ist nicht leer und durch
Inklusion partiell geordnet. Auferdem hat jede nichtleere Kette C'in P durch
|J C eine obere Schranke in P.

JC ist Filter: 1 € |JC, da 1 in jedem Filter aus C' enthalten ist.

Wenn a,b € |JC, dann gibt es C1,Cy € C mit C; 5 a und Cy 3 b. Ohne
Einschrankung sei C; C Cy, also aAbe Cy C|JC.

Sei a € |JC und a < b. Dann gibt es ein C' € C, so daf a € C'. Damit
ist auch b € C' C |JC.

Angenommen, | C ist kein echter Filter, das heifst, 0 € |J C. Also gibt es
(4 aus C' mit 0 € (. Dann ist aber schon C] kein echter Filter.

"In [Ko 89] wird dieser Satz als ‘Boolesches Primidealtheorem’ aufgefiihrt.
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Durch Zorns Lemma wissen wir, dafs es ein maximales Element D von
P gibt. Dann ist D ein maximaler Filter und enthalt E; mit 4.1.7 ist D ein
Ultrafilter. O

Korollar 4.1.9 FEin Element a einer Booleschen Algebra B ist genau dann
in einem Ultrafilter enthalten, wenn a > 0.

Beweis:
Die Menge {a} hat genau dann die endliche Durchschnittseigenschaft, wenn
a> 0. O

Lemma 4.1.10 Sei F' ein Filter tiber einer Menge I und f : I — J eine
Funktion. Dann ist E :={Y C J|f~'"Y € D} ein Filter iber J.
Falls F' ein Ultrafilter ist, so ist auch E ein Ultrafilter.

Beweis:
F ist ein Filter:

o fI"J=T€eD,alsoist J€E.
e Seien X, Y € E. Dann ist f~(XNY)=f"1XnNnf1Y eD.

e Sei X € B, X CY.Dannist f77”X C f~17Y und da D ein Filter ist,
f—lnY c D

F ist ein Ultrafilter: Sei X C J.
Falls f7”X € D, dann gilt [\ [ X = f~1"(J\ X) € D.
Falls f~""X & D, dann gilt I\ [~ X = f~"(J\ X) € D. 0

Definition 4.1.11 F ist ein prinzipaler Filter, falls es ein p € B gibt mit
F={q€ Blp<q}

Aquivalent zu dieser Bedingung ist, dak gilt A F € F.

Prinzipale Ultrafilter werden immer von Einermengen erzeugt.

Alle interessanten Filter sind nicht prinzipal. Ein Beispiel fiir einen nicht
prinzipalen Filter ist der Fréchetfilter: Sei I eine Menge unendlicher Kar-
dinalitit, dann ist der von {X C I|card(] \ X) < w} erzeugte Filter der
Fréchetfilter iiber [.

Folgende Definition ist nur fiir Filter auf Potenzmengenalgebren sinnvoll:

Definition 4.1.12 FEin Filter I idiber einer Menge I heif$t uniform, wenn
alle Elemente des Filters die gleiche Kardinalitdt haben.
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Wenn F' ein uniformer Filter iiber einer Menge [ ist, so haben alle Ele-
mente von F' Kardinalitét card() (da I € F)).

Ein Beispiel fiir einen uniformen, prinzipalen Filter iiber w ist der von
der Menge {{2n|n € w}} erzeugte Filter. Hat ein Filter jedoch die Ultrafil-
tereigenschaft, so kann er nicht gleichzeitig uniform und prinzipal sein:

Satz 4.1.13 Jeder uniforme Ultrafilter diber einer unendlichen Menge ist
kein prinzipaler Filter.

Beweis:
Sei D ein uniformer Ultrafilter iiber einer unendlichen Menge I. Dann gilt
fiir jedes e € D card(e) = card(I).

Z.z.. (D ¢ D.
Fiir jedes i € I liegt die Menge e; := I \ {i} in D, da D Ultrafilter ist. Also
mie[ €; — @ ¢ D O

Die Umkehrung gilt nur fiir Filter iiber abzdhlbar unendlichen Mengen.

Satz 4.1.14 Sei D ein nichtprinzipaler Ultrafilter iber I mit card(l) = w.
Dann ist D auch uniform.

Beweis:
Wenn D nichtprinzipal ist, kann D keine endlichen Mengen enthalten. Also
haben alle Elemente von D Kardinalitit > w. Da card(/) = w, ist D uniform.
O

4.2 Vollstandige Filter

Dieser Abschnitt fiihrt vollstandige Filter und ihren Zusammenhang zu mef-
baren Kardinalzahlen ein. Dariiberhinaus wird gezeigt, daf sich Vollstandig-
keit auf Funktionsbilder iibertrdgt (4.2.4) und daf es eine maximale Voll-
standigkeit gibt, solange der Filter nicht prinzipal ist (4.2.7).

Definition 4.2.1 Sei d eine Kardinalzahl. Ein Filter F' auf einer Booleschen
Algebra B heifst <d-vollstandig, wenn gilt

VACF <card(A) <0 — (/\A existiert und /\A € F)) :

F heifst vollstandig, falls F' fir alle 0 € Card < d-vollstindig ist.
F heifit < )-unvollstandig, wenn F' nicht < d-vollstindig ist.

Definition 4.2.2 FEin Filter F' auf einer Booleschen Algebra B heifst ab-
zahlbar unvollstindig, wenn er < wi-unvollstindig ist.
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Jeder Filter ist w-vollstindig (Bedingung 3 in der Definition des Filters).

Fiir A < ¢ ist jeder < d-vollstdndige Filter auch < A-vollstdndig. Umge-
kehrt ist fiir 0 < p jeder < d-unvollstandige Filter auch < p-unvollstindig.

Wenn ein Filter F' vollsténdig ist, so ist A\ F' € F, also ist F' prinzipal.
Fiir Filter iiber [ ist ein prinzipaler Filter auch vollstindig; fiir Filter auf
einer Booleschen Algebra B nur dann, wenn B auch vollstindig ist.

Es gibt auch <a-vollstandige Ultrafilter, die keine prinzipalen Filter sind,
nur sind diese wesentlich schwieriger zu finden.

Lemma 4.2.3 Sei D Ultrafilter iber einer Menge I. Dann ist D genau dann
<a-vollstindig, wenn fir jede Partition von I in weniger als o Teile einer
der Teile zu D gehdrt.

Beweis:
=" Angenommen, D ist <a-vollstindig. Sei nun [ = U77 ~p Iy eine Partition
von [ in 3 viele Teile, mit § < . Dann ist

NU\X,)=0¢D.

n<p

Also gibt es < 3, so dak I\ X, & D, also gilt X,, € D.

<" Angenommen, von jeder Partition in [/ in weniger als a Teile liegt
ein Teil in D.

Sei E eine Teilmenge von D von Méchtigkeit 5 < a. Sei E = {e,|n < §}
eine Aufzihlung von FE.

Definiere eine Funktion f : I — 3+ 1 wie folgt:

() = B firie NE,
Y= das kleinste n < 3, sodak i €e, firiel\E

Mit der Annahme gibt es ein n < 8+ 1, so dak f~1(n) € D. Fiir jedes n < 3
folgt aber aus f(i) =7, dak i & e,, also f~*(n)Ne, = 0. Dae, € D gilt, folgt
f~(n) € D. Also muk f~'(3) in D sein.
F74B) =NE, also gilt (| E € D. Damit ist D <a-vollstéindig. O
Es folgt ein Resultat dariiber, daf sich die Vollstindigkeit auf Bilder
iibertréigt.

Lemma 4.2.4 Sei D <a-vollstindiger Ultrafilter diber I und f : I — J
eine Funktion. Dann ist E = {Y C J|f~"Y € D} ein <a-vollstindiger
Ultrafilter tiber J.
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Beweis:
Mit Lemma 4.1.10 ist E ein Ultrafilter.

Es bleibt die <a-Vollstandigkeit von E zu zeigen. Sei Z C E und card(Z) =
d < . Sei (z;)i<s eine Aufzdhlung von Z. Dann

7 ﬂzi = mffl”zi €D,

<9 <9

also (Z € E. O
Es gibt ein maximales «a, so daf ein Filter F' iiber I vollstdndig und nicht
prinzipal sein kann, ndmlich die Kardinalitdt von 1.

Satz 4.2.5 Sei F' ein Filter uber I, card(I) = a. Wenn F < - vollstandig
ist, so ist F' ein prinzipaler Filter.

Beweis:
Sei E die Menge aller in F' liegenden Komplemente von Einermengen

E={I\{}|I\{i} € F}.

Da I Michtigkeit « hat, ist card(F) < a < a™. F ist <a*-vollstidndig und
ECF,alsogilt E€F.

Andererseits ist jedes X € F eine Obermenge von (| F: Denn wenn i ¢ X,
dann ist X C I'\ {i}, also folgt I\ {i} € F', I\ {i} € Eund i ¢ (| £. Damit
ist ' der prinzipale Filter, der von [ E erzeugt wird. O

Definition 4.2.6 Eine Kardinalzahl 6 ist meltbar, wenn es einen nicht
prinzipalen, <0-vollstindigen Ultrafilter auf 6 gibt.

Zum Beispiel ist w mefbar, da sich der Fréchetfilters auf w nach Satz 4.1.8
zu einem Ultrafilter erweitern 1aft.

Andererseits ist jedes n < w nicht mefbar, da auf endlichen Mengen alle
Ultrafilter auch prinzipale Filter sind.

Die Bezeichnung ,mekbar“ ergibt sich durch folgende Uberlegungen:
Wenn D ein Ultrafilter iiber einer Menge I ist, dann ist die Abbildung

pPBU) — {0, 1}

definiert durch
1, wennz € D

“(x)‘:{o, wenn x & D
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ein zweiwertiges Maf auf I, das nichttrivial? ist, wenn D nicht prinzipal? ist,
und das S-additiv? ist, wenn D < 3-vollstindig ist.

Eine Kardinalzahl « ist also genau dann mefbar, wenn es ein nichttriviales
zweiwertiges Mak auf a gibt, das (-additiv ist fiir alle 5 < a.

Oft wird in der Definition von Mefkbarkeit w ausgeschlossen, da fiir die
Existenz eines nicht-prinzipalen Ultrafilters auf w nur das Auswahlaxiom
bendtigt wird, wihrend die Existenz von groferen mefsbaren Kardinalzahlen
nur mit stirkeren Zusatzannahmen bewiesen werden kann. Scotts Theorem
besagt beispielsweise, daft w genau dann die einzige mefbare Kardinalzahl
ist, wenn das Axiom der Konstruktibilitit gilt.?

Satz 4.2.7 Sei D ein nicht prinzipaler Ultrafilter iber einer Menge I. Dann
ezistiert eine grofite Kardinalzahl o, so dafs D <a-vollstindig ist.
Dariiber hinaus ist o mefsbar.

Beweis:
Da D kein prinzipaler Filter ist, gibt es eine kleinste Kardinalzahl (3, so dafs
D nicht <(-vollstindig ist. # kann keine Limeskardinalzahl sein, denn wenn
D <~7"- vollsténdig fiir alle v < (3 ist, dann ist D abgeschlossen unter allen
Schnitten von weniger als 5 Mengen und damit </3-vollstandig.

Also ist 8 Nachfolgerkardinalzahl, 3 = o™, und « ist die grokte Kardi-
nalzahl, so daf D <a-vollstindig ist.

Es bleibt zu zeigen, dak o mefbar ist.

D ist nicht <a™-vollstindig, also gibt es mit Lemma 4.2.3 eine Partition
I = Un<a X, von I in o Teile, so dak keine der Mengen X, zu D gehort.

Sei f: I — « gegeben durch f(i) =n gdw. ¢ € X,,. Mit Lemma 4.2.4 ist
die Menge

E={Y Calf7(Y) € D}

ein <a-vollstindiger Ultrafilter iiber . E ist kein prinzipaler Filter, denn
sonst wire {n} € E fiir ein n < a, womit golte X,, = f~*({n}) € D. Damit
ist & mefsbar. O

2D.h. fiir jedes J C I mit card(J) < card(I) gilt u(J) = 0.

3 Ansonsten wiire D von einer Einermenge {a} erzeugt und u(z) = 1 gdw. a € z.

4D.h. fiir n < B und disjunkte z;,i < 7, gilt (U<, i) = 32,y #(x:). Dabei kann fiir
hochstens ein x; gelten, da u(z;) = 1, da die x; disjunkt sind und D ein Ultrafilter ist.
[-Additivitat ist nicht zu verwechseln mit der Additivitéit einer Funktion.

Svgl. |CKe 77|, Satz 4.2.18.
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4.3 Regulire Filter

Regulére Filter spielen eine grofe Rolle bei der Kardinalitdtsbetrachtung von
Ultrapotenzen und Booleschen Potenzen. Sie liefern sehr grofe Ultrapoten-
zen, sind aber fiir den Nachweis von Ultrapotenzen singulidrer Grofse nicht
geeignet,.

Regularitét ibertrdgt sich auf Rudin-Keisler-grofere Filter (4.3.6). In
Satz 4.3.8 wird die Existenz von regulidren Filtern nachgewiesen. Satz 4.3.9
rechtfertigt die Sprechweise regulér fiir (w, card(I))-regulér.

Definition 4.3.1 Sei F Filter auf einer Booleschen Algebra B. Seien \, T
Kardinalzahlen. F heifit (A, 7)-reguldr gdw. eine Folge (X, |o < 7) existiert
mit X, € F und

fir alle B" C 7 mit card(B’) > \.

F heifsit 6-regulér, wenn F' (w,d)-reguldr ist.

Falls B =B(1) fiir eine Menge I, so wird ein (w, card(1))-requldrer Filter
reguldr genannt.

Wenn ein Filter §-regulér ist, dann ist er auch A-regulér fiir alle w < X\ < §:
Wiéhle aus (X,|a < d) eine beliebige Teilmenge, z.B. (X,|a < A) als Zeuge
fiir die A\-Regularitét.

Sei F' A-reguldr fiir ein A > w. Dann gilt A F' =0 ¢ F. Also ist F nicht
prinzipal.

Satz 4.3.2 Sei F' Filter auf einer Booleschen Algebra und -requldr. Dann
ist F' <6 -unvollstindiyg.

Beweis:
Sei (Xq|a < §) eine Folge in F, so dak A, .z Xo = 0 fiir alle B C § mit
card(B’) > w. Dann ist {X,|a € B’} Zeuge fiir die <§"-Unvollstédndigkeit
von F. O
Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht immer: sei F' ein Filter auf einer
vollstindigen Booleschen Algebra B, F' <0 T-unvollstindig. Dann gibt es ein
E C F mit

card(E) < ¢ und /\ E existiert und /\ E¢&F.

Sei A = card(F). Falls nun F' ein Ultrafilter ist, kann man E zu einem £’
erweitern, so dak A £’ = 0, ndmlich F' := E'U (1 — A\ E), aber damit ist
noch nichts iiber Schnitte von Teilmengen von E’ gesagt.
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Die Regularititsbedingung lafst sich allerdings in folgendem einfachen Fall
erfiillen:
Falls nun A = w und F Ultrafilter, dann sei (€},),e, eine Aufzihlung von
E'. Setze
ey = €
en = Nonen€m N
Dann ist E” := {e!|n € w} C F und card(E") = w, und fiir B’ C w mit
card(B’) = w gilt A,z €en = 0.
Also ist F' w-regulér.

Mit der folgenden dquivalenten Formulierung von Regularitit kann man
mit Filtern auf Potenzmengenalgebren komfortabler arbeiten.

Satz 4.3.3 Fin Filter F idiber einer Menge I ist genau dann d-requldir, wenn
es ein E C F gibt, so daff card(E) = § und jedes i € I in nur endlich vielen
e € F liegt.

Beweis:

Sei F' é-regulér. Dann existiert eine Folge (X,|a < 0) mit X, € F und
Nocs Xa = 0 fiir alle B’ C § mit card(B’) > w, also insbesondere fiir jedes
abzdhlbare B’. Dann kann jedes i € I in nur endlich vielen X, liegen.

Sei umgekehrt F' so, daf es ein £ C F gibt, so daf card(F) = ¢ und
jedes i € I in nur endlich vielen e € E liegt. Sei (E,|a < §) eine Aufzihlung
von E. Sei B’ C 0 mit card(B’) > w. Dann gilt (" .z Ea = 0. Also ist F
o-regular. O

Eine weitere dquivalente Bedingung fiir a-Regularitit auf Potenzmen-
genalgebren folgt:

Satz 4.3.4 Fin Filter F tber I ist genau dann a-requldr, wenn es eine Funk-
tion f: 1 — S,(a) gibt, so daff fir jedes § € «

{iel|pef(i)} €F.

Beweis:
= Sei I’ a-regulédr und die a-Regularitit werde von (es)s<q bezeugt. De-
finiere f : I — S, («) durch f(i) = {0 < ali € e5}.

Sei 3 € a. Dann

{iellpef(i)={icllices} =ep€F.

w<=Sei E={{ieI|lfe€ f(i)}|f € a}. Dann ist card(E) = o und fiir i € [
ist {6 € o] € f(i)} endlich, das heift, 7 ist nur in endlich vielen e € E. O

Die néchste Definition liefert eine partielle Ordnung auf der Menge der
Filter.
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Definition 4.3.5 Sei F' ein Filter aufB(I), G ein Filter auf P(J). Dann ist
G <gk F in der Rudin-Keisler-Ordnung, wenn es eine surjektive Funk-
tion f: I — J gibt, so daf G = {x C J|f~(z) € F}.

Es wére schén, wenn man ein zu Lemma 4.2.4 analoges Resultat auch fiir
regulire Filter hitte; leider iibertrdgt sich die Regularitdt nur bei injektiven
Funktionen auf ihre Bilder. Ein Beispiel fiir eine Funktion, die keine Regula-
ritdt bewahrt, ist f : [ — J, so dak es ein j € J gibt, so dak fiir alle s € [

gilt f(i) = J.

Satz 4.3.6 Sei «a eine Kardinalzahl. Sei F' ein (A, 7)-requldrer Filter iber o
mit F' <gk F, F Filter iber 6 > a. Dann ist auch F (X, T)-reguldr.

Beweis:
Sei F' <gk F, das heifst, es gibt eine surjektive Funktion f : § — «, so
dak F' = {M C a|f~™""M € F}. Sei (X;|n < 7) ein Zeuge fiir die (A, 7)-
Regularitiat von F”. Definiere fiir n < 7

X, =f"X].
Dann gilt X, € F' und fiir B’ C 7 mit card(B’) > A gilt

) X= ()£ 7%= </ € X}

neB’ neB’ neB’

Fiir jedes £ < 0 gibt es ein n € B', so dak f(£) € X, da (), cp X;, = (0. Also

folgt
() X, =0.

nenB’

Damit ist F' (A, 7)-regulér. O

Korollar 4.3.7 Sei Dy ein a-reqularer Ultrafilter tiber einer Menge I und
f I — J eine injektive Funktion. Dann ist Dy := {Y C J|f~"Y € D;}
ein a-requldrer Filter auf J.

Beweis:

Sei E C Dj Zeuge fiir die a-Regularitdt von D;. Definiere G := {Y C
JIf~”Y € E}. Dann liegt jedes j € J nur in endlich vielen Y € G: Ange-
nommen, es gibt ein j € J mit card({Y|j € Y}) > w. Sei i := f~1(j) (das i
ist eindeutig, weil f injektiv ist). Dann gilt auch

card{X CI|f Y =XAX€E}) >w.
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Aber es gilt ¢ € X fiir X = f~17Y > j. Das steht im Widerspruch zur a-
Regularitdt von D;. Damit ist G C D ein Zeuge fiir die a-Regularitidt von
D;. O

Der néchste Satz sichert (unter Benutzung des Auswahlaxioms, da man
das Ultrafiltertheorem 4.1.8 braucht) die Existenz von a-reguldren Ultrafil-
tern auf Mengen der Machtigkeit a.

Satz 4.3.8 Fiir jede Menge I unendlicher Mdachtigkeit o gibt es einen «-
requldren Ultrafilter D tiber I.

Beweis:
Es geniigt, einen solchen Ultrafilter auf einer beliebigen Menge J der Méchtig-
keit « zu finden. Sei ndmlich D dieser Ultrafilter. Sei (i5)s<, €ine Abzéhlung
von I und (js)s<q eine Abzdhlung von J; dann ist durch D; := {K C I|3L €
Djis € K < js € L} ein a-reguldrer Ultrafilter auf I gegeben.

Wihle nun J = S,(a). Fiir 8 < o definiere 3 := {j € J|# € j} und

— {38 € a}. Es ist card(E) = a und fiir jedes j € Jist card(j) < w, also
card({ﬁw € j}) < w, das heikt card({5|j € §}) < w. Damit ist ein Filter,
der E enthilt, a-regulér.

E hat die endliche Durchschnittseigenschaft: Seien Bl, [32 € E. Dann ist
{31, B2} € B1 N Ba, also ist der Schnitt nicht leer.

Mit dem Ultrafiltertheorem 4.1.8 1dft sich £ zu einem Ultrafilter erwei-
tern. O

Dies ist auch die maximale Regularitit, die sich erreichen laft; schon
at-Regularitat fiihrt auf einen Widerspruch.

Satz 4.3.9 Sei I eine Menge der unendlichen Mdchtigkeit oc. Dann gibt es
keinen o -requldren Filter iber I.

Beweis:
Angenommen, es gibe doch einen solchen Filter F'.

Dann gibt es ein E C F,card(E) = a™, so daf fiir jedes i € I die Menge
E; = {e € E|i € e} endlich ist. Es gilt UZGI = I, aber card(|,.; i) =
card(I) < a™ = card(FE). Widerspruch. O

4.4 Absteigend unvollstindige und zerlegbare
Filter

Hauptziel dieses Abschnittes ist es, die Aquivalenz von Satz 4.4.3 und Korol-
lar 4.4.8 zu zeigen. Ferner wird Satz 4.4.5 ermdglichen, von zerlegbaren zu
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uniformen Ultrafiltern iiberzugehen; ein Hilfsmittel, das sich insbesondere in
Kapitel 7.2 als niitzlich erweist.

I
(. S/
g
Xo
(. S/
v~
X1
(. /
g
X
(. S/
g

Abbildung 4.2: Absteigende Unvollstindigkeit von F

Definition 4.4.1 Sei F' ein Filter iber einer Menge I. F heifit 6-abstei-
gend unvollstindig, wenn es eine Familie (X¢)e<s in F gibt, so daff fir
alle £,m, mit £ <n <9 gqilt:

Xe D X, und ﬂXg = 0.
£<6

Absteigende Unvollstindigkeit vererbt sich weder auf kleinere noch auf
grokere Kardinalzahlen.

Wenn ein Filter F' §-absteigend unvollstindig ist, so sieht man leicht, daf
F auch <§T-unvollstindig ist.

Bei der Umkehrung dieses Resultates hat man das Problem, daf die Men-
ge E C F, die die <0"-Unvollstandigkeit bezeugt, keine absteigende Kette
von Mengen zu sein braucht.

Im Falle 6 = w gilt die Umkehrung, da ich nur endliche Schnitte brauche,
um die Mengen aus F zu einer absteigenden Kette zu machen.

Also ist w-absteigend unvollstindig dquivalent zu abzéhlbar unvollstan-
dig. Da ein Filter aukerdem genau dann w-regulér ist, wenn er abzédhlbar
unvollsténdig ist, gilt folgendes Resultat:
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Lemma 4.4.2 Ein Filter F dber einer Menge I ist w-requlir genau dann,
wenn es eine abzdahlbare absteigende Kette

I=1,O0D21,D...
von Elementen I, € F gibt, so daf (., In = 0.

Satz 4.4.3 (Kunen und Prikry [KuPr 71]) Sei ¢ regulir und D ein 6 -
absteigend unvollstindiger Ultrafilter auf PB(I), dann ist D auch §-absteigend
unvollstandig.

Fiir den Beweis s. Kunen und Prikry [KuPr 71].
Definition 4.4.4 Sei I eine Menge, F' ein Filter auf B(I). F ist j-zerleg-

bar auf I, wenn es eine Partition {I,|n < 6} von I gibt, so daf fir alle
M C 6, card(M) <6, gilt: U, cps Iy & F. Sonst ist I 6-unzerlegbar.

Abbildung 4.3: Zerlegbarkeit von [

Satz 4.4.5 Seien o und  Kardinalzahlen. Sei F ein Filter tiber oo. Dann ist
F genau dann 0-zerlegbar, wenn es einen uniformen Filter F' tiber 0 gibt mit
F' <gx F.

Beweis:
Sei F' §-zerlegbar iiber «, das heifst es gibt eine Partition {a,|n < 0} von «,
so dab fiir alle M C 0 mit card(M) < ¢ gilt U, cpy an & F-

Definiere eine Funktion f : a — ¢ durch

f(B) == fir § € a,.

Sei F' := {x C 0|f'(x) € F}. Angenommen, F” ist nicht uniform. Dann gibt
es ein y € F' mit card(y) < 6. Aber f~*(y) = U, ., ay € F, da F d-zerlegbar
ist.

Sei nun umgekehrt F’ uniform auf §, mit F’ <gx F. Das heifst, es gibt
eine surjektive Funktion f: o — § mit F' = {z C d0|f~z € F}.

ney
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Definiere eine Partition {a,|n < 0} durch

o, = 17 {n} fiir n < 6.
Sei nun M C § mit card(M) < §, dann gilt
U Qp = U f_l(M)gF,
neM neM

da wegen der Uniformitat von F”’ gilt M & F’. O

Satz 4.4.6 Sei D ein d-absteigend unvollstindiger Ultrafilter. Dann ist D
cf(0)-zerlegbar.

Beweis:
Sei D ¢-absteigend unvollsténdig, das heifit, es gibt eine Familie (X¢)e<s wie
oben beschrieben.

Die Familie (X{)¢<s sei definiert durch

X, =1,
X = X, fiirn<w,
X, = X, firw <.

Definiere eine Partition {I;|n < ¢} durch I} := X7\ X7 ;.

Abbildung 4.4: Definition von {I}|n < d}
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Sei (f(v))v<ct(s) eine konfinale Folge in 0. Definiere nun eine Partition
{L|v < cf(9)} durch

Ly = U z

fW)<n<f(v+1)
I, = I, fiir v Limes.

Es gilt fiir alle n < §
!
I, ¢ D

und

Iy = U I, C U I =1\X,2¢D.

v<n<v+1 n<v+1

Also erfiillt die Partition das Gewiinschte:
e Fiir alle v < cf(9) gilt 1, € D.

e Sei M C cf(9), card(M) < cf(9). Sei p Supremum der Elemente von
M. Dann ist o < cf(6), da cf(9) reguldr ist, und

UnclJn=1\X¢eD.

neM n<p

O

Satz 4.4.7 Sei D ein d-zerlegbarer Ultrafilter iber einer Menge I. Dann ist
D auch d-absteigend unvollstindig.

Beweis:
Sei D o-zerlegbar. Sei {I,|n < ¢} die Partition von I, die die Zerlegbarkeit
bezeugt. Definiere fiir n < ¢

X, =1\|JIL
£<n
Damit ist X;, € D. Dann gilt fiir £ < n < J, dak X;, C X¢ und ()5 X¢ =

I\ U5 1 =0. O
Hiermit erhalten wir das Resultat, das in [Kb 80] als ,Satz von Kunen
und Prikry®“ zitiert wird:

Korollar 4.4.8 Sei D Ultrafilter auf SPB(I). Sei 0 requlir und D 6T -zerlegbar
tber 1. Dann ist D 0-zerlegbar iiber 1.
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4.5 Gute Ultrafilter

Der Zusammenhang von Gutheit mit anderen Filtereigenschaften (aufer der
abziahlbaren Unvollstandigkeit) ist nicht so einfach ersichtlich. Allerdings ist
jeder abzdhlbar unvollstindige Ultrafilter auch wi-gut (Satz 4.5.5).

Der Nachweis der Existenz eines guten Ultrafilters ben6tigt Konstruktio-
nen mit Ultrapotenzen oder Booleschen Potenzen, so daf ich ihn erst in den
entsprechenden Kapiteln (5.4 und 6.4) fiihren werde.

Definition 4.5.1 Sei F' ein Filter auf einer Booleschen Algebra B. FEine
Funktion f : S,(8) — F heifst monoton, wenn fir u,v € S,(3), mit u C v,
gilt f(v) < f(u).

fist additiv, falls f(uUv) = f(u) A f(v).

FEine Funktion g : S,(8) — B verfeinert f, wenn fir alle x € S, () gilt
9(2) < ()

In manchen Biichern wird ,,additiv" auch ,multiplikativ oder ,antiaddi-
tiv¢ genannt (s. z.B. Shelah [Sh 90]).

Definition 4.5.2 FEin Ultrafilter D heifst gut fiir A\, wenn D abzdhlbar un-
vollstindig ist und jede monotone Funktion f : S,(\) — D eine additive
Verfeinerung g : S,(A\) — D hat.

Definition 4.5.3 FEin Ultrafilter D heifst 6-gut, wenn D abzdihlbar unvoll-
standig und gut fir jedes A < 6 ist.

Lemma 4.5.4 Sei D ein abzdihlbar unvollstindiger Ultrafilter und o eine
Kardinalzahl. Dann ist D genau dann ot -gut, wenn es zu jeder monotonen
Funktion f: S, (a) — D eine additive Verfeinerung g : S, (o) — D gibt.

Beweis:
Die Implikation ,,= gilt nach Definition. Fiir die Riickrichtung sei § < «
und sei f : S,(8) — D eine monotone Funktion. Definiere eine Funktion
f': Su(a) — D durch
f'(u) = funp).
f' ist monoton. Nach Voraussetzung gibt es eine additive Funktion
g : Su(a) — D mit ¢ < f'. Sei g die Einschrinkung von ¢' auf S, (7).
Dann gilt g : S,,(6) — D, g ist additiv und g < f. Damit ist D a*-gut. O

Satz 4.5.5 Jeder abzihlbar unvollstindige Ultrafilter ist wy-gut.

6Wenn man die abziihlbare Unvollstéindigkeit in der Definition der Gutheit weglift
(wie es zum Beispiel Chang und Keisler in [CKe 77] tun), so kann man sie auch als Vor-
aussetzung im Satz weglassen.
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Beweis:
Sei D ein abzdhlbar unvollstindiger Ultrafilter. Zu zeigen ist, daft D gut
ist fiir w. Sei also f : S,(w) — D eine monotone Funktion. Definiere eine
Funktion ¢ : S, (w) — D durch

g(a) := f(maxa+1).

Es gilt @ C (maxa + 1), also f(a) > f(maxa + 1) = g(a). Ferner gilt fiir
a C b, dak g(a) > g(b), also

f(max(aUb)+1) = f(maxa+ 1) A f(maxb+ 1)
= gla) Ag(b).

Damit ist g additiv. O



Kapitel 5

Ultraprodukte und Ultrapotenzen

Neben der Definition von Ultraprodukten und Ultrapotenzen werden in Ab-
schnitt 5.1 ein Expansionstheorem 5.1.3, das Fundamentaltheorem von FLo$
5.1.4 und ein Kompaktheitstheorem 5.1.6 bewiesen.

Abschnitt 5.2 beschiftigt sich mit den Kardinalititen, die Ultrapoten-
zen haben konnen. Fiir mein Vorhaben ist besonders Satz 5.2.6 wichtig, der
besagt, dak eine Ultrapotenz mit einem maximal reguldren Filter nicht un-
erreichbare Grofe haben kann.

In Abschnitt 5.3 wird der Nutzen von vollstindigen Filtern deutlich: Man
kann eine stirkere Version des Fundamentaltheorems zeigen, das fiir eine
iiberabzahlbare Sprache formuliert wird.

Die Existenz eines guten Ultrafilters wird mit Hilfe von Ultrapotenzen in
Abschnitt 5.4 nachgewiesen.

Anwendungen fiir gute Ultrafilter werden in Abschnitt 5.5 kurz vorge-
stellt.

In Abschnitt 5.6 fasse ich die vorherigen Ergebnisse iiber Grofsen von Ul-
trapotenzen nochmals zusammen und gebe einen Ausblick auf die Literatur.

5.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

Die Einfiihrung, die ich hier gebe, richtet sich im wesentlichen nach [CKe 77|.
Sei I eine Menge mit I # (), D Ultrafilter {iber I und (A;);c; eine Familie
von nichtleeren Mengen. Sei C' = [[,.; A; das Cartesische Produkt iiber diese
Mengen. C' ist die Menge aller Funktionen mit Wertebereich I, so daf fiir
alle i € I gilt f(i) € A;.
Zwei Funktionen f und g aus [[,.; A; sind D-&quivalent, f =p g, wenn

{1 € I1]f(i) = g(i)} € D.

48
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fp=1{9 €Tlic; Ailf =p g} ist die Aquivalenzklasse von f beziiglich D.

Definition 5.1.1 Das Ultraprodukt von (A;)ic; modulo D ist die Menge
aller Aquivalenzklassen von =p. Es wird als [[ A;/D geschrieben, also

[14/D = {folf € [T A

el

Dabei heifit I die Indexmenge von [[ A;/D.

Falls fiir alle i € T gilt A; = A, so heifit [[ A/D Ultrapotenz und wird
auch A'/D geschrieben.

Falls D nur ein Filter ist, so nennt man [[ A;/D bzw. [[ A/D auch re-
duziertes Produkt bzw. reduzierte Potenz.

Sei £ eine Sprache. Sei [ eine nichtleere Menge, D Ultrafilter iiber [ und
fiir jedes ¢ € I sei A; eine £-Struktur.

In 2A; seien Relationssymbole R von £ durch R; interpretiert, Funktions-
symbole F' von £ durch F; und Konstantensymbole ¢ von £ durch ¢;.

Das Ultraprodukt [[2;/D ist die £-Struktur, die folgendermafen be-
schrieben wird:

1. Der Tréger von [[2;/D ist [[ 4;/D.

2. Sei R ein n-stelliges Relationssymbol von £. Die Interpretation von R
in [[2/D ist die Relation R, so daf

R(fh... f3) gdw. {i € IIRi(f'(i) ... f"(i))} € D.

3. Sei F n-stelliges Funktionssymbol von £. Dann wird F in []2;/D
durch die Funktion F interpretiert durch

F(fp... fp) = (F(f'(@)... f"@)li € I)p.

4. Sei ¢ ein Konstantensymbol von £. Dann wird ¢ von dem Element
c € [[24;/D interpretiert, wobei

Cc = <CZ|Z S I)D

Um zu zeigen, dafs diese Definition konsistent ist, muf man noch priifen,
daf F und R nur von den Aquivalenzklassen abhéngen.

Lemma 5.1.2 Seien I, D,2; wie oben, f',..., f" g%, ..., g" € [[ Ai. Ange-
nommen, f'=p g*,..., f" =p g Dann gilt
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1. {i € I|Ri(f* (i) ... f"(4))} € D gdw. {i € I|Ri(¢"(z)...g™(i))} € D und
2. (E(f1() ... fr@)li € I) =p (Fi(g" (i) ... g"(0))li € ).

Beweis:

1. Fiir Mengen X und Y gilt XNY € D gdw. X € Dund Y € D, also

{i € IRAF1G) . )} € D
und {i € I|f (i) =g' (i) A ... A f(i) =g"(1)} € D
& (i€ IRAF) .- W) A F1) = 610 Ao A f2G) = g7(0)} € D
s {i€I|Ri(g'(i)...g ' ; j
& {ielI|lRi(g'(i)...g
und {i € 1111() = g

2. ergibt sich auch direkt aus den Definitionen:

(B(f1@).. frilie )p = F(fp-.. fb)
(Fi(g'(i) ... g"(@)li € I)p.

Satz 5.1.3 (Exzpansionstheorem,)
Sei £ eine Expansion von £. Sei I eine nichtleere Menge und fiir jedes i € I
sei A; ein Modell fir £ und B; eine Erweiterung von 2; auf £'. Sei F' ein
Filter tber I.

Dann ist das reduzierte Produkt [[B;/F eine Expansion des reduzierten
Produktes [[4:/F auf £

Beweis:
Fiir jedes ¢ € I haben die Modelle 2; und B, die gleiche Grundmenge,
A; = B;. Also haben die reduzierten Produkte die gleichen Grundmengen
[TA:;/F =]1]B:i/F. Da B, eine Erweiterung von 2; ist, hat jedes Symbol von
£ die gleiche Interpretation in 28; wie in 2;. Bei der Definition des reduzierten
Produktes hingt jede Interpretation eines Symboles von £ in [[2;/F nur von
den Interpretationen in den Modellen 2;, von den Grundmengen und vom
Filter F' ab.

Es folgt, dak jedes Symbol von £ in [[B;/F die gleiche Interpretation
wie in [[2;/F hat; also ist [[B;/F eine Erweiterung von [[2;/F. O

Satz 5.1.4 (Fundamentaltheorem von Lo3) Sei A das Ultraprodukt [ 2;/D
und sei I die zugehirige Indexmenge. Dann gilt
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1. Fiir jeden Term t(z1,...,2,) von £ und Elemente f},,..., 5 € A gilt
talfp .. fpl = (talf' () ... fP(@)]li € D).
Hierbei ist ty die Interpretation des Terms t in der Struktur 2A-

2. Sei o(z1,...,x,) eine Formel von £ und seien f},, ..., f5 € A. Dann
gilt

A= olfp. - fp] gdw. {i € 1| = o[f'(3) ... f"()]} € D.
3. Fiir jeden Satz ¢ aus £ gilt
A= gdw {i e[| = ¢} eD.

Beweis:
3. folgt direkt aus 1. und 2. Der Beweis von 1. und 2. wird iiber Induktion
nach Term- bzw. Formelaufbau gefiihrt.

1. Seit(xy,...,z,)ein Term von £. Mit der Definition von Ultraprodukten
sieht man, daf 1. gilt, wenn ¢(z1, ..., x,) von der Form F'(z; ...x,) oder
ein Konstantensymbol oder eine Variable ist.

Angenommen,
Hy, . yxn) = F(ti(zr, . oyxn) (X, o ),
wobei Fg ein Funktionssymbol von £ ist und die Terme ¢4, ... t,, alle

1. erfiillen. Dann gilt mit der Definition der Interpretation von Termen

talfp .- fp) = F(twalfp - [l twalfp - f5)),
wobei F die Interpretation von F in U sei. Mit 1. fiir ¢1, ..., tm gilt fiir
Ee{l,....m}
tralfp - - D) = 9
wobei g% = (tpo [f1(i) ... f*(i)]]i € I). Mit Punkt 3. bei der Definition
von Ultraprodukten gilt
Flgp.--9p) = (Fi(g' (D) ...g™(@))|i € I)p.

Mit der Definition der Interpretation von Termen ergibt sich
to,[f1(0) ... [ ()] = Filg' (i) . .. g™ (0))-
Insgesamt gilt also

talfp---fBl = Flgp---9p)
= (to,[f'(0) ... f()]li € I)p.

Also erfiillt ¢(xy ... x,) Aussage 1.
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2. e (p ist atomar.

(a) ¢ =1y =1y, wobei r; und ry Terme von £ sind. Mit 1. folgt:

A= olfp .- fb]
rilfb - Bl =13fD - fB]

=

S (rEE) M@l E Dp = (i3 11 6) . @)l € Db
& (r [fl(z‘) @)l e I) =p <r%[f1<z> ()i € 1)
& {ie I fi@)... @) =r3 1<z> @]}y e D

& {iell Eolf'(i).. . fr(0)]} €

(b) ¢ = Rlrg,..., 1], wobei rq,...,r,_1 Terme von £ sind. Es

QH:R[TO(fg"'fE%“wrn l(fD fD)]
& {i € IIR™ (ro(f°() ... f™(0)) .. rua (fO2) ... f7(0)))
& {i € 11U = Rilro(f°() ... f™(0) ... (fO0) .. f™

e v = — und 2. gilt fiir ¢. Es gilt
A= olfp.- f5]

& nicht: A EY[fh ... fA]
& {ielli EQf16)... [} ¢ D

Da D ein Ultrafilter ist, ist die letzte Zeile dquivalent zu

fi € 11 = lf'G)... (@)} € D
& {i e IA[f1G). .. f"()]} € D.

= (¢ A x) und 2. gilt fiir ¢ und .
Da D als Filter gegen Schnitte und Obermengenbildung abge-
schlossen ist, gilt fiir je zwei Teilmengen x,y von [

teD
()]} € D.

(reDANyeD)sxnyeD.

Damit folgt:

AE=olfp-. [0
& AREYP[fp... ] und 2A ): xUfb .- 1Bl
& {iell Eylf'@)... ff@)}eD
und {i € 112 = y[/*(0)... f*()]} € D
& {ie Il = yf! () f”(Z)]}
N{i e 112 = x[f'(i)... f"()]} € D
& {ie I Eyfia).. N (] A X[ @) ()]} e D
& {ie Il Eolf'G)... f"(i)]} € D.
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e o =V und 2. gilt fiir .
Behauptung: Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(a) Fiir alle fp € A gilt, falls f Représentant von fp ist,
fi € 112 £ 9[fG) 1) - ()]} € D.

(b) {i € I|Va € A; A = lafr(i)... f7(i)]} € D.

Beweis der Behauptung:

(a)=(b): Angenommen, (a) gilt und die Menge aus (b) ist nicht
in D. Da D ein Ultrafilter ist, ist dann

Z:={icl|Fac A : - = lafG)... f"(6)]} € D.

Definiere mit Hilfe des Auswahlaxioms eine Funktion f : I —
U,es Ai durch

[ ein a € A; mit nicht: ; = Ylaf(i)... f*(4)], fallsie Z,
1) = ein beliebiges a € A; sonst.
Wegen Z = {i € 1124 = g[£() /(1) ... /" (0)]} ist

{i e I|- = 9 [f () f1(0) ... f"()]} € D.

Nach Voraussetzung liegt aber das Komplement dieser Menge in
D. Also mufs die Menge aus (b) doch in D sein.

(b)=(a): Sei f € [[,c; Ai beliebig. Wegen
(5.1) i e 11 E YL@ G MO 2
(5.2) {i € IIVa € A; Uy = Ylaf'(i)... f(i)]}

gilt mit (b) auch (a).
Damit gilt die Behauptung.

Nun folgt
A= olfp. - [
N Vae AAE=dlafh... 7]
& Vip € AAEY(fofh. . [B]
& Vip e Ali € I| EY[f() f1(0)... f"(i)]} € D
& {iellVae A A = vlafi(i)... fr(i)]} €D
& {i e I = o[f'(@) ... ()]} € D.
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Damit ist die Induktion vollsténdig. O
Korollar 5.1.5 Sei /D eine Ultrapotenz von A. Dann 2! /D = 2.

Korollar 5.1.6 (Kompaktheitssatz) (Frayne, Morel und Scott [FMS 62]) Sei
Y. eine Menge von Sdtzen, so daf jede endliche Teilmenge von ¥ ein Modell
hat. Dann hat X ein Modell.

Beweis:
Ohne Einschrinkung kénnen wir annehmen, daf 3 unter endlichen Konjunk-
tionen abgeschlossen ist.

Sei ¥ = {¢;|i € I'}. Nach Voraussetzung gibt es Strukturen 2;, so daf fiir
jedes 1 € I 2; ein Modell fiir ¢; ist.

Wir wollen einen Ultrafilter D auf P(I) konstruieren, so daf []
ein Modell von X ist.

Sei dazu fiir jedes j € I

A,/ D

i€l

J; = {i € I|%; ist Modell von ¢;}.

Da j € Jj, ist J; # 0, und J; N Jy = Jo, wobei £ so gewihlt sei, dak ¢; A oy
der Satz ¢y ist.
Also gibt es einen Ultrafilter D, der alle J; enthélt. Mit Satz 5.1.4 folgt,
daf jedes y; wahr ist in [[,.,2;/D; also ist [, 2;/D ein Modell von X.
O
Sei I # (), D Ultrafilter iiber I und A ein Modell. Eine natiirliche Einbet-
tung von 2 in 2/ D ist die Funktion d, so dak d(a) die Aquivalenzklasse der
konstanten Funktionen mit Wert «a ist

d(a) = (ali € I)p.

Der Wertebereich von d wird mit d(A) bezeichnet und die Einschrinkung
von A /D auf d(A) mit d(21).

Korollar 5.1.7 Sei A ein Modell und D ein Ultrafilter. Dann ist die natiir-
liche Einbettung von A in die Ultrapotenz A /D eine elementare Einbettung.

Beweis:
Sei p(z1,...,x,) Formel von £ und ay,...,a, € A. Dann gilt mit Satz 5.1.4:

A/D = pld(ay) ... d(ay,))
gdw. {iel|AE=yla;...a,)} €D

gdw. A= plar...a,).
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d ist also ein Isomorphismus von 2 auf d(2() und d(%) ist ein elementares
Submodell von 21!/ D.

In Kapitel 5.2.2 beschéftige ich mich auch noch mit der Frage, wann d
eine echte Einbettung ist.

5.2 Grofse von Ultrapotenzen

Im folgenden werden einige Ergebnisse {iber mogliche Kardinalitdten von
Ultraprodukten und Ultrapotenzen zusammengestellt. Dabei beschrianke ich
mich (bis auf Satz 5.2.2) auf Ultrapotenzen von unendlichen Strukturen.
Nach der allgemeinen Abschétzung in Satz 5.2.1 und einem Satz von Shelah
(5.2.2) wende ich mich dem Speziallfall von Ultrapotenzen mit reguléren Ul-
trafiltern zu. Man kann beliebig grofse Ultrapotenzen finden (Korollar 5.2.5);
allerdings nicht in dem Sinne, dafs man einen vorgegebenen Wert erreicht.
Es ist nur moglich, einen solchen zu iiberschreiten. Satz 5.2.6 besagt, daf
reguldre Ultrafilter fiir das Vorhaben, eine Ultrapotenz mit unerreichbarer
Kardinalitit zu finden, nicht geeignet sind.

Im néchsten Abschnitt gebe ich einige Eigenschaften von Ultrapotenzen
mit (<d-)vollstdndigen Ultrafiltern an. Wenn Filter zu vollstidndig sind, wer-
den die mit ihnen erzeugten Ultrapotenzen trivial. Satz 5.2.12 gibt eine Ein-
grenzung von moglichen Kardinalitdten von Ultrapotenzen von w (s. auch
Satz 6.3.6 iiber Kardinalitéten von Booleschen Potenzen von w).

Satz 5.2.1 Sei F' ein Filter diber I. Dann gilt
1. Wenn card(A;) = card(B;) fir alle i € I, dann gilt auch
card(H A;JF) = card(H B;/F).
2. Wenn card(4;) < card(B;) fir alle i € I, dann gilt auch
card(J [ Ai/F) < card([ [ Bi/F).

3. card(J] Ai/F) < card(] ], 4i).
4. card(A) < card(A! /F) < card(A)ed(),
Beweis:

1. Da card(A;) = card(B;) fiir alle ¢ € I, gibt es Bijektionen f; : A; — B;.
Diese induzieren eine Bijektion f: [[ A;/F — [] Bi/F.
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2. Da card(4;) < card(B;) fiir alle i € I, gibt es Injektionen f; : A; — B;.
Diese induzieren eine Injektion f: [[ A;/F — [[ B:/F.

3. Bei der Bildung des Ultraprodukts faft man Elemente von []A; zu
Aquivalenzklassen zusammen. Es kann aber nicht mehr Aquivalenz-
klassen geben als es Elemente gibt.

4. Fiir jedes a € A gibt es eine konstante Funktion f, : I — {a}. Insbe-
sondere ist jedes f, € Al. Fiir a # b gilt {i|f.(i) = f,(i)} = 0, also
liegen die Funktionen in disjunkten Aquivalenzklassen beziiglich F', d.h.
durch a +— f,r ist eine injektive Abbildung von A nach A!/F gegeben.

Die zweite Ungleichung ist ein Spezialfall von 3., da

card(A”) = card(A)edD),

O

Das folgende Resultat war das erste Ergebnis iiber die Eigenschaften von

Kardinalzahlen, die Gréfsen von Ultrapotenzen sind. Es behandelt nur Ultra-

produkte von endlichen Mengen; fiir Ultrapotenzen iiber unendlichen Struk-
turen mit reguliren Ultrafiltern gibt es aber ein &hnliches Resultat (5.2.7).

Satz 5.2.2 (Shelah [Sh 70]) Sei D ein Ultrafilter iber einer Menge I und
n; €w firi €1, so daff w < X\ = card([[n;/D). Dann gilt \* = .

Beweis:
Das wird bewiesen, indem man A“ injektiv auf A abbildet.
Falls D <ws-vollsténdig ist, so gilt card(][[n;/D) < w (s. z.B. |BeSl 69|,

Korollar 3.9). Also ist D <w;-unvollstiandig. Sei
1
= <w’ <+, [(‘/T]’ '57 ()27 ()4>'1

Bilde die Ultrapotenz 90 := ! /D. Mit Satz 5.1.5 ist 9 elementar fiquivalent
zu 2, so dak die iiblichen Rechenregeln auch in 91 gelten.Mit Satz 4.5.5 folgt
aus Satz 5.5.1, dafk 9 Ny-saturiert ist.

Seien nun m,n € w. Sei b := (n;|i € I)p. Definiere

card(b) := card({a|a < b}).
Dann gilt
card(b) = card({ala < (n;|i € I'p})

= Card(H n;/D)
= A\

'Dabei sei [.] die Gaufklammerfunktion.
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Also geniigt es, folgende Behauptung zu zeigen:
(5.3) card(b)™ = card(b).

Beweis von (5.3):
Definiere eine Folge (b,,)ne, durch:

by = [V

bn+1 = [4 bn]
Es gilt
by
(5.4) bt < 5
und damit fiir n; < ng
> b < b,
ni<n<n2
weil 3> o= < 1, und auBerdem

card(b,) = card(b) = A,

weil card([v/d]) = card(b) fiir unendlich grofes b.
Sei
C = {(cn)n<w|Vn < w ¢, < b,}

Es gilt
card(C') = card({(cp)n<w|Vn < w ¢, < by}) = H card(b,) = A,
n<w

Fiir jedes ¢ := (¢,)n<w € C definiere

p(c) :== {chbn <z< chbn—l—bm|m < w}.

n<m n<m
Mit m; < my folgt
D by €D by < D Cabn+bmy < Y by + by,
n<mi n<msa n<msa n<mi

Die letzte Ungleichung gilt, da

_ b
— 4m2—mi bml < mi

bm2 - 9ma2—my
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und damit
> cabntbm <Y B2+ b,
m1<n<ms mi<n<msa

bm o
Z 2m2in + by, durch iterierte Anwedung von (5.4)
mi1<n<msa

by, b,
S Z 2m2—n + ng—ml
mi<n<msg

< by

IN

Also ist jede endliche Teilmenge von p(¢) erfiillbar in 9. Da 90 ;-
saturiert ist, wird p(¢) in 9 von einem eindeutigen a(c) realisiert.
Es gilt fiir alle m < w

a(c) < Z Cnbp + by,

n<m

also insbesondere

CL(E) < chbn + by = cobg + by = (CO + 1)()0 < bg = [\4/5] <b

n<0

Die vorletzte Ungleichung gilt, weil ¢y < by nach Definition von C.

(5.5) Die Funktion a : C' — 9 ist injektiv.

Beweis von (5.5):
Angenommen, ¢! # & ¢ = (c])ncw, @ = (2)n<w- Es gibt m < w, so dah
cl =2 fiir n < m und ¢! # 2. Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit sei
cl > 2. Also ist

(@) > chba =D byt chbn = Y byt (2 + Dby > a(@).

n<m n<m n<m

Die vorletzte Ungleichung gilt, da )
zung und ¢}, > %, + 1.
Damit a(c') # a(c?), also (5.5).
Also folgt

1, _ 2
n<m Cnbn = D cm Cnbn nach Vorausset-

A = card(b) = card({a|a < b}) > card({a(¢)|c € C}) = card(C) = \™.

Damit gilt (5.3). O
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5.2.1 ... mit d-regulidren Ultrafiltern

Der Einflut von regulidren Ultrafiltern auf die Gréfse der Ultrapotenzen ist
relativ gut bekannt. Allerdings zeigt Satz 5.2.4, daft Ultrapotenzen mit re-
guldren Ultrafiltern keine singulire Kardinalitit haben kénnen, insbesondere
keine unerreichbare (Satz 5.2.6). Mit reguliren Ultrafiltern erhélt man jedoch
grofe Ultrapotenzen im Sinne von Korollar 5.2.5.

Zur Erinnerung noch einmal die Definition von reguléren Filtern in der
dquivalenten Version fiir Mengen (Definition 4.3.3):

Definition 5.2.3 FEin Filter F' iber einer Menge I heifit a-regulér, wenn
es ein B C F gibt, so daf$ card(F) = « und jedes i € I in nur endlich vielen
e € E liegt.

Satz 5.2.4 Sei F' ein a-reguldrer Filter dber I, card(I) = «. Falls A unend-
lich grof$ ist, dann
card(A’ /F) = card(A)~.

Beweis:
card(A!/F) < card(A)* gilt mit 5.2.1 i).
Es bleibt zu zeigen:

(5.6) card(A)* < card(A’/F).

Sei dazu B die Menge der endlichen Sequenzen von Elementen aus A. Da A
unendlich grof ist, gilt card(A) = card(B).

F ist a-regulir, das heift, es gibt E C F,card(E) = « und fiir alle
i € I ist card({e € E|i € e}) < w. Also geniigt es, eine injektive Funktion
7 : A¥Y — [[ B/F zu finden, um (5.6) zu zeigen.

Fiir jedes g : E'— A definiere ein ¢’ : I — B, so daf g = g}

Sei < eine Wohlordnung auf E. Zu jedem i € [ seien e;(i),...,e,(i) die
Elemente von E, in denen ¢ vorkommt; die e;(¢) seien mit < geordnet.

Sei g € A¥. Definiere ¢’ : I — B durch

g'(i) == (g(er(d)), . -, glen(i)))

und definiere m durch 7g := g%. Es bleibt zu zeigen, daf 7 injektiv ist. Seien
also g, h € A¥ g # h. Dann gibt es ein e € E, so dak g(e) # h(e). Fiir jedes
i € e existiert dann ein k(7) mit e = ey(;)(7). Somit gilt

g' (1) = (..., 9(ex@ (@), ) # (o hlewg (@), - ..) = B (4)

fiir alle 7 € e.
Es gilt e € F, also {i € I|¢'(i) # W'(i)} € F und damit 7g = ¢} # hlp =
mh. Also ist 7 injektiv und (5.6) gilt. O
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Korollar 5.2.5 Sei k eine Kardinalzahl, A eine Struktur unendlicher Grifse.
Dann gibt es eine Ultrapotenz A1 /D von A, so daff card(A! /D) > k.

Beweis:
Wihle a so, dak card(21)* > k und wende Satz 5.2.4 an. O

Damit ist nicht gesagt, dal man die intendierte Grofe der Ultrapotenz
beliebig wihlen kann, sondern daf man zu jeder Kardinalzahl eine minde-
stens so grofte Ultrapotenz findet. Im allgemeinen kann man so eine Grofe
allerdings nicht vorgeben.

Satz 5.2.6 Sei k unerreichbar, Xy < card(A) < k. Dann gibt es zu keiner
Kardinalzahl o einen a-reguldren Filter F iber o mit card(AY/F) = k.

Beweis:
Angenommen, es gibe so eine Kardinalzahl a, daf x = card(A®/F’). Dann
gilt card(A®/F') = card(A)* mit Satz 5.2.4.

Fall 1: o < k. Dann sind sowohl card(A) < x als auch a < x, im Wider-
spruch zur Unerreichbarkeit von k.

Fall 2: o > k. Mit dem Korollar aus dem Lemma von Koénig 2.2.4 gilt
cf(card(A)*) > «, also insbesondere o < card(A)® = k. Widerspruch. O

Fiir den néchsten Satz ist zu beachten, dak fiir @« > w ein a-regulérer
Filter immer auch w-regulir ist (s. Abschnitt 4.3).

Satz 5.2.7 Sei F' ein w-requlirer Filter. Wenn A unendlich grof$ ist, dann
ist card(A!/F) = card(A!/F)~.

Beweis:
Sei B die Menge der endlichen Sequenzen von Elementen aus A, dann gilt
card(A) = card(B).

Wir suchen eine surjektive Funktion ¢ von einer Teilmenge von B! /F auf
(AT/F). Dafiir geniigt es, eine Funktion o : (A?)* — B! zu finden, so daR

Wenn g, h € (AT)* und og =f oh,

(5.7) dann gilt g(n) =p h(n) fir alle n € w.

Denn dann definiere ¥ durch: Wenn og = f, dann 94(fr) := (g(0)p, g(1)p, .. .).
¥ ist wohldefiniert, da ¥ gerade iiber seine Bilder definiert wird, und F Aqui-
valenzklassen bildet; also ist die Eindeutigkeit gewihrleistet.

) ist surjektiv: Sei gp € (A?/F)*. Wihle einen Reprisentanten g € (A7)~
fiir gp, dann f := og und Y(fr) = gF.

Also ist noch o zu suchen.
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Da F w-regulér ist, gibt es I = Iy D [ D I, O ..., mit [,, € F, so dak
N, In = 0 (Lemma 4.4.2). Dann gibt es fiir alle ¢ € I ein eindeutiges k(7), so
daf

i € Ingiy \ Liiy1-

Fiir jede Funktion g € (A7)~ definiere

(0g)(i) == (g(1)(0), ..., g(k(2)) (i)

o erfiillt (5.7):

Seien g,h € (A1), so dak og =p oh, das heikt, X = {i € I|(og)(i) =
(ch)(i)} € F. Fiir jedes n € w gilt X N1, € F. Wenn i« € X N [,,, dann
n < k(i), also g(n)(i) = h(n)(7).

Also g(n) =p h(n) fiir alle n < w. Damit ist (5.7) gezeigt. O

Mit dem Korollar aus dem Lemma von Konig (2.2.4) folgt, dall mit den
Voraussetzungen des Satzes gilt card(A!/F) > w.

5.2.2 ... mit <d-vollstandigen Ultrafiltern

Vollstindige Ultrafilter liefern vergleichsweise kleine Ultrapotenzen; die Sétze
5.2.9 bis 5.2.11 geben Bedingungen dafiir an, wann die Ultrapotenz minimale
Groke (d.h. Groke der zugrundeliegenden Struktur) hat. Satz 5.2.12 liefert
Ergebnisse iiber Grofen von Ultrapotenzen von w.

Es sei noch einmal an Definition 4.2.1 (in der Version fiir Potenzmengen)
erinnert:

Definition 5.2.8 FEin Filter F iiber einer Menge I heifit <i-vollstindig,
wenn fir alle A C F gilt

card(A4) < 0 — ﬂA S
F heifit vollstdndig, falls F fiir alle Kardinalzahlen 6 <0-vollstindig ist.

Satz 5.2.9 Sei 2l Struktur der Mdchtigkeit o und sei D ein Ultrafilter. Dann
bildet die natiirliche Einbettung d A genau dann surjektiv auf 41 /D ab, wenn
D <at-vollstindig ist.

Beweis:
,<“ Angenommen, D ist <at-vollstindig. Sei fp € A’/D mit Repriisen-
tantem f.

Da card(A) = «, wird I durch I = |J{f*(a)la € A} in weniger als a™
viele Teile geteilt.
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Mit Lemma 4.2.3 gibt es a € A, so dak f~!(a) € D. Damit gilt d(A) =
AL/D.

»,=" Angenommen, d bildet 2 surjektiv auf 21//D ab.

Sei [ = Un<6 X, eine Partition von I in § < ot Teile. Da § < a =
card(A), konnen wir die Mengen X, mit Indizes von A umnummerieren, z.B.

I=|Jx.,

a€B

mit B C A.

Sei f: 1 — A gegeben durch f(i) = a gdw. i € X,. Damit ist fp €
AT/D = d(A), so dak fp = d(a) fiir a € A.

Das heifit, dak f~1(a) € D. Aber f~(a) = X,, also X, € D. Mit Lemma
4.2.3 ist D <at-vollstiandig. 0

Die interessanten Ultrapotenzen sind die, fiir die d eine echte Einbettung
ist. Da es auch interessant ist, zu wissen, welche Ultrapotenzen uninteressant
sind, sei auf die folgenden zwei Ergebnisse hingewiesen.

Korollar 5.2.10 Wenn A endlich oder D ein prinzipaler Ultrafilter ist, dann
bildet d A surjektiv auf A'/D ab.

Dies folgt direkt auch Satz 5.2.9.

Korollar 5.2.11 Wenn card(A) kleiner als die erste tiberabzihlbare mefsbare
Kardinalzahl ist (oder wenn es eine solche nicht gibt), und wenn D ein <w;-
vollstindiger Ultrafilter ist, dann bildet d das Modell 2 surjektiv auf A% /D
ab.

Beweis:

Wenn es keine iiberabzihlbare mefbare Kardinalzahl gibt, so ist D ein prin-
zipaler Filter und das Korollar gilt nach Korollar 5.2.10.

Wenn es iiberabzidhlbare mefbare Kardinalzahlen o« gibt, so ist D a-
vollstindig fiir ein solches o und insbesondere ~-vollsténdig fiir die kleinste
tiberabzihlbare mekbare Kardinalzahl . Da card(A) < 7, ist D card(A)*-
vollstdndig. Die Behauptung folgt nun mit Proposition 5.2.9. a

Satz 5.2.12 Wenn ein Filter F' tber einer Menge I <wi-vollstindig ist, so
gilt
card(w!/F) = w.

Wenn F' <wi-unvollstindig ist, so gilt

card(w! /F) > 2¢.
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Insbesondere gilt, wenn card(l) = w und F <w;-unvollstindig, dajs
card(w! /F) = 2%,

Beweis:
Die erste Behauptung gilt mit Satz 5.2.9.

Die zweite Behauptung folgt aus Satz 5.2.4, da ein <w;-unvollstéandiger
Filter auch w-regulér ist und card(l) > w gilt.

Die dritte Behauptung gilt auch mit Satz 5.2.4. O

Korollar 5.2.13 Wenn fiir i € I die Kardinalzahlen o; alle unendlich sind
und F <wi-unvollstindig, gilt

2v < card(H a;/F).

Also ist ein Ultraprodukt (aufer in trivialen Féllen) immer iiberabzihl-
bar.

5.3 Grofse Sprachen und grofse Kardinalzahlen

Fiir a-vollstiandige Ultrafilter gibt es eine stirkere Version des Fundamen-
taltheorems (5.3.2) und einen erweiterten Kompaktheitssatz (5.3.3). Beide
werden fiir Sprachen beliebiger Grofe formuliert, die eine natiirliche Verall-
gemeinerung von abzéhlbaren Sprachen bilden. Mit Hilfe dieser Sétze kann
man zeigen, daft es zu einer mefkbaren Kardinalzahl unerreichbar viele klei-
nere unerreichbare Kardinalzahlen gibt (Satz 5.3.5).

Zuerst brauchen wir noch ein Ergebnis iiber X}-Formeln.

Eine X{-Formel iiber £ ist eine Formel ¢ der folgenden Form:

(5.8) 3P, ... PuF) ... Fup,

wobei P; bzw. F; Relations- bzw. Funktionssymbole sind, die in £ nicht
auftauchen, und ¢ eine Formel der erweiterten Sprache 1. Stufe

»8/ ::£U{P17"'7PM7F17""Fn}

ist.

Damit ist eine X}-Formel eine Formel zweiter Stufe, deren Relations- und
Funktionsquantoren alle am Anfang stehen und existentiell sind.

Erfiillung fiir 3}-Formeln wird folgendermafen definiert:
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e Wenn ¢ ein Satz ist, dann gilt ¢/ in einem Modell 2 fiir £ genau dann,
wenn es eine Erweiterung

Q[/: <Ql,P1,...,Pm,F1,...,Fn>
von 2 zu £ gibt, so dak ¢ in A’ gilt.

e Wenn ¢ freie Variablen xy, ..., n,_; hat, dann gilt 2 = ¥aq, . .., a,_1]
genau dann, wenn es eine Erweiterung 21’ von 24 zu £ gibt, so dafs
A = plag, ..., an_1].

Lemma 5.3.1 X1-Formeln werden unter Ultraprodukten erhalten, das heift,
fiir eine Ultrapotenz B = [[A:;/D, fi,..., [ € B und eine X1-Formel
U(xy, ..., xy,) gilt: Falls {i € I|; = ¥[f1()... f*(i)]} € D, dann gilt auch
B E=Ylfq--- ol

Beweis:

Sei v wie in (5.8) und seien f1,,..., f» €[] Ai/D.
Xe={i el Folfi@)... [0}
Fiir jedes i € X sei A, eine Erweiterung von 2; zu £/, so dak
A = ol @)
Da X € D, gilt mit dem Fundamentaltheorem 5.1.4
[120/DEelfh - f3)-

Mit dem Expansionstheorem 5.1.3 ist [[2A./D eine Erweiterung von [[2(;/D
zu £ Also [[2/D = v[f}... f3]. 0

Sei nun £, eine unendliche Sprache mit « vielen Individuenvariablen. Die
Formeln von £, ergeben sich dadurch, dafs man den Regeln der abzidhlbaren
Sprache £ zwei Regeln hinzufiigt, die unendliche Konjunktion und unendliche
Quantoren zulassen:

(5.9) Wenn @ eine Menge von Formeln von £, ist mit card(®) < «,

dann ist /\ ® eine Formel von £,.

(5.10)  Wenn ¢ eine Formel von £, ist und V' eine Menge von
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Variablen mit card(V) < «, dann ist VV¢ eine Formel von £,.

£, ist gerade die normale Logik £.

Die Modelle fiir £, sind genau die gleichen wie die Modelle fiir £. Wenn
a eine reguldre Kardinalzahl ist, dann hat jede Formel von £, weniger als o
Symbole.

Der Begriff der Wahrheit einer Formel von £, in einem Modell kann
prézise definiert werden, indem man die Definition von Wahrheit fiir Formeln
von £ erweitert: Eine Formel o ist genau dann wahr in einem Modell 2, wenn
A = o[zoz .. ] fiir eine Sequenz xg, z1,... von A gilt.

Dabei ist die Relation 2 = ¢ folgendermafen definiert:

1. Fiir atomare Formeln wie iiblich.

2. Wenn ¢ = A\ ®, dann gilt A = ¢ genau dann, wenn 2 = ¢ fiir alle
Y € D.

3. Wenn ¢ = —), dann gilt 2 = ¢ genau dann, wenn nicht 2 |= 1.
4. Wenn ¢ = VV¢ mit V = {z;|i < A}, dann gilt A | ¢ genau dann,
wenn fiir alle a; € A,4 < A, gilt A = 58]

Unendliche Disjunktion, \/ ®, und Existenzquantoren, 3V ¢, sind die Abkiir-
zungen fiir = A\ =® und vV .

Satz 5.3.2 Sei B = [[A;/D ein Ultraprodukt mit Indexmenge I und einem
a-vollstandigen Ultrafilter D. Dann gilt:

1. Fiir eine Formel p(x1xo...) von £, und [}, f3,... € B gilt
B = olfpfb-- ] gdw. {i € I|%; = o[f' (i) f*(i).. ]} € D.
2. Fir jeden Satz ¢ von £, gilt:
B = gdw. {i € I|A; = ¢} € D.

Beweis:
2. ist ein Spezialfall von 1.

Nach dem Satz von Lo§ (5.1.4) gilt, dafs 1. fiir Formeln von £ und insbe-
sondere fiir atomare Formeln gilt.

Angenommen, ¥ (125 . ..) ist eine Formel von £, und hat die Eigenschaft
1. und p(z122...) = "p(x125 . ..). Dann gilt

B E=olfpfp -]
gdw. nicht B =¥[fpf5.. ]
gdw. {ie |2 E¢[f1(i)f2(@)...]} €D
gdw. {ie Il E o[f'(i)f*()...]} € D.



KAPITEL 5. ULTRAPRODUKTE UND ULTRAPOTENZEN 66

Angenommen, ¢ ist eine Menge von Formeln von £,, card(®) < a und 1.
gilt fiir alle ¢ € ®. Dann ist fiir alle f}, f3,... € B folgendes fquivalent:

BE=ApfD--
gdw. firalle p € @ B = p[fHf5.. ]
gdw. fiiralle p € ® {i € I|A; = o[ (4)f2(i)...]} € D.

Da D a-vollstindig ist, ist die letzte Zeile dquivalent zu

fi € Mg € D A, = ol () f2().. ]} € D,

und das ist dquivalent dazu, daf

{i € I|; = /\ @[f'(i)f2(i).. ]} € D.

Angenommen, eine Formel ¢)(z1xs ... 4192 ...) von £, hat die Eigenschaft 1.,
{y1,y2,...} ist eine Menge von weniger als o Variablen und ¢ = 3y ys ... 1.
Dann ergibt sich

B = olfpfb-- ]

gdw. es gh,g% ... € B gibt, so dab B = [f5f ... 9595 - ]
gdw. es gh, g% ... € B gibt,

sodak {i € I|; = ¥[f'(2)f2(4) ... ¢*())g*(i)...]} € D
wdw. {i € 112 F olf () f2(0).. 1} € D.

Damit gilt 1. fiir alle Formeln von £,, weil V wie iiblich durch 3 und -
ausgedriickt werden kann. O

Satz 5.3.3 (Schwacher Kompaktheitssatz) Sei o eine mefbare Kardinalzahl.
Wenn X% eine Menge von Sdtzen von £, ist, so daf§ card(X) = « ist und jede
Teilmenge ¥ von X mit card(Xg) < « ein Modell hat, dann hat 3 ein Modell.

Beweis:
Da a mefkbar ist, gibt es einen a-vollstdndigen, nicht prinzipalen Ultrafilter
D auf a. Da D keine Einpunktmengen enthélt und a-vollstindig ist, enthélt
D auch keine Mengen von Méchtigkeit < . Also gilt fiir jedes v < «

{Bly< B <a}eD.

Sei ¥ = {030 < a} eine Aufzihlung von ¥. Fiir jedes § < « gibt es ein
Modell 2z der Menge {o,|y < }. Sei B das Ultraprodukt [[243/D. Dann
gilt fiir jedes 0., € X

{B<a@s o} D{Bly<B<a}eD.

Mit Satz 5.3.2 ist B ein Modell von X.. O
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Lemma 5.3.4 Sei o eine tberabzihlbare mefibare Kardinalzahl und sei D

ein nicht prinzipaler, a-vollstindiger Ultrafilter iber . Bilde die Ultrapotenz
B = (a,<)*/D. Dann gilt

1. $B ist eine wohlgeordnete Struktur vom Ordnungstyp > o und
2. fiir jedes v < « ist d(vy) das ~vte Element von 9B.?
Beweis:

1. (erster Teil) 9B ist wohlgeordnet nach 5.3.2. Da d eine isomorphe Ein-
bettung ist, hat B also mindestens Ordnungstyp a.
2. Fiir jedes v < a sei 7 das yte Element von ‘B.

Sei nun v < « fest gewihlt. Nach Induktionsannahme gilt 2. fiir jedes
J <.

Fiige fiir jedes 0 < « eine Konstante c¢s zu £, hinzu. Dann wird c;
in dem Modell («, <,d)s< durch 6 und in (2B,d(9))s<q durch d(0)

interpretiert.

In dem Modell (o, <, d)s<q gilt der £,-Satz

(5.11) Vo(z <c, < \/{:L‘ = 5|0 < 7}).

Mit Satz 5.3.2 gilt (5.11) auch in (B, d(d))s<qo. Damit ist d(y) das yte
Element von 9B, da die Menge der Elemente < d(§) gerade {d]0 < v}
ist. 2. folgt nun per Induktion.

1. (zweiter Teil) D ist kein prinzipaler Ultrafilter, also ist D nicht a-
vollstdndig und damit ist d mit Satz 5.2.9 eine echte Einbettung.

Mit 2. ist d(«) ein Anfangsstiick von B. Also ist d(«) ein echtes An-
fangsstiick.

Satz 5.3.5 Sei a eine tberabzihlbare mefibare Kardinalzahl. Dann gilt
1. « ist unerreichbar und

2. « 18t die ate unerreichbare Kardinalzahl.

2d : o — B ist die natiirliche Einbettung, s. auch Abschnitt 5.1.
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Beweis:

Sei D ein Zeuge fiir die Mefsbarkeit von a.

Betrachte das Modell 2 = (a, <,b),<, und bilde die Ultrapotenz B =
2A/D. Sei ( der Ordnungstyp von B und fiir v < 3 sei 7 das yte Element
von B. Nach Lemma 5.3.4 ist o < $ und 4 = d() fiir alle v < «; also wird
jede Konstante ¢, v < «, in 2 von v und in B von d(y) = 7 interpretiert.

1. Als erstes zeigen wir
(5.12) « ist reguldr.

Beweis von (5.12):
Angenommen, « ist singuldr. Dann gibt es ein 7 < « mit einer injekti-
ven Funktion F' : v — a, so daf ran(F') konfinal in (o, <) ist.

Definiere F'(6) = 0 fiir v < § < o und bilde das Modell (2, F') und die
Ultrapotenz (8, G) := (A, F)*/D.

Fiir jedes 0 < o haben wir

G(6) = G(d(6)) = d(F(5)) = F(9) < a.
Also gilt in (B, G) der Satz
(5.13) JaVy(y < ¢y, — F(y) < x)
mit & fiir x. I’ bildet v konfinal in « ab, also gilt auch
(5.14) Vedy(y < cy ANz < F(y))

in (A, F'), also auch in (B, ). Durch diesen Widerspruch ist (5.12)
bewiesen.

Nun ist zu zeigen
(5.15) « ist eine starke Limeszahl.

Beweis von (5.15):
Angenommen « ist keine starke Limeszahl. Dann gibt es 7 < « mit
a < 27. Also gibt es eine injektive Funktion F': o — P(7).

Sei R C arx+y die Relation, die F' reprisentiert, das heift, R(n, ) genau
dann, wenn 6 € F(n). Bilde die Ultrapotenz (8, 5) := (2, R)*/D.

Sei F' auf 3 definiert durch F(n) := {§ < B|S(7,6)}. Zunichst zeigen
wir folgende Behauptung:

(5.16) F ist eine injektive Funktion von 3 in B(v).

Beweis von (5.16):
Die beiden folgenden Sitze gelten in (2(, R) und damit in (B, S):
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(a)

Vay(R(ry) — y < ¢y)

(b)
Vay(z £y — F2=(R(zz) < R(yz))).

Folgende Argumentation beweist, daf (a) und (b) in (2, R) gelten:
R(n, ) gilt genau dann, wenn 6 € F(n); also § < 7.

Fiir n # C gilt F(n) # F((), also gibt es genau dann ein A, so dak =(\ €
F(n) < X € F(()) gilt, wenn es ein A gibt, so daf gilt =(R(n\) <
R(CA)).

Die Einbettung d bildet (A, R) isomorph in (8, .S) ab, also gilt fiir alle
n < « folgendes:

Fln) = {6< 0508} ]
{6 <~|S(n,6)}, da wie oben gezeigt gilt ran(F') C B(v);
= {0 <Al R)*/D = S[d(n),d(9)]}, da fir n < o
und 0 < v < a gilt 7 = d(n) und § = d(0);
= {0 <&, R) = Ry, dl}
= {0 <9ld € F(n)}
= F(n)Ny
= F(n), da F(n) S .

Damit ist (5.16) gezeigt.

Die Menge X = F(a) gehort nicht zu ran(F) (da F injektiv ist und
unterhalb von a mit F' gleichen Werteverlauf hat), wihrend X € 9B(~).

Damit ist der Satz ¢

Zvy(R(ay) < \/y = o6 € X})
wahr in (%8, 5), aber falsch in (2, R) mit & fiir =
(L R) ¢ & Favy(ye F(x) — \V{y=10|d € F(a)})
& il_x(F(x) = F(a))
<~

Also ist « eine starke Limeszahl und 1. gilt.

2. Dieser Teil des Beweises benutzt, daf 31-Formeln unter Ultraproduk-
ten erhalten werden (s. Korollar 5.3.1).
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Sei X die Klasse aller unerreichbaren Kardinalzahlen, Y die Klasse aller
Ordinalzahlen, die nicht regulédr sind und Z die Klasse aller Ordinal-
zahlen, die keine starken Limeszahlen sind.

Damit gilt fiir alle Ordinalzahlen v: vy € X <y ¢ Y U Z.

Zu zeigen ist also, daf X N «a konfinal in « liegt. Da « regulir ist,
bedeutet das, daf card(X N «) = «, woraus 2. folgt.

Da a C X UY U Z ist, geniigt es, dak fiir jedes v < «
(5.17) ein § existiert, sodaf y <d<aundd g Y UZ.

Angenommen, (5.17) gilt nicht fiir ein v < «. Dann gilt fiir alle § < «
folgendes:

(5.18) d <~yoderd €Y oderd e Z.

Die Formel
Yy (u) =3FF3x(r <uANF:z—uAVy<udz<z(y < F(2))

ist eine X{-Formel und fiir jedes Modell {a/, <) wobei o’ eine Ordinal-
zahl ist, und fiir jedes 6 < o gilt

(5.19) § €Y gdw. (/, <) E y[d].
Yy (u) ist die Formalisierung von

'Es gibt y < u und eine Funktion F':y — u,
so daf ran(F') konfinal in u liegt.’

Ebenso ist die Formel

Vz(u) = FRFv < u(Vx,y(R(zy) — (x <uAy <w)))
AVi,j < u(=(i = j) — Tk < v(R(ik) < =R(jk)))

eine X{-Formel, und fiir jedes Modell (o/, <) mit o/ Ordinalzahl und
fiir jedes § < o gilt

(5.20) d € Z gdw. (o, <) = z(9).
Yz(u) ist die Formalisierung von

'Es gibt y < u und eine Relation R C z X y,
so daf R eine injektive Funktion von u in B(7y) repréisentiert.’
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Mit (5.18)-(5.20) folgt
(5.21) < cy Vy(z) Vipy(z)

wird in (o, <) von allen z € « erfiillt.

Indem man die Quantoren zweiter Ordnung nach vorne riickt, sieht
man, daf (5.21) dquivalent zu einer Xi-Formel ist. (Das 3F bzw. 3R
aus Yy (z) bzw. ¥z (z) 14kt sich vor die gesamte Formel ziehen.)

Also ist fiir jedes fp € B die Formel (5.21) in (B, <) von fp erfiillt (Ko-
rollar 5.3.1). Da (B, <) zu ({3, <) isomorph ist (5 ist der Ordnungstyp
von B), wird die Formel (5.21) in (3, <) von allen = € (3 erfiillt.

Setze © = «, dann ergibt sich

a < vy oder (B, <) = v¥y[a] oder (B, <) = ¥z]al.
Mit (5.19) und (5.20) und § = o’ sehen wir, daf
a<yoder a €Y oder a € Z.

Widerspruch zur Annahme, daf v < a und a unerreichbar. Also gilt
(5.17).

O

5.4 Existenz eines guten Ultrafilters

Fiir Kunens Konstruktion eines guten Ultrafilters (Satz 5.4.5) sind unabhén-
gige Funktionen zentral. Im folgenden geht es daher hauptsichlich darum,
wie man diese Funktionen finden kann.

Definition 5.4.1 Wenn § C I' und F ein Filter iber I ist, so heifst § un-
abhingig (mod F) gdw. fir alle iy, ... ,i, € I und alle paarweise verschie-
denen fy,..., fn €0 gilt

IN{lfiG) =i Ao A fu(j) =in} € F.

Wenn § unabhéngig (mod {I}) ist und ) C J C I und card(I \ J) > w,
dann ist {f~'(J)|f € ¢} eine unabhingige Familie von Mengen (zur Defini-
tion von Unabhéngigkeit von Mengen s. 2.3.1):

Seien f1,..., fn, 91, -.,9m € 0 paarweise verschieden. Werden j;,...,j, €
J i1, ... im € 1\ J gewdhlt, so ergibt sich

NN )TN g (D) N0 (T g, ()
{Gellhl) =nn  AfG) =i Agr(G) =i Ao Agm() = im}

RN
=
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Satz 5.4.2 (Engelking und Kartowicz [EKar 65]) Fir jede Menge I der
Michtigkeit k > Rq gibt es ein & C I, so daff card(§) = 2 und & unab-
héingig (mod {I}) sind.

Beweis:
Sei A die Familie aller Sequenzen (i1, ... ,0,, S1,...,S,) Mitn € w,iy,...,0, €
I'und sy,...,8, € S,(1).

Da card(I) = k > Ny, gibt es eine Bijektion h: [ — A.

Sei R eine Familie der Méchtigkeit 2 von unabhingigen Teilmengen von
I (s. Satz 2.3.5) und iy € I beliebig. Fiir jedes R € R definieren wir eine
Funktion fg: I — I durch: Sei i € I und h(i) = (i1,...,0n, S1,- .-, Sn). Setze

ir  es gibt ein k < n, so daf h(i) > s, C R
fr(i) == und s; ¢ R fiir j # k,

19  sonst.

Sei 6 = {fr|R € R}.
Da die Funktionen fr und fg fiir R # R’ verschieden sind, folgt card(J) =

card(R) = 2",
Es bleibt also noch die Unabhingigkeit von ¢ zu zeigen.
Seien dazu fg,,..., fr, € O verschieden und iy,...,4, € I. Die Mengen

in R sind unabhéngig, also gibt es Elemente i;; € I, so daf
i € RN (I\ Ry) fiir j,k € {1,...,n} und j # k.

Setze .FJ = {ijh ce 7Z.jj—1; ijj+1a e ,ijn}. Dann GTglbt sich .FJ - Rj und Fk Z
R; fiir j # k. Sei i := h™Y((i1,...,in, F1,..., Fy)). Dann I\ {j|fr,(4) =
Lemma 5.4.3 Sei F ein Filter iber einer Menge I, § C I'. Wenn § unab-
héingig (mod F) ist und A C I, dann gibt es &' C § und F' O F, so daf§ ¢’
unabhdingig (mod F'), 6 \ &' endlich und entweder A oder I\ A in F’ ist.

Beweis:

1. Fall: 0 ist unabhéngig (mod ((F U {A}))). Dann erfiillen ' = 6 und
F' = ((FU{A})) das Gewiinschte.

2. Fall: Es gibt paarweise verschiedene fi,...,f, € 0 und iy,...,i, € I,
so daf

IN{IAG) =i A A fug) = i} € (FU{A})).

Sei & =0\ {f1,..., futund F' = (FU{{jlf1(4) =it A... A ful)) =
in}})). Damit ist &' C 4§, 0 \ ¢ ist endlich und F C F".
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e () & F': Wird angenommen, dak () € F', so gilt {j]f1(j) = i1 A...A
fn(4) =i} # 0, da 6 unabhingig (mod F) ist. Ebenso § ¢ F, da
F' ein Filter ist. Also muf es ein a € F' geben, so dafs

aN{jlfi(G) =i A A fuld) = in} = 0.

Somit kann {j|fi1(j) = i1 A ... A fn(j) = in} nicht in F' liegen, da
der Schnitt von Elementen des Filters nicht leer ist. Aber es gilt
auch

IN{IAG) =9 A A fuld) =in) € F,

also a  {j[f1(j) =it A A fa(j) = in} und a T\ {j]f1(4) =
i1 A ... A\ fo(§) =i, }. Damit folgt

anN{jlfi(j) =it A A fu(f) = in} # 0.
Widerspruch zur Annahme.

e ¢ unabhingig (mod F’): Seien ¢y, ..., g, € 0’ verschieden,
ki,...,ky, € I. Aus der Annahme

folgt
{ilAG) = A Afa(G) = in} S I\{Jl91(5) = 1A Agm(j) = Em}-
Also
{111G) = iA- - Afa(G) = i3 {G191(G) = kA Agm(5) =k} = 0,
aber das ist ein Widerspruch zur Unabhéngigkeit von ¢ (mod F').
o [\ Aec "
IN{IAG) =i A A fa(G) = in} € (FU{A}))
und
also gibt es ein b € F', so daf}
bNACI\{jlAG) =is Ao A fu(d) = in},

das heifst, I\ (bN A) D {jlf1(j) = ix A ... A fu(j) = in}. Damit
gilt I\ (bNA) € F', also auch I \bU I\ A € F'. Durch Schnitt
mit b erhdlt man (7 \ A) Ub € F" und damit auch

(INA)NbCI\A€eF.
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Damit gilt das Lemma auch im zweiten Fall. O

Lemma 5.4.4 Sei I ein Filter auf einer unendlichen Menge I, § C I*.
Wenn 6 unabhingig (mod F) ist und p : S,(I) — F monoton, dann gibt
es & C §,F" O F und eine additive Funktion q : S,(I) — F', so daf o'
unabhdingig (mod F') ist, 6 \ &' endlich und q < p.

Beweis:
Wihle g € ¢ fest.
Sei ' =\ {g}. Fiir jedes t € S, (1) sei

als) = { p(t) sCt,

0 sonst.

Sei (t;)ier eine Aufzdhlung von S, (I). Sei

a(s) = Jlau(s) ng~ ({ih)li € I}
und
F':= ((F U ran(q))).
Dann ist ¢ \ ¢’ endlich.

e ) ¢ F": Angenommen, () € F".

) ¢ F, also gibt es ein s; € S,(I) und ein a € F, so dak a N q(s;) = 0.
Nach Definition von ¢ ist

anq(s;) 2anp(s) Ng ' ({i}).

Da p(s;) € F gilt b:= p(s;) Na € F. g7'({i}) kann nicht in F sein, da
sonst bN g t({i}) € F # 0. Also gilt g~ ({i}) ¢ F. Da § unabhingig
(mod F), gilt T\ g~ '({i}) € F, damit ist b € ¢~ *({i}) und b & T\
g *({i}), das heikt, bn g1 ({i}) # . Widerspruch zur Annahme.

e ¢ ist additiv: Seien s, € S, (I).
Es gilt ¢ : S,,(I) — F’ nach Definition von F".
Fiir jedes t; € S, (1) gilt:

p(t;) sCt;und s Ct,,
wnas) = {005

= q,(sUs),
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also

q(s) N q(s')
= Wa(s)ng= ({ihli € I} 0 W{a () ng— {i})li € 1}
= Ulau(s) N qt (s) g~ ({i})li € I}
= UWa(sus)ng ({i})]i € I},

e ) unabhéngig (mod F’):

Angenommen § ist nicht unabhéngig (mod F”). Dann gibt es verschie-
dene f1,..., f, €6 und iy,...,i, € I, so dak

IN{IAG) =it A A fulf) =i} € F.

Aber I\ {jlf1(j) = i1 A ... A fu(§) = in} &€ F, also gibt es ein a € F
und ein s; € P(I), so dak

anq(s;) CI\{HG) =i A A falf) = int

Nach Definition von ¢ gilt
anp(s)Ng~ ({i}) S ang(s:),
also mit b:=anNp(s;) € F
b~ ({iH) N LAG) =i A A fald) = in} =0
Mit g~1({i}) = {j|g(j) = i} wird obige Gleichung zu
b {jA1G) =i A A fa(G) =i Ag() =i} = 0.

Der zweite Term kann nicht Element von F sein, da sonst der Schnitt
nicht leer wére. Also gilt sowohl

UlhG) =i A A fa(G) = in Ag(h) =i} € F,

als auch
IN{LAG) =i A A faf) =in) € F.

Damit ist b von keiner der beiden Mengen eine Teilmenge, also

bO{GIAG) =i A A fald) =i A g(G) =i} # 0,

im Widerspruch zur Annahme.
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o g < p:Seis e S,(I). Zu zeigen: q(s) C p(s). p(s) 2 q(s) fiir alle
ti € S,(I). Also
q(s) € g¢s(s) < p(s),

da p monoton ist.

O

Satz 5.4.5 (Kunen [Ku 72]) Fir jede Menge I mit card(l) = k > Xq gibt
es einen k*-guten Ultrafilter tiber I.

Beweis:
Wir zeigen, dak es einen Ultrafilter iiber [ gibt, der gut fiir & ist.

Sei ((si,7:))icr eine Aufziahlung von {(s,7)|s € Su,(I) Ar € I*F®)}. Sei
0o = {fa]A C I}, wobei f4 definiert sei durch fa(i) = r;(ANs;). Sei (A4,;)),<2x
eine Aufzdhlung von P(I). Sei (p,),<2~ eine Aufzéhlung aller monotonen
Funktionen S, (1) — PB(I), so dak jedes monotone p : S,,(I) — P(I) 2"-mal
aufgezihlt wird.

Behauptung:
(5.22) do ist unabhéngig mod {I}.
Beweis von (5.22):
Seien fi,..., f, € 0y paarweise verschieden und iy,...,7, € I. Wahle paar-
weise verschiedene Ay, ..., A,, sodal fi = fa,,..., fn = fa,-

Wihle eine Menge s € S, (1), die aus jeder Menge A, mindestens ein
Element enthilt, so dafs Ay N's # A, N s fiir k # [. Es gibt eine Funktion
r:PB(s) — I, so dak

r(AgNs) =i fiir 1 <k <n.

Also gilt
Ulfa(G) =i Ao A fa, () = i} # 0
und damit
IN{Ifa () =i Ao A fa, () = in} # 1.

Damit gilt (5.22).
Definiere eine Funktion f : I — I durch

F(G) = ri(s5).
Nun zeigen wir

(5.23) do U {f} ist unabhéngig mod {I}.
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Beweis von (5.23):

Seien fa,,..., fa, € 0o paarweise verschieden und ig,...,%, € I. Wahle
s€S,(I)so,dak fir 1 <k <ngilt ) #sN Ay #sund Ay Ns # Ay N s fiir
k # (. Dann gibt es eine Funktion r : PB(s) — I, so daf

r(Ax N's) =iy und r(s) = io.
Also ist

IN{IFG) =do A fa () =i Ao A fa, () = in) # 1.

Damit gilt (5.23).
Um den Satz zu zeigen, konstruieren wir unten £, (n < 2*) und 4§, (n < 2~),
die folgendes erfiillen:

1. Fiir jedes n < 2% ist [, Filter iiber I, §, C I und §, unabhingig (mod
F).

2. Fiir £ <n <27 gilt Fy C F,, und 0¢ 2 6,,.
3. Fiir jedes n < 2" gilt card(d,) = 2".

4. Wenn 7 eine Limesordinalzahl ist, dann gilt F, = J{F¢|¢ < n} und
Oy = (H0el€ < n}-

5. Fiir jedes n < 2" ist §, \ d,4+1 endlich.
6. Fy wird von Mengen B, (n < w) erzeugt, so dak (,_, B, = 0.
7. Fiir n < 2" ist entweder A, oder I \ A, in F, 4.

8. Fiir jedes n < 2" gilt: Wenn p, : S,(I) — F,, dann gibt es eine additive
Funktion ¢ : S,(I) — F,41, so dak ¢ < p,,

Angenommen, die Folgen seien konstruiert.

Sei D =, coe Iy und 6 = (1, _yx 0y

Mit 7. wird D zum Ultrafilter.

Wenn p : S,,(I) — D monoton ist, dann gibt es (da cf(2") > & (s. Korollar
2.2.4)) ein £ < 27, sodab p: S,(I) — Fr. Wendet man 8. auf ein > £ an, so
dak p, = p, ergibt sich, dak es eine additive Funktion ¢ : S,(I) — F,4+1 € D
gibt, so dak ¢ < p.

Mit 6. erreicht man, dafs D abzidhlbar unvollstindig ist. Damit ist D x*-
gut.

Zur Konstruktion der 9,, F):

Um 6. zu erhalten, sei B, := {i € I|n < f(i) < w} und Fy := (({Bn|n < w})).
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do ist unabhingig (mod Fp): Seien fi, ..., f, € 0y paarweise verschieden und
i1,...,4, € I. Dann gilt mit (5.23) fiir alle ¢ € 1

UlfG) =inf(G) =i A A fuld) =i} # 0,

also bilden diese Mengen ein Erzeugendensystem von Fj und damit

{IAG) =t AN fo§) = in} & Fo.

Fiir 5., 7. und 8. wenden wir an jedem Schritt n zuerst Lemma 5.4.3 an
und erhalten F” und ¢’; und dann wenden wir Lemma 5.4.4 auf F’ und 0" an
und erhalten F, 1, und 0,41.

Bedingung 4. kann man als Definition fiir den Limesschritt nehmen: Sei
n eine Limesordinalzahl und sei F, := ([J{F¢|§ < n} und 6, := ({d]¢ < n}.
Dann gilt

o card(d,) = 2% da 0, = [{l|§ < n} = do \ ﬂ§<n(55 \ O¢t1). do hat
Maichtigkeit 2% und der letzte Term hat nur Méchtigkeit 7.

e ¢, ist unabhingig (mod F)): Seien fi,..., f, € 9, verschieden und
i1,...,1, € I. Dann gilt fiir alle £ <n

fiooo oy fn €0, also T\ {jlfi(j) =ir Ao A fu(f) = in} & F,

damit auch

INGIAG) =it A A fa() =i} € | Fe = F
€<n
Dann sind Bedingungen 1. und 2. erfiillt.

do erfiillt 3., also auch die restlichen o,,.

5.5 Saturiertheit

In diesem Abschnitt werden exemplarisch zwei Anwendungen von guten Ul-
trafiltern angegeben.

Satz 5.5.1 Sei a eine unendliche Kardinalzahl und D ein abzdhlbar unvoll-
standiger a-guter Ultrafilter iber einer Menge I. Angenommen, card(£) < a.
Dann st fiir jede Familie ;1 € I, von Modellen fir £, das Ultraprodukt
[12/D a-saturiert.
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Beweis:
Sei A :=[[A;/D.Sei Y C Amit card(Y) < a. SeiI'(z) C £y und Th(2,Y)U
I'(z) konsistent.

Zu zeigen ist, daks es ein z € A gibt, so dak (A,Y) = ['[z].

Jedes y € Y lakt sich schreiben als y = ((vi)icr)p. Gehe von 2; zu
A, = (2, (y;)yey) iiber. Dann gilt fiir das zu y gehdrende Konstantensymbol
Y
JL/D — ((

Y (IT Qli/D:(Z)zey)7

Yi)icl)D =Y =1

also
HQ(;/D = (H Qll/Da (Z)ZEY)'

Als néchstes zeigen wir fiir eine Sprache R:
(5.24) Falls card(8) < a und (9;);es eine Familie von

R-Strukturen ist, dann gilt fiir jede Menge ¥(z) von Formeln von RK:
Wenn jede endliche Teilmenge von () in [[9B,/D erfiillbar ist,
dann ist auch X(z) erfiillbar in [[B;/D.

Angenommen, jede endliche Teilmenge von X (z) ist in [ [ B;/D erfiillbar. Da
D abziahlbar unvollstindig ist, kénnen wir eine absteigende Kette

I=02L 2L 2O...

wiahlen, so daf I, € Dund ), . I, = 0. Es gilt card(2) < a, da card(R) < a.

new "N

Definiere eine Funktion f : S, (3) — D wie folgt: Fiir 0 € S,,(X) sei

(5.25) f(0) = Laava@y N {i € I|B; = Tz ﬂa},

mit der Konvention, daf f(0)) = I. Jedes 0 € S,(X) ist endlich und da-
mit nach Annahme erfiillbar in [[B;/D; also [[9B;/D = 3z A\ 0. Mit dem
Fundamentaltheorem 5.1.4 gilt f(o) € D. Fiir 0 C 7 € S,(X) gilt

]card(f) - [Card(a) und = dx /\ T — dx /\ g,

also gilt f(7) C f(o) und f ist monoton.
Da D a-gut ist, gibt es eine additive Funktion ¢ : S,(X) — D, so daf
g < f. Fiir jedes ¢ € I sei

(5.26) a(i) = [ J{¥ € Bli € g({v})}.

Wenn card(o(i)) > n, dann ist ¢ € I,; Wenn némlich (i) mindestens n
verschiedene Elemente 94, ...,9, hat, so gilt fiir s <n

i€ g({vs}),
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also gilt mit der Additivitat von g

i€ g{h}P)A...ANg({I,.}) {1, ... ,19,1}}»’)

g(
fHD1, . 00))
I

n-

NNl

Da () ., I, =0, ist o(i) fiir jedes ¢ € I endlich.

new "N

Wihle nun eine Funktion hp, die ¥(z) in [[9B,/D erfiillt: Fiir jedes i € I
gilt nach (5.25), (5.26) und Additivitat

ie(Mo{whW € o(i)} = g(o(i) € f(o(i)

und damit i € f(o(7)). Mit (5.25) kénnen wir ein Element h(i) € A wéhlen,
so daf

(5.27) B E \o@)[n).
Wenn nun ¢ € ¥ und i € g({d}), so gilt ¥ € o(i) und mit (5.27) gilt

Bi = I[h(i)].
Ferner g({¥}) € D, also gilt mit dem Fundamentaltheorem 5.1.4

[I3:/D &= 9[hp] fiir alle 7 € 3.

Dies zeigt, daf hp ¥ in [[B,;/D erfiillt. Damit gilt (5.24).
Setze nun B; := A, X(z) := ['(x). Nach Voraussetzung ist Th(,Y) U
['(x) konsistent, also gibt es B, 7 C B, so dafs

(B, Z,z) = Th(,Y)U(x).
Sei nun I"(z) C I'(x) endlich. Definiere p(x) := A\ I"(z). Also gilt auch
(B, Z,x) = Th(A,Y) U {p(2)}.
Damit ist Th(,Y) U {3zp(z)} konsistent. Th(2,Y) ist vollstindig, also
Th(A,Y) = Jxe(x) oder Th(A,Y) = —Jrp(x).

Mit dem vorigen folgt
Th(A,Y) |= Fwe(z),

also

(,Y) = ()
und damit

(YY) = T'(x).
Also ist X(z)(= I'(x)) in (2, Y) endlich erfiillbar. Mit (5.24) ist also auch
['(z) in [[A;/D = (A, Y) erfiillbar. O
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Satz 5.5.2 Sei « eine Kardinalzahl. Nehme an, daff 2¢ = aoF. Sei
card(£) < « und seien A und B Modelle fir £ mit card(A) < at und
card(B) < af. Sei D ein a-guter abzihlbar unvollstandiger Ultrafilter iber
einer Menge I, card(l) = . Dann ist das folgende dquivalent:

1. A =B
2. T[/D = [[B/D.

Beweis:
1. — 2.: Angenommen, 1. Mit Satz 5.5.1 sind die Ultrapotenzen [[2(/D und
[138B/D beide at-saturiert. Ferner haben sie beide hochstens Kardinalitit
(a™)® = 2% = aF. Mit den Aquivalenzen [[A/D = A =B = [[B/D und
dem Isomorphiesatz 2.2.5 fiir saturierte Modelle haben wir den Isomorphis-
mus [[A/D = [[B/D.

2. — 1.: Offensichtlich. O

5.6 Diskussionsstand

Die Frage, wie grof Ultrapotenzen und Boolesche Potenzen sein konnen, ist
bisher nicht umfassend geklirt. Chang und Keisler stellen in [CKe 77| den
Spezialfall zur Diskussion, ob es Ultrapotenzen von w gibt, die

1. singuldre Kardinalitdt haben;

2. unerreichbare Kardinalitat haben.

Fiir Boolesche Potenzen sind diese Fragen inzwischen geklart. Mansfield
[Ma 71| konstruiert eine Boolesche Potenz, die unerreichbare Kardinalitét
hat (s. Korollar 6.4.5). Lange 16st das Problem allgemeiner; genau die Kardi-
nalzahlen y mit pu* = p sind Kardinalitdten von Booleschen Potenzen von w
(s. Satz 6.3.6). Ferner zeigt Lange [La 78|, daf fiir alle Booleschen Potenzen
mit w-reguldrem Ultrafilter D auf einer vollstindigen Booleschen Algebra B
gilt, dak card(M ) /D)* = card(M‘®) /D).

Lange Zeit wurde fiir Ultrapotenzen kein analoges Resultat zu dem von
Mansfield gefunden, bis Jin und Shelah [JiSh 99] unter Voraussetzung der
Existenz von superkompakten Kardinalzahlen eine Ultrapotenz von w fan-
den, die unerreichbare Grofe hat. Vorarbeit fiir dieses Resultat wurde gelei-
stet, indem man unter Annahme von grofen Kardinalzahlen uniforme, nicht-
reguldre Ultrafilter konstruierte (da fiir einen reguldren Ultrafilter D auf w
gilt card(w”/D) = 2" (Satz 5.2.4 fiir w < k)). Jin und Shelah zeigen in ih-
rem Artikel auch, dak man eine Ultrapotenz finden kann, deren Kardinalitat
eine starke Limeskardinalzahl ist. Damit beantworten sie beide Fragen aus
[CKe 77| positiv.



Kapitel 6

Boolesche Potenzen

Dieses Kapitel ist analog zum vorherigen aufgebaut. Ebenso wie dort wird zu-
néchst die zu betrachtende Struktur eingefiihrt und ein Fundamentaltheorem
bewiesen. Um den Zusammenhang zwischen Ultrapotenzen und Booleschen
Potenzen deutlich zu machen, wird in Abschnitt 6.2 gezeigt, dak sich jede
Ultrapotenz als Boolesche Potenz darstellen 1aft.

Grofkenbetrachtungen sind bei Booleschen Potenzen fruchtbarer als bei
Ultrapotenzen; wiahrend fiir letztere nur gewisse einschrinkende Faktoren
zu moglichen Grofsen angegeben werden konnen, hat Lange die mdglichen
Kardinalitdten von Booleschen Potenzen von w vollstéindig angegeben (Satz
6.3.6). Fiir Boolesche Potenzen von groferen Strukturen kann man dhnliche
Sétze zeigen wie fiir Ultrapotenzen.

In Abschnitt 6.4 wird Mansfields Konstruktion einer unerreichbar grofen
Booleschen Potenz dargestellt.

Abschnitt 6.5 stellt zwei Saturiertheitsergebnisse von Mansfields Beispiel
VOr.

6.1 Definition und grundlegende Eigenschaften

In der Darstellung der Booleschen Potenzen richte ich mich im wesentlichen
nach Mansfield ([Ma 71]).

Sei B eine vollstindige Boolesche Algebra. Ein B-wertiges Modell erster
Ordnung besteht aus einer Menge M zusammen mit Funktionen von endli-
chen Potenzen von M in die Boolesche Algebra B.

Fiir den speziellen Fall, daf gilt B = {0, 1}, sind diese Funktionen gerade
die Relationen des Modelles.

Im allgemeineren Fall sind die Funktionen die B-wertigen Relationen auf
M.

82
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Die Definition der Wahrheit 14t sich auf B-wertige Modelle ausweiten:
Sei 9 eine Struktur. Die Bewertungsfunktion ||.|| : 9t — B weist jedem Satz
o(myq,...,my) einen Wert in B zu und wird wie folgt definiert:

|R(my,...,my)[|? = R™(my,...,my),
lo Vll? = llell” V197,

I=ll? == = [l ?,

1Bzo(@) 1P =V pear lo(m)][| 7.

Wenn die betrachtete Struktur und Boolesche Algebra eindeutig sind,
werde ich das Z im folgenden weglassen.

Sei 9 eine zweiwertige Struktur. Wir konstruieren eine B-wertige ele-
mentare Erweiterung (%), Die Grundmenge von ) ist die Menge M (P)
aller Funktionen von M nach B, die B partitionieren, d.h.

M® .= {f:M — B| \/f(m)zl
meM

AVYm,n € M(m #n — f(m)A f(n) =0}.

Eine n-stellige Relation auf M erweitern wir zu einer B-wertigen auf A/(5)
durch

[R(fi,- - f)ll = \/{fl(ml)/\-.-/\fn(mn)|(mi>EM"/\R(ml,...,mn)}
= \/ Ffilma) AL oA fu(my).

meM:IM=R(m1,...,mn)

Hierbei wird die Gleichheit genauso wie die anderen Relationen behandelt:

If =gl = Vo fm)agn)

m,neM:M=m=n

=\ flm)Ag(m).!

meM

Wenn ||f = g|| = 1, sind f und g die gleiche Funktion von M in B:
Angenommen, f # g. Dann existiert ein m € M mit f(m) # g(m), also

f(m) A g(m) < f(m) und damit \/,_ f(m) A g(m) <V, f(m)=1.

'Um lange Subskripte zu vermeiden, werde ich im folgenden statt mq,...,m, € M :
M E o(mq,...,my) nur o(mq, ..., my) schreiben.
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Satz 6.1.1 Fir jede Formel ¢ aus £ gilt

H(p(ul,...,un)HB: \/ ul(ml)/\.../\un(mn).

Beweis:

e  atomar: siehe Definition.
® p=YVx:

leCu, -l = llu, ) [V x5 un)]

(6.1) = \/ ur(my) Ao Aug(my))
v\ wmlma) A A (my))

(6.2) = Vo wmlma) A A (my)

(6.1)>(6.2):
Angenommen, a ist obere Schranke von (6.1). Falls M |= ¢(my,...,m,)V
x(mq,...,my), so gilt

a>u(my) Ao Aug(my).

Wenn also M =1V x(mq,...,my) gilt, so ist

a> \/ ur(ma) Ao Aup(my,).

(6.2)>(6.1):
Angenommen, a ist obere Schranke von (6.2). Falls

M):,QZ)\/X(mla---amn)a

so gilt
a > uy(my) A up(my,),

wenn also M = ¥(mq,...,m,), so gilt

a > \/ ur(ma) Ao Aug(my),
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und wenn M | x(mq,...,my), so gilt

a> \/ ur(ma) Ao Aug(my).
o ="

||90(u17"'7un)|| = ﬁ||77ZJ(U17""U7L)”
= - \/ ur(my) Ao Aug(my).

Die Menge aller Werte von B der Form ui(my) A ... A u,(m,) ist eine
Partition von B, also

- \/ ur(ma) Ao Aup(my,) = \/ ur(ma) A ..o Aug(my,).

= \/ lo(u, .o tp, v1, e 0|

= \/ \/ ur(ma) Ao A ug(my,)

/\'Ul(ql> VANAN Uk(Qk)
Fiir ein festes m € M definiere th € M5 als
. _ 1 fiir x =m,
) 0 firxz#m
Damit erhalt man

llo(ugy ..yl ur(ma) Ao A ug(my)

v
: <]

AG(q) Ao A Gr(ar)
— \/ ur(ma) Ao Aug(my).
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Es gilt aber auch

\/ ur (M)A Aty (my) Avy (g)A. - Avg(qr) < up(my)A. . Auy(my,),

und damit

lo(ur, ... u)| = \/ uy (my) Ao A ()

Korollar 6.1.2 m — m ist eine elementare Einbettung von M in M),

Das heifit, ein Satz (14, .. .,7M,) hat zum einen Wert 1 in M(®) genau
dann, wenn ¢(my,...,m,) wahr ist in 9, und zum anderen Wert 0 genau
dann, wenn ¢(my,...,m,) falsch ist in 9

1. Jle(my,...,my)|| =1 gdw. \/gmho(x1 77777 ) M (T1) Ao AT (2) = 1
Nach Definition von 7 gilt das genau dann, wenn MM = p(my, ..., m,).

2. [lo(ma, .. coma) || = 0 gdw. Vg ooy any Ma(1) Ao Atiin(2,) = 0
gdw. M = o(mq, ..., my).

Insbesondere sind die Gleichheitsaxiome giiltig. Wenn man die Allquan-
toren weglift und a — b = 1 durch a < b ersetzt, erhédlt man

L ||f=fll=1,
2. Ilf =gl =llg=fll,
3. Nf=gllAllg=nl <|f =nl,

W~

=gl Al < lleHI-

Eine andere einfache Tatsache ist, da ||f = m|| = f(m). Dies ist laut
Mansfield der Kern der Motivation fiir M (%) 2

Fiir f € MP) iibersetzt sich die Bedingung, dak f(m) = 1, zu Im(m €
MA f=m).

Also beginnt man, um 9®) zu erhalten, mit der Menge M und addiert
alle abstrakten Objekte x mit || € M| = 1. Mit dieser Interpretation sagt

%s. [Ma 71] S. 301f.
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Satz 6.1.1, dak die Formel o(f, g) dquivalent ist zu Im,n € M(f =m A g =
n A @(m,n)).

Der folgende Satz zeigt, daf wir wirklich alle B-Elemente von 9t zu (%)
hinzugefiigt haben:

Satz 6.1.3 Sei {b;}ic; eine paarweise disjunkte Familie in B und {f;}icr
irgendeine Familie in MNP,

Dann egistiert ein f € MB) mit || f = f;]| > bi.

Wenn auferdem \/,b; =1 ist, so ist f eindeutig und wir schreiben es als

Beweis:
Wir betrachten den Fall \/,b; = 1. Falls ndmlich \/,b; # 1, definiere eine
neue Indexmenge J = I U {I} und setze b; :== —\/, b; und wihle f; beliebig
aus MP),

Sei nun f(m) =\, b; A fi(m).

Behauptung: f € M),

Beweis der Behauptung:
Fiir m # n gilt

Fm)nfn) = (Vb A film)) A (Vb5 A f5(n))
Wenn i # j, so ist b; A b; = 0. Wenn i = j, so ist f;(m) A f;(n) = 0. Also

folgt f(m) A f(n) = 0.
Auferdem gilt

= ViV, bi A fi(m)
VAN

Damit ist die Behauptung bewiesen.
Behauptung: b; A || f = fi|| = b;.
Beweis:

biNIf=fill = biAV,, f(m)A fi(m)

|
TS
>
o
2

Damit gilt die Behauptung.
Fiir die Eindeutigkeit nehmen wir an, dak fiir jedes ¢ gilt || f = fi|| > b;
und ||g = f;|| > b;. Damit erhélt man

If =gl = If = fill Al fi = gll = bi,
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das heifst,
1 =gl = \/bi=1

Wie oben bemerkt, sind zwei Funktionen gleich, die mit Wert 1 gleich sind.
O

Satz 6.1.4 Fiir jede Formel ¢(x) gibt es ein f € MB) mit

Brp@)] = lle(HI-

Beweis:
Mit Hilfe des Auswahlaxioms kénnen wir eine Wohlordnung (g,)a<x von M (B)
angeben. Damit ergibt sich

Bro@)ll = \/ lle(ga)ll-

a<<

Sei bo = [[0(ga)ll = Voo l¢(gp)]l- Dann gilt fiir a # 3 by A bg = 0 und
Vacr ba = [Bze(2)|.
Wihle f € M®) mit ||f = go|| > b,. Damit gilt

[N = [ = gall Alle(ge)ll = ba

und

le(Hll =\ ba = [Bze()].

a<<
O

Definition 6.1.5 Fiir einen Ultrafilter D auf B konnen wir ein zweiwertiges
Modell MB) /D definieren; die Boolesche Potenz von MM modulo D. Die
B-wertigen Relationen auf MP) werden durch den Ultrafilter faktorisiert. In
Symbolen:

MP) /D t= R(fi,. .., fa) gdw. |R(f1,..., fa)|l € D.
Zum Beispiel:
MP /D = fp < gp gdw. || f < g|| € D.
Satz 6.1.6 ©(fi,..., f,) ist genau dann wahr in MPB) /D, wenn

le(fr oo fu)ll € D.

Beweis:
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Fiir atomare ¢ gilt die Behauptung nach Definition.

e =1V
lell e D gdw. |0 e DVI[[¢[| € D
gdw. MPB /D=9 vmBP /D =
gdw. MP/D = .
° v =—:

lell € D gdw. =y € D
Da D Ultrafilter ist, gilt das genau dann, wenn

[l ¢ D gdw. M /D |y
gdw. MP/D E .

¢ = Jrep(z): Mit Satz 6.1.4 folgt

lelle D gdw.  3f(lv(f)ll € D)
gdw.  IF(MP/D = w(f))
gdw. MP)/D E Joy ().

Korollar 6.1.7 MB) /D ist eine elementare Erweiterung von M.

6.2 Ultrapotenzen als Boolesche Potenzen

In Kapitel 5 wurden Ultrapotenzen als reduzierte Potenzen modulo eines
Ultrafilters definiert. In diesem Abschnitt werden wir zeigen, dafs man Ultra-
potenzen auch als Spezialfall von Booleschen Potenzen sehen kann; ndmlich
als diejenigen, fiir die die Boolesche Algebra eine Potenzmengenalgebra ist.
Sei I eine Menge und M die Grundmenge einer Struktur 9t = (M;...).
Zu zeigen ist, daf
M®PD) /D~ MD,

Der Filter D ist auf beiden Seiten der gleiche; einmal als Filter {iber I und
einmal als Filter auf (/) gesehen.
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Fiir f € M7 sei f*: M — B(I) definiert durch

fr(m) = {i e I[f(i) = m}.

Da der Definitionsbereich von f die Menge I ist, ergibt sich \/, .., f*(m) =
1. f* ist injektiv, weil f eine Funktion ist. Damit gilt f* € M®D) Sei
umgekehrt g € MFD), Definiere §: I — M durch

g(i) :== a, wobei i € g(a).

Sei i € I. Dann gilt f*(i) = m, fiir i € f*(m) = {j € I|f(j) = m}, das heift,

fr(i) =m = f(i).
Sei m € M. Dann gilt

(9)*(m) = {iell|g(i)=m}
{i e Ili € g(m)} = g(m).
Somit gibt es eine Bijektion zwischen M’ und M ®D),
Es bleibt zu zeigen, daf fiir g1, ..., g, € MFD) gilt

{1 € 19(1(0), - - gu(D))} = ll@(g1, - - gn)|

||90(gla-~-7gn>|| = \/ gi(ma) Ao A gn(my)

6.3 Grofse von Booleschen Potenzen

Einige Eigenschaften von Ultrapotenzen lassen sich auf Boolesche Poten-
zen iibertragen; teilweise sind auch die Beweisideen iibertragbar. Dieser Ab-
schnitt stellt analoge Ergebnisse zu 4.2 dar; 6.3.1 entspricht 5.2.1 und 6.3.3
entspricht 5.2.7. Dariiber hinaus kann man die méglichen Kardinalitdten von
Booleschen Potenzen von w vollstdndig angeben (Satz 6.3.6).
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Lemma 6.3.1 Sei F' ein Filter auf einer Booleschen Algebra B. Dann gilt

1. Wenn card(M) = card(N), dann gilt auch

card(M®) /F) = card(NB) / F).

2. Wenn card(M) < card(N), dann gilt auch

card(MP) /F) < card(N®)/F).

card(M) < card(M®)/F) < card(M®) < card(B) ).,
Beweis:

1. card(M) = card(NN), das heifst, es gibt eine bijektive Funktion J : M —
N. Zu einem g € M®) definiert

eine Funktion ¢ : M(B) — N(B),

e 1 ist injektiv: Seien g,h € M), mit g # h. Das heifit, es gibt
m € M mit g(m) # h(m). Sei n = J(m). Dann

g(n) = g(0 " (n)) = g(m) # h(m) = h(n).
e 1 ist surjektiv: Sei f € NB). Dann gilt fiir f' € M) mit
f'(m) = f(d(m)),

daf .
f'(n) = f' (W07 (n)) = FOO(n))) = f(n).

Definiere eine Funktion ¢ : M®)/F — N®)/F durch

w(gr) = gr.
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e ¢ ist wohldefiniert und injektiv: Seien ggp, hp € M) /F mit Re-
prisentanten g, h € M) Dann gilt

le(g) = w(h)|| = 11§ = hl,

also g =p h genau dann, wenn g =p h.

e ¢ ist surjektiv: Sei fp € N /F mit Reprisentantem f € N5,
Definiere f’ € M) durch

f'(m) = f(d(m)).

Dann gilt R
o(fr) = fr = fr

2. Der Beweis verlauft wie der von 1., auller, dafs man nur die Injektivitét
der Funktionen benutzt und nachweist.

3. Zur Erinnerung nochmals die Definition der Funktion m aus Satz 6.1.1:

h(x) = 1 firz=m
=900 fiir © # m.

Definiere eine Funktion ¢ :— M®) /F mittels
w(m) = mp.

@ ist injektiv: Seien m,n € M. Dann gilt

. o 1 fallsm=mn
lo(m) = o) = [ = &l = {

0 sonst.

Damit gilt card(M) < card(MP) /F).
Fiir die zweite Ungleichung wihle fiir jedes g € M) /F einen Repri-
sentanten ¢g* € M), Definiere eine Funktion ¢ : MB)/F — M©P)
durch

wlg) =g".
@ ist injektiv, da g,h € MP)/F mit g # h insbesondere ungleiche
Repréasentanten ¢*, h* haben.
Die dritte Ungleichung gilt, da fiir f € M) insbesondere gilt f € BM,
und card(BM) = card(B)ed(M),
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Damit ist das Lemma gezeigt. a

Das folgende Lemma wird in Satz 6.3.3 und in Mansfields Anwendung
von guten Ultrafiltern auf Saturiertheit (Satz 6.5.2) bendtigt. Urspriinglich
stammt die Konstruktion aus [Ma 71].

Lemma 6.3.2 Sei A eine unendliche Menge, D ein Ultrafilter auf einer voll-
stindigen Booleschen Algebra B und g : S,(A) — D eine additive Funktion,

so daf
AV

n€w card(u)>n

und g(0) = 1. Dann gibt es eine Funktion h, : S,(A) — B, so daf$ ran(hy)
eine Partition von B ist und

= \/{hy(w)|v C u}.

Beweis:
Sei hy(u) := g(u) — VV{g(v)|card(u) < card(v)}. Dann gilt

(6.3) 0 < hg(v) Ag(u) = u Co.
Beweis von 6.3: Nehme an, dak v € v. Dann folgt card(v) < card(u U v) und

hg(v) Ag(u) < (g(v) —g(uUv)) Ag(u)
<

Damit ist 6.3 gezeigt.

Falls hy(u) A hy(v) > 0, dann hy(v) A g(u) > 0 und hy(u) A g(v) > 0, Also
gilt
(6.4) 0 < hy(v) A hy(u) — u=n.

Ferner gilt
(6.5) V{hg(v)lu C v} = g(w).
Sei dazu b = g(u) — \/{hy(v)|u C v}.

Angenommen, 0 < b. Wir suchen ein v O u mit hy(v) Ab > 0, um einen
Widerspruch zu erhalten.

Sei ¢, = \/{g(v)|card(v) = n}. (¢n)new ist monoton fallend: g ist additiv,
also g(v U {j}) = g(v) A g({j}), d.h. fiir jedes Paar u C v mit card(u) = n
und card(v) =n + 1 gilt g(u) > g(v). Damit folgt, daf

g(w) > g(u) AN/ {g({1j € v\ u} = \/{g(v)|u C v, card(u) + 1}.
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Also gilt

\/{g )|card(v) =n} > \/{g )|card(v) =n + 1}.

/\cn = /\\/{g )|card(v) =n}

new new

=N\ Vo

n€w card(v)>n

Es gilt b < ceard(w):

) = \/{hy(v)|u C v}

) < \/{g )|card(u) = card(v)} = Ceard(u)-

Also gibt es ein k € w, so dal b — ¢, < b — ¢x11 (¢, ist eine monoton
fallende Nullfolge, also gibt es k, so dak ¢ > cpy1, und b < cCeapa(u), damit
hat b einen nichtleeren Schnitt mit irgendwelchen ¢;), d.h. (bAc¢x) —cpyq > 0.

Da ¢, = V{g(v)|card(v) = k}, gibt es ein v mit card(v) = k und
(bAg(v)) — cgy1 > 0.

Nach Definition von ,~“gilt (g(v) Ab) — cx+1 = (9(v) — k1) A D.

Behauptung: g(v) — cx+1 = hy(v).

Es ist hy(v) = g(v) — V{g(w)|card(v) < card(w)}, also ist zu zeigen, dafs
¢ = Vi{g(w)|card(w) > k}.

Nach Definition gilt ¢;1 = \/{g(w)|card(w) = k + 1}. g ist monoton, also
ist die obere Schranke von \/{g(w)} durch die kleinsten w bestimmt. Damit
gilt die Behauptung.

Behauptung: g(u) A hy(v) > b A hy(v) > 0.
> klar nach Definition von b.
5> 0 < g(v) ANb— i1 = (9(v) — 1) Ab=hy(v) AD.

Daraus folgt mit (6.3) u C v. Widerspruch zur Definition von b, also
b = 0. Damit gilt (6.5).

(6.6) hg ist eine Partition von B.
Mit (6.4) ist h, disjunkt und mit (6.5) gilt \/{h,(u)|lu € S,(A)} = 1:
V{hg(u)lu € Su(A)} = V{hg(w)[0 € u}

= g(0)
— 1.
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Satz 6.3.3 (Lange [La 78]) Sei D ein w-reguldrer Ultrafilter auf einer un-
endlichen, vollstindigen Booleschen Algebra B. Dann gilt fir alle unendli-
chen Strukturen M mit x := card(MP) /D), daf k* = k.

Beweis:
Dieser Beweis wird in fiinf Schritten gefiihrt. Wie beim Satz von Shelah 5.2.2
bildet man x“ injektiv in s ab.

Schritt 1:
Aus der w-Regularitiat von D folgt

(6.7) Es gibt es eine Funktion ¢ : S, (w) — D

und ein disjunktes h, : S, (w) — B, so daf fiir alle u € S, (w) gilt

u) = \/ hy(v)

v>u

Beweis von (6.7):
D ist w-regulér, also gibt es e, € D,n € w, mit

/\en:().

new

Definiere ¢ : S,(w) — D durch

n<max u

g ist additiv: Seien u,v € S, (w). Dann gilt

gu) A g(v) = /\ en N /\ en = /\ en = g(uUw).

n<max u n<max v n<max(uUv)

Ferner gilt

AV s =NV A

k€w card(u)>k k€w card(u)>k n<maxu

< ANV

kew\{0} card(u)>k

ARG

kew\{0}

- A«

kew

= 0.
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Mit Lemma 6.3.2 erhalte ich also eine Funktion h,, die das Gewiinschte er-
fiillt. Damit ist (6.7) gezeigt.

Sei p := card ().
Schritt 2:

(6.8) Zuo:w— pP

) gibt es eine gemeinsame
Verfeinerung P der ran(o(n)),n € w.

Beweis von (6.8):
Definiere P durch

P = {hy(v) A /\ qn|v € Su(w) und fiir n € v gilt g, € ran(o(n))} \ {0}.

nev

Fiir u,v € S, (w) und g,, ¢, € ran(o(n)) fiir n € w gilt

(hg(0) A /\ 4n) A (hg(u) A N\ ) =0,

nev new

falls u # v (da hy disjunkt) oder falls ¢, # ¢, fiir ein n € u = v gilt (da

ran(o(n)) eine Partition und somit disjunkt ist). Also ist P eine Antikette

und v und ¢,,n € v, sind durch hy(v) A A,,c, ¢n € P eindeutig bestimmt.
Ferner gilt

\/ P = \/{hg(v) A /\ qnlv € S, (w) und fiir n € v gilt ¢, € ran(o(n))}

= \/ {hg(v) A /\ Gn|gn € ran(o(n))}.

vES, (w) nev

Es gilt
V' Ahg@) AN dalgn € ran(o(n)} =\ hy(v) :

vES, (w) nev VES, (w)

Sei a kleiner als die linke Seite. Dann gibt es ein v € S,(w), so dak
a < hg(v) AN\, ep @ < hy(v). Sei a kleiner als die rechte Seite. Dann gibt
es ein v € S,(w), so dak a < hy(v). Fiir jedes n € w ist ran(o(n)) eine
Partition, also folgt aus a < 1, dak a < \/ran(o(n)), das heifit, es gibt ein
p € ran(o(n)), so dak a < p. Wihle also fiir n € v Elemente ¢, € ran(o(n))
mit @ < ¢,. Dann gilt auch a < A, ¢», also

a < hy(v) A /\ In-

nev
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Damit gilt

Ve -

\/ {hy(0) A N @ulgn € ran(o(n))}

vESwK (w) nev

\/ hg(v)

vES, (w)

g9(0)
1.

Also ist P eine Partition. Damit ist (6.8) gezeigt.
Definiere nun fiir n € w Funktionen ¢, : P — ran(o(n)) durch

Cn(hg(v

Dann gilt fiir n € w

\ (0 A Galp))

peP

| g, fallsnew,
) A (e\ ) = { 0  sonst.

> \/{hg(v) A /\ G|V € Sy(w) mit n € v

n/€v
und fiir n’ € v g € ran(o(n'))}

= \/ hg(v)

nev

= g({n}) € D.

Sei dann fiir n € w und fiir o < p die Funktion &, : ¢ — B folgenderma-

Ren definiert

an(c

Schritt 3:
(6.9)

Beweis von (6.9):

)= \/{p € PlGa(p) = o(n)(a)}.

0, ist eine Partitionsfunktion.

e Seien «, F < p mit a # . Dann gilt

on(@) Non(B) = V{p € PlGu(p) = a(n)(a)}

AVAp € PlGa(p
= 0,

a(n)(B)}

da ran(o(n)) eine Partition ist.
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V@) =\ \V{p€Pleup) = o(n)(a)}

a<p a<p

= \Vip e PPa<pGlp) =on)(a)}

= \/{per}
— 1

Damit ist (6.9) gezeigt.
Ferner gilt

16, = o)l = \/{pAom)(@)lp € PAGp) = o(n)(a)}
= V(@A) eD,

peP

wie oben gezeigt.

Sei nun N := g, () 1" Fiir o € (uB)* und f € N sei

UES,

P(0)(f) = hy(dom(fN A N\ &(f(0).

t€dom(f)

Schritt 4:
(6.10) ¢(0) ist eine Partitionsfunktion.

Beweis von (6.10):
e o(0): N — B disjunkt: Seien fi, fo € N, fi # fo. Dann gilt

e(a)(f1) Aplo)(f2)
= hg(domfi) Ahg(domf) A N\ s A N G f2(0)).
i€dom f1 i€dom fo

1. Fall: domf; # domf,. Dann gilt
hg(domfl) AN hg (dOmfg) = O,

da hy disjunkt ist.
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2. Fall: domf; = domf, = u. Dann bilden f; und f; mindestens ein
i € u auf verschiedene a, < p ab, sei 7’ so ein 7. Damit ist

/\(n(fl(i))/\ /\@-(ﬁ(i)) = /\(a—i(fla‘))m(fz(z')))

= 5}/(0[) VAN 5'2'/ (ﬁ) A

N\ (Gi(fi(D) A Gi(f2(i)))
icu\{i}
= 0,

da ¢, eine Partitionsfunktion ist.

V oe@)(f) =\ (hy(domf) A N\ 6i(f(i))

fEN JEN i€domf

=V V (hy(w) A N\G(£6))

u€S, (w) fEP®

= A\ AaG6))

UES,, (w) feEN® icu
=\ AV &)
UES, (w) i€u a<lpy
=\ (A AD
UES, (w) €U
= \/ hy(u) A1
uES, (w)
= 9(0)
= 1.

Damit ist (6.10) gezeigt.
P ist eine Verfeinerung von &;, also ist ran(hy)AP = {aAbla € ran(h,) und b €
P} eine Verfeinerung von ran(¢(o)).
Also gilt
o1 () — NP,

Es bleibt Schritt 5 zu zeigen:

(6.11) © ist injektiv.
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Beweis von (6.11):
Seien 0,7 € (u®)* und u € S, (w). Dann gilt

(6.12) hy(u) Alp(o) = o(7)]
AN NGF@) AF(F(0)

fEU™ €U

= /\/\\/aZ ATi(a))

1EU AEN
(6.13) = he(u) A N\ N6 = 7).

S
Wenn man nun in Zeile (6.12) und (6.13) das Supremum iiber alle u bildet,
die 7 enthalten, so erhélt man

V () Allp(e) =) = \/ (hg(u) A A\ llo; = 71)

ULEU UNEU JEU
< |loi =7l
und somit

;=71 =\ (hy(w) All(o) = o(D)])

UNEU
= g{i}) Allelo) = o)l
Ist also p(0) =p @(7), so gilt fiir alle i € w
O'(Z) =D 5’1 =D 7~_z =D 7’(2)

Damit gilt (6.11).

Daher induziert ¢ eine Injektion von (u®)/D)* in N®)/D. Da card(N) =
card(p=¥) = p folgt die Behauptung des Satzes. O

Satz 6.3.3 steckt nur einen Rahmen fiir die méglichen Kardinalitdten von
Booleschen Potennzen ab. Die Kardinalitdten von Booleschen Potenzen von

w kann man hingegen vollstindig angeben. Zur Vorbereitung dafiir dienen
die folgenden beiden Lemmata.

Lemma 6.3.4 (Lange [La 78]) Sei B, die Vervollstindigung der freien Boo-
leschen Algebra auf i Generatoren. Sei (By)a<, eine aufsteigende Folge von
Subalgebren von B,,. Fiir o < p sei QQ, eine Partition von B,y und

E, ={- \/ (p A C(p))|P Partition von B, und ¢ : P — Qu}.
peEP
Definiere £ := ., Ea.
Falls fiir jedes o < p und jedes b € B, \ {0} die Menge {q € Qu|gNb > 0}
unendlich ist, hat E die endliche Durchschnittseigenschaft.
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Beweis:
Aus der Voraussetzung, daf {q € Q.|¢Ab > 0} unendlich ist, folgt zunéchst,
daf fiir o« < p, b’ € B, \ {0} und ey, ..., e, € E, gilt

(6.14) yan N e>o0.

1<i<n

Beweis von (6.14):
Wegen e; € F, existieren Partitionen P, von B,, p € P, und Funktionen
G Pi— Qa,s0dak e, ==\ p(pA((p)) fiir 1 <i <n.Seibt' € B, \ {0}.
Dann gibt es fiir 1 <7 <np;, € P, mit b:=V A \,.,,,pi € Bo \ {0}. Nach
Voraussetzung gibt es ¢ € Q, \ {¢;(pi)|1 <i < n} mit g Ab > 0.

Fiir 1 <7 <n gilt

pinNg A\ (PN D) =i NaAG(p) =0,
peP;
das heifst,
PiNg < \/ (p A Gi(p))-

peP;
Also ist

0<gAb=VA /\ (piANq) <V A /\ ﬂ\/(p/\g(p)).

1<i<n 1<i<n  pePR;

Damit ist (6.14) gezeigt.

Nun zeigen wir per Induktion, dafk fiir alle o < p die Menge Uﬁ <o Ejs die
endliche Durchschnittseigenschaft hat:
Sei dies bereits fiir o < v gezeigt. Seien f3;,...,8, € v und e; € Eg, fiir
1 <i<n.Sein:=max{f,..., s} Nach Induktionsvoraussetzung ist

V= N e € B\ {0}
G

und daher gilt nach (6.14)

/\ 62':()//\ /\ €i>0'

1<i<n 1<i<n

Bi=a

Damit hat E die endliche Durchschnittseigenschaft. O
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Lemma 6.3.5 (Lange [La 78]) B,, die Vervollstindigung der freien Boole-
schen Algebra auf p Generatoren, hat einen Ultrafilter D, so dafS fir alle
unendlichen Mengen M gilt

card(M B /D) > p.

Beweis:
Da p unendlich ist, gibt es eine Bijektion ¢ : u X w — p. Sei U eine Menge
von unabhéingigen Erzeugenden von B, und fiir o < 1 sei

B, = <U U Up(gn) ™

B<an<w

und

B = (| Upam)™

n<w

Fiir o < p sei ), eine unendliche Partition von B.,,. B, hat als Vervollstiin-
digung einer freien Booleschen Algebra die ccc, also ist (), abzéhlbar. Wihle
fiir o < p eine Funktion o, € M®%) mit ran(o,) = Q4. So eine Funktion
gibt es, da card(M) > w = card(Q.).

Fiir B <a < psei(: Qs — @, definiert durch

((op(m)) == ga(m).
Es gilt dann

lmos =0all = = \/ (g8(m) A oa(m))
= =V (@1 ¢@) = epa
9€Qp

Nach Lemma 6.3.4 gibt es einen Ultrafilter D auf B, mit eg, € D fiir alle
f < a < u, denn da B, und B, unabhéngig sind, ist fiir b € B, \ {0} die
Menge {q € Q.|g ANb > 0} = Q, unendlich. Also gilt

card(MB») /D) > {oapla < p} = p.

O

Satz 6.3.6 (Lange [La 78]) Die Kardinalitaten der Booleschen Potenzen von
w sind genau w und die p mit p¥ = p.

Beweis:
Sei zundchst D Ultrafilter auf einer Booleschen Algebra B und sei
p = card(w'®) /D).
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1. Fall: D ist <w;-vollstindig, d.h. D ist w-unzerlegbar. Sei o € w().
ran(o) ist eine Partition von B, also gibt es ein M C w, card(M) < w,

so daf
U o(m) € D.

meM
Sei M C-minimal mit dieser Eigenschaft. Falls M keine Einermenge
ist, so gilt fiir alle m € M, dak o(m) ¢ D. Da D ein Ultrafilter ist, gilt
damit fiir alle m € M, dak I\ o(m) € D, also ist [,,,c,,({ \o(m)) € D,
und somit folgt (J,,c,, o(m) &€ D. Widerspruch.

Also existiert ein n, € w mit ||c = 7i,|| = 0(n,) € D. Definiere eine
Funktion ¢ : w®) /D — w durch

o(op) == ng.

¢ ist injektiv: Seien op, pp € wB) mit op # pp. Dann gilt ||o = p|| &
D, also folgt aus ||o = n,|| € D, dak ||p = n,|| € D. Damit gilt n, # n,.

Also ist ¢ injektiv und p = w.

2. Fall: D ist <w;-unvollstdndig. Damit ist D w-regulér, also 4 = p nach
Satz 6.3.3.

Umgekehrt ist card(w® /{1}) = w und fiir x mit g = p gibt es nach Lem-
ma 6.3.5 einen Ultrafilter D von B, mit card(w®+)/D) > pu; aber auch
card(wB) /D) < card((B,)*) < p* = p. O

6.4 Mansfields Konstruktion

Mansfield konstruiert in [Ma 71| eine Boolesche Potenz, die unerreichbare
Kardinalitdt hat. Dafiir benutzt er nur die Existenz einer unerreichbaren
Kardinalzahl als Voraussetzung; im Gegensatz zur Konstruktion von Jin und
Shelah fiir Ultrapotenzen [JiSh 99|, die superkompakte Kardinalzahlen be-
notigt.

Dieses Kapitel orientiert sich an Mansfield [Ma 71|, Abschnitt 4. Mans-
field zeigt fiir eine unerreichbare Kardinalzahl s, daf man fiir eine x-disjunk-
tifizierbare Boolesche Algebra einen k-guten Ultrafilter findet (Satz 6.4.4).
Daraus laft sich folgern, dafs es eine Boolesche Potenz der Grofe k gibt (Ko-
rollar 6.4.5).

Definition 6.4.1 FEin Ultrafilter D auf einer Booleschen Algebra B ist gut
fiir A\, wenn er abzdihlbar unvollstindig ist und jede monotone Funktion von
Su(A) in D eine additive Verfeinerung hat, deren Wertebereich eine Teilmen-
ge von D 1st.
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Definition 6.4.2 Fin Ultrafilter D auf einer Booleschen Algebra B ist k-
gut, wenn D abzdhlbar unvollstindig und gut ist fir jedes A < k.

Lemma 6.4.3 (Mansfield [Ma 71]) Wenn B eine k-disjunktifizierbare Boo-
lesche Algebra ist und C' C B mit der endlichen Durchschnittseigenschaft
und card(C) < k und f : S,(\) — C eine monotone Funktion fir ein A < K,
dann kann C zu einer Menge C' erweitert werden, die die endliche Durch-
schnittseigenschaft hat, den Wertebereich einer additiven Verfeinerung von

f enthdlt und card(C") < k.

Beweis:
Ohne Einschrinkung gelte 1 € C. Fiiry € C' und = € S,(\) gilt y A f(z) > 0,
also hat die Funktion x — y A f(z) eine disjunktive Verfeinerung h(zx,y).
Definiere ¢ : S,(\) — B durch

g(x) = \/{h(z,y)|x Czund y € C}.

Fiir x C z gilt
hzy) <y A fz) < f2) < fla),

also ist g eine Verfeinerung von f.
Behauptung:
(6.15) g ist additiv.

Beweis von (6.15):

g(x1) A g(x2)
= \/{h(zl,yl) A h(z2,y2)|71 C 21 und 25 C 25 und y; € C und y, € C}.

Da h disjunkt ist, ist das gleich
\/{h(z,y)|x1 Czund 22 C zund y € C'}

= \/{h(zy)lz1 Uz, €z und y € C}
= g(r1 Uuxy).

Damit ist (6.15) gezeigt.
Definiere nun C' durch

C'":={yAg(z)lye Cund z € S,(N\)}.

C" erfiillt das Gewiinschte:
Wegen y A g(z) > h(z,y) > 0 fiir alle y € C und = € S,(A), ist 0 & C".
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Fiir y1, 90 € C und 1,25 € S,(A) gilt

N AG@) ANy ANg(z2) = yr Aya Ag(or) A g(as)
= y Ay Ag(ry Uas) € O

da C die endliche Durchschnittseigenschaft hat.
Ferner ist card(C’) < card(C) - A < k- A = K. O

Wir suchen nun eine Boolesche Algebra B, die s-disjunktifizierbar ist.
Nach Korollar 3.1.9 ist dies jede x-vollstiandige Boolesche Algebra, z. B. B,
die Vervollstindigung der freien Booleschen Algebra auf x Generatoren.

B,; hat ferner die ccc aufgrund der Bemerkung nach Satz 3.3.5 und damit
nach Satz 3.4.2 Kardinalitit .

Satz 6.4.4 (Mansfield [Ma 71]) Es gibt einen r-guten, abzdihlbar unvollstin-
digen Ultrafilter D auf B,.

Beweis:

Fiir jedes A < k gilt card(B,f‘”(A)) = K, also auch card(|J,_, B,{“’(’\)) = K.

Sei nun {f;|¢ < s} eine Aufzdhlung von (J,_, B=X).

Sei Ey C By so, dak card(Ey) < k und Ey die endliche Durchschnitts-
eigenschaft hat und es eine Teilmenge £ C FE, gibt mit card(F) = w und
AE =0.

Konstruiere folgende Kette:

Fiir den Schritt 2 + 1 nehme an, daf E; schon konstruiert ist.

Wenn E; Uran(f;) nicht die endliche Durchschnittseigenschaft hat, dann
setze F;q = Ej.

Ansonsten hat E! := E; Uran(f;) die endliche Durchschnittseigenschaft.
Da card(FE!) < k, kann Satz 6.4.3 darauf angewendet werden und man erhélt
E;i1, so dak f; eine Verfeinerung g; hat mit ran(g;) C F;.

Falls 0 < k eine Limesordinalzahl ist, definiere Ej := |J,_; £;. Es gilt
card(Ej) < k und Ej hat die endliche Durchschnittseigenschaft.

Wenn E§ Uran(f5) nicht die endliche Durchschnittseigenschaft hat, dann
setze Es := FJ.

Ansonsten kann ich Satz 6.4.3 auf Ej§ anwenden und erhalte Ej, so daf
fs eine Verfeinerung g5 hat mit ran(gs) C Fs.

Sei E = |J,_,, . E hat die endliche Durchschnittseigenschaft, also kann
ich ' mit Satz 4.1.8 zu einem Ultrafilter D erweitern.

D ist abzahlbar unvollstindig, da Ey C D. Sei A < k und f : S,(\) — D.
Dann gibt es ein i < k, so dak f = f;. Also gibt es eine additive Verfeinerung
gi » Su(\) — By von f, so daf ran(g;) C E;1; € D. Damit ist D x-gut. O
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Korollar 6.4.5 (Mansfield [Ma 71]) Wenn card(M) < k und D ein k-guter,
abzihlbar unvollstindiger Ultrafilter auf By ist, dann ist card(MB*) /D) = k.

Beweis:
Sei o := card(M). Dann gilt (mit Satz 6.3.1)

card(MB=) /D) < card(MP*)) < card(M)*dBx) = oF < k.

Mit 6.5.2 ist MPBx) /D k-saturiert, also mu MP=) /D mindestens -viele
Elemente enthalten. O

Es gibt also Boolesche Potenzen unerreichbarer Kardinalitat. Das néchste
Resultat ist eine Anwendung von Mansfields Konstruktion auf Saturiertheit,
im Vorgriff auf den folgenden Abschnitt.

Korollar 6.4.6 (Mansfield [Ma 71]) Wenn card(M) < k und D ein k-guter
Ultrafilter auf B, ist, dann ist M saturiert.

Beweis:
B,. ist eine vollstindige Boolesche Algebra, der oben konstruierte Ultrafilter
D ist k-gut und abzdhlbar unvollsténdig, also kann ich Satz 6.5.2 anwenden.

O

6.5 Saturiertheit

Nach einem allgemeineren Satz iiber Saturiertheit von Booleschen Potenzen
wird in Satz 6.5.2 eine Anwedung fiir gute Ultrafilter gegeben.

Lemma 6.5.1 (Mansfield [Ma 71]) Jede Boolesche Potenz MB) /D mit
einer unendlichen Struktur 9 und einem abzdhlbar unvollstindigen Ultra-
filter D st Ny-saturiert.

Beweis:

Sei {©,(x)|n € w} eine abziihlbare, in MB) /D endlich erfiillbare Menge von
Formeln einer Variablen. Indem wir gegebenenfalls Konjunktionen benutzen,
konnen wir annehmen, dafs ¢,, eine logische Folge aus ¢, 11 ist, also ||@,11|| <
ll¢nll- Es ist zu zeigen, dak {@,|n € N} in 9MPB) /D erfiillbar ist.

Sei nun (by,)ne, eine absteigende Folge in D mit A b, = 0 und sei a, =
bn A ||Fzpn(2)]|. Dann gilt fiir jedes n € w a, € D und A, a, = 0. Sei
Cn = Gy \ Any1; Wihle f,, in P mit ||, (fo)]| = |32, ()] und wihle ein
feMPB) mit || f = fo]| > ¢, (s0 ein f existiert nach Satz 6.1.3).
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Dann gilt fiir k > n

len(A = 1 = Fell A llen(fr)
I1f = Fell AMlen(foll = e

| >

und damit

lewlPl > \ e = an € D.

n<k

Satz 6.5.2 (Mansfield [Ma 71]) Sei M eine unendliche Struktur. Wenn ein
Ultrafilter D auf einer vollstindigen Booleschen Algebra B k-gut und abzdhl-
bar unvollstindig ist, dann st W(B)/D k-saturiert.

Beweis:
Sei I" eine Formelmenge einer freien Variable, card(I') < x. Fiir I C I" und
card(]) < w, definiere p;(z) = A\ I(z).

Zu zeigen ist: Falls fiir jedes I MPB) /D = Jwp;(z), dann existiert ein f
in MB) /D, so dak MPB) /D = p;(f) fiir jedes 1.

Sei dazu (ay,,)ne. eine streng monoton fallende Folge in D mit ag = 1 und
N\, an = 0. Definiere

f([) = Qcard(1) /\ ||E|1‘90[(93)||

f ist monoton: Sei I C J, dann gilt deara(s) < deara(r), da a, streng monoton
fallend ist, und es gilt ||z, (2)|| < [|[Frer(z)]], da pr(z) = A 1(z) < A\ J(z).

Es gilt f: [ — D: Nach Definition gilt dcarary € D und MB) /D =
Jzp;(x), also auch ||[Fxep;(x)|| € D.

Es gilt card(I") < k und D ist k-gut, also hat f eine additive Verfeinerung
g.

Definiere g durch

{11 212

Als néchstes ist zu zeigen
(6.16) g ist eine additive Verfeinerung von f.
Es ist leicht zu sehen, daR § eine Verfeinerung von f ist, da fiir I # () gilt

g(I) = g(I) < f.
Fiir I = 0 gilt §(0) = 1

(). da acaray = 1 und |[Brpy(z)|| = 1.
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Es bleibt zu zeigen, dak g additiv ist: Falls I = J = 0, gilt g(/ U J) =
GOU0) = 1= §(0) A 3(0).
Falls I # Jund I =0, gilt g(IUJ) = g(J) = g(J) =
Falls I # (0 # J, gilt g(TUJ)=g(IUJ)=g(I)Ag(J

Damit gilt (6.16).

Es gilt

\/{g Jcard(I) =n} < \/{f )|card(l) = n}
= Ve Al 3rer() lleard (1) = n)
= VAau A 3w (@)llleard(D) = n}

< a,

g(J) A §(J) (1)
) = 9(J

A
(1)

und A, a,, = 0, somit folgt

Aus Lemma 6.3.2 ergibt sich, dak es eine Funktion h; : S,,(I') — B gibt,
so dak hj eine Partitionsfunktion ist und fiir 7 C I' gilt

= \/{hg())I C J}.

Wihle fiir jedes I ein f; in 95) /D mit ||3zp;(z)|| = ||or(f)| (so ein f;
findet man aufgrund der endlichen Erfiillbarkeit). Mit Satz 6.1.3 konnen wir
nun eine Funktion f definieren durch f =), hs(I) - f1.

Zu zeigen: f erfiillt jedes ¢;.

Fir I C J gilt:

ler(DI = ILf = fall AMler(fa)l]
> f = FAll A s ()l
> hg(J) A f(J)
Damit ist
les (A1l = \/{ha())T € J} = §(I) € D.



Kapitel 7

Echte Boolesche Potenzen

Nachdem Mansfield 1971 in [Ma 71| eine Einfiihrung in Boolesche Potenzen
gegeben hatte, war lange unklar, ob Boolesche Potenzen nicht nur eine andere
Schreibweise fiir Ultrapotenzen sind. Mansfield selbst vermutete, daf dem
nicht so sei, konnte aber kein Beispiel angeben. Dieses wurde 1976 von B.
Koppelberg und S. Koppelberg geliefert.

Der folgende Abschnitt ist eine Ausarbeitung ihres Artikels [KbKo 76].

Der zweite Abschnitt beschiftigt sich damit, wie man (allerdings unter
Zuhilfenahme stirkerer Voraussetzungen) schénere Gegenbeispiele (d.h. sol-
che, die auf w bzw. w; beruhen) finden kann; er basiert auf [Kb 80].

7.1 ... auf einer grofien Struktur

Lemma 7.1.1 (B. Koppelberg und S. Koppelberg [KbKo 76]) Sei I eine un-
endliche Menge. Seien u, X\ unendliche Kardinalzahlen und D ein Ultrafilter
auf PB(I), der S-unzerlegbar ist fir alle § mit p < 6 < 2¥)" . Dann gibt es
ein v < p und einen Ultrafilter G auf B(v), so daff N'/D = \/G.

Auflerdem ist G <gx D, d.h. es gibt eine Funktion g von I auf v, so daf
G={X Cv|lg ' (X) e D}.

Beweis:
Zunichst zeigen wir

(7.1) Fiir jede Funktion f: I — 2™)" gibt es ein J C I, so dafk gilt
J € D und card(ran(f [ J)) < p.

Beweis von (7.1):
Sei f: 1 — 2W)" eine Funktion. Setze fiir € ran(f):

Iy = 7 ({n}).

109
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Definiere eine Folge (M,,), <, mit:
L Mn+1 g Mn;

o M, C 207

® Uyen, In €D,
e wenn card(M,,) > p, dann card(M,, 1) < card(M,,), und
e wenn card(M,,) < u, dann M, 1 = M,.

Zur Konstruktion:
Sei o, = card(M,,).
Setze My := ran(f).
Angenommen, M,, ist schon definiert.

1. Falls card(M,,) < u, setze M, 1 := M,.

2. Falls card(M,,) > p, betrachte folgende Partition:

{[77|77 € M,}U {Inn}7

wobei I, = I\ (U,cp, In)- @ ist die Méchtigkeit dieser Partition

und wegen pu < o, < 20 "7 ist D ay,-unzerlegbar. Also gibt es ein

M}, € M, U {n,} mit card(M,_ ;) < o, und |J neM’, I eD.

(a) Falls n, & M), setze My, :== M, ;.

(b) Falls n, € M}, setze Myiq := M), \ {n.}.
Dazu ist zu zeigen, dafs

lJ LeD

neM;, i \{nn}

Benutze, daf aus a Ub € D und b ¢ D folgt, dak a € D, mit
a = UnGM'H\{ﬁ }[ undb —[

Aus card(M,,1) < card(M,,) fir card(M,,) > p folgt, daks es ein n € w
gibt mit card(M,) < p.

Setze J = U,cy, Iy € D. Damit gilt f°J = M,, also folgt
card(ran(f [ J)) < p.

Damit ist (7.1) bewiesen.

Sei k := card(\ /D).
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Nun zeigen wir
(7.2) Es gibt eine Folge (f,la < k) in A, so dak A /D = {f.pla < K},

fir o < B < K gilt fop # fap
und card(ran(f,)) < p fir alle o < k.

Beweis von (7.2):
Da x = card(\ /D) ist, 1aRt sich A1 /D als \'/D = {gpa|a < k} schreiben.
Sei g, ein Reprisentant von g¢gp,. Sei J € D mit (7.1) so, daf
ran(g, | J) < p. Wahle j € J fest. Definiere f, durch

ga(i) firie J,
Ja(j)  sonst.

foli)i= {

Dann gilt f, : I — A, fo =p g und card(ran(f,)) < u.
(falaw < k) erfiillt das Gewiinschte. Damit ist (7.2) gezeigt.
Behauptung:

(7.3) k<M.

Beweis von (7.3):
Andernfalls sei fir a < (A*)T P, die Partition von I, die durch f, : I — X
erzeugt wird, und sei P die grofte gemeinsame Verfeinerung der P,,a <
(AM)*. Da card(P,) < p fiir jedes «, gilt

card(P) < pM)" = 20",

also kann ich P als P = {I,[n < 23"} schreiben. Mit (7.1) gibt es ein
M C 207 so dak Uyens In € D und card(M) < p. Fiir p < 297 und
a < (M) ist f, | I, eine konstante Funktion (da f, eine Vergréberung von
P erzeugt).

Definiere mit Hilfe von f, eine Funktion f/ durch

fi) = { Jali) v i € J = Uyer Iy
0 firiel\J
Da J € D ist, gilt f! =p fa.

Der Wert von f/, [ I, ist konstant. Es gibt also fiir jedes f/ eine Darstel-
lung als Familie (oy,|n € M) € AM. Es gilt card(AM) = \eardM) < \v| Eg
folgt

card({falor < (M)"}) = card({{ay|n € M)}) < .

Widerspruch. Also gilt (7.3).
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Sei fiir @« < k P, die Partition von I, die durch f, : I — X erzeugt
wird, und sei P die grofte gemeinsame Verfeinerung der P,, a < k. Da
card(P) < pM)" = 2097 ist, kénnen wir mit (7.1) ein v < p und eine
injektive Folge (I,|n < v) in P wahlen, so dak |J,_, I, € D. Seig:1 — v
eine Funktion mit

n<v

~ . | m firdiel,
9(1)'_{0 fiir i € 1\ U, ., I,

und definiere
G :={X Cv|lg}(X) € D}.
Sei go(n) € U fo I, fiir n < v.
Behauptung:

Durch ¢ : M /D — X /G mit ¢(fap) = gag fiir a < k

(7-4) ist ein Isomorphismus gegeben.

Beweis von (7.4):

e o ist wohldefiniert und injektiv: Seien f.p, fsp € A'/D. Dann gilt

fap # fop
{i € I|fa(i) = f5(i)} € D
{i € Ifa(i) # f3(i)} € D
gl{ilfa(@) # fs(1)}] € G
{9(D)|fali) # f5(i)} € G
{nlfa” 1, # f3" I} € G
{nlga(n) # gs(n)} € G
9oG 7 9pG-

S I

e ¢ ist surjektiv: Sei g, € \¥/G mit Reprisentantem g, € A\”. Definiere
eine Funktion f : I — X\ durch

(i) = go(n) fiir ¢ € I, fiir ein n < v,
Y70 fiir i € I, \ U, -, In-

Sei gsi := ¢(fp) mit Représentantem gg. Es ist zu zeigen, dak gz =¢
Jo- Sei m < v. Dann gilt

gs(m) € J 11y,
wobei f auf [, konstant ist mit f(i) = g.(n) fir i € I,, also folgt

{n<vlgs(n) = g.(n)} =v €G.
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Damit gilt (7.4) und das Lemma ist gezeigt. O

Sei fiir den Rest des Abschnitts k € Card so, dak k“ = k und k > 2“. Sei
F, die freie Boolesche Algebra auf x Generatoren.

Sei By die Vervollstindigung von Fj.

B, erfiillt die ccc, da F,, die ccc erfiillt (s. Satz 3.3.5).

Lemma 7.1.2 (B. Koppelberg und S. Koppelberg [KbKo 76]) Seien A, B und
C vollstindige Boolesche Algebren, so daff A und B vollstindige Subalgebren
von C sind, B unendlich ist und A und B unabhingig sind (d.h. fir a € A
und b€ B mita>0 undb >0 gilt a ANb>0). Sei D ein Ultrafilter auf A.

Dann gibt es einen Ultrafilter F' auf C, so daff FNA = D und es gibt
g € wB so dafs fiir jedes f € w)

(w, <><C)/F = fr<gr.

Beweis:
Sei g € w®), s0 dak g(n) > 0 fiir alle n € w, und sei F' Ultrafilter auf C, so
daf
DU{|f <gl°f ewV}CF

Nun ist folgendes zu zeigen:

(7.5) F existiert,

(7.6) FNA=Dund

(7.7) fiir alle f € w™ gilt (w, <)/F = fp < gp.
(7.7) gilt nach Konstruktion von g.

Beweis von (7.6):
Es gilt D C FFN A. Auflerdem ergibt ein Ultrafilter auf einer Booleschen Al-
gebra geschnitten mit einer Subalgebra einen Ultrafilter auf der Subalgebra.
Da Ultrafilter maximal sind, ist D dieser Filter.

Beweis von (7.5): Zu zeigen ist, dak DU{||f < g||°|f € w?} die endliche
Durschnittseigenschaft hat.

Angenommen, obige Menge hat die endliche Durchschnittseigenschaft
nicht. Dann gibt es d € D und fy,..., f, € w, so daf

AN Ifi < gl A A fa < gl =0.

Seien Py, ..., P, die von fi,..., f, induzierten Partitionen auf A. Sei P die
grobste gemeinsame Verfeinerung von P, ..., FP,. Da die P, die 1 € A in
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jeweils w Teile zerlegen, wird dies auch von P geleistet. Sei f : w — A eine
Funktion, die P induziert. Dann gilt

If <9l <llfr <gll“A.Allfa <9l

also
dA|f<gl®=0.

Damit gilt
d<llg < fI°="\/ g(m) A f(n).

m,new
m<n

Wegen d > 0 und \/, ., f(n) =1, gibt es ng € w mit d A f(ng) > 0. Damit
gilt d A f(no) Ag(ng+1) >0, da A und B unabhingig sind. Aufserdem ist

dA f(no) Aglnog+1) <d < \/ g(m)A f(n)

m,new
m<n

und
dA f(no) Aglno+1) < \/ g(m) A f(no),

mew
m<ng

da f(ng) A f(n) =0 fiir n # no.
Sei m < ng, dann m # ng + 1 und g(ng + 1) A g(m) = 0. Also

0<dA f(no) Ag(ng+1)

= (an f(no) nglno+ D) A (1 glm) A fno)) =0.

mew
m<ngq

Widerspruch. O

Lemma 7.1.3 (B. Koppelberg und S. Koppelberg [KbKo 76]) Es gibt einen
Ultrafilter D auf By, so daf cf((w, <)B*) /D) = cf k und card(w'B*) /D) = k.

Beweis:
Sei U eine Menge freier Generatoren von F,. Damit ist card(U) = k.

Sei {Uy|ae < K} eine Partition von U, so dal card(U,) > N, fiir jedes
a < K.

Fiir o < & setze By := (U, Ue)®™ (s. auch Definition 3.2.12) und defi-
niere einen Ultrafilter D, auf B, durch Induktion, so dafs

e DgN B, =D, fir o < B <k und
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o es fiir jedes o < & ein goq1 € wBa+1) gibt mit

<w7 <>(Ba+1)/D0¢+1 ): fDa+1 < (goc+1)Da+1
fiir jedes f € wPe.

Zur Konstruktion:
Fir By = {0, 1}, setze Dy := {1}.
Angenommen, D, ist schon definiert.
Dyyr und goyq € w'Bett) erhalte ich durch Anwendung von Lemma 7.1.2
mit A := B,, B := (U,)™ und C := By4;.
Falls 3 eine Limesordinalzahl ist, setze Dg := U77 <5 Dy
(Uy)™ ist unendlich grofs, da U, unendlich grof ist.
Es gilt
(7.8) Boy1 = ( U U§>cm = (By U (U,)e™yem

E<a+l

Beweis von (7.8):

B,1 ist die Vervollstdndigung der freien Booleschen Algebra auf U§<a Ue,
B, die der freien Booleschen Algebra auf (J,_, U und (U,)“™" die Vervoll-
standigung der freien Booleschen Algebra auf U,. Es gilt

(\J Ue) = (U Ue) L (Ua)).

(<a (<a

Die einzelnen Erzeugnisse der Basismengen liegen jeweils dicht in der voll-
stdndigen Booleschen Algebra, das heiftt, jedes b € B, 1dft sich als Su-
premum einer abzihlbaren disjunkten Mengen von Elementen von (U, U)
darstellen; mit obiger Gleichung also auch durch {({U,_, Us) U (Ua))-

Umgekehrt 14t sich jedes Element von (B, U (U,)™)™ als Supremum
einer abzdhlbaren disjunkten Teilmenge von ((U,., Ue) U (U,)) darstellen
und damit auch von (., Us)-

Damit ist (7.8) gezeigt und B, und (U, )™ sind vollstéindige Subalgebren
von Byyi.

U ist eine Menge freier (d.h. unabhéngiger) Generatoren von F, und
Ba = (Ugca Ue)™, also sind B, und (U,)“" unabhéngig.

Entsprechend Lemma 7.1.2 erhalte ich ein g, € w((V)™) C (Bat),

B, erfiillt die ccc (s. Satz 3.2.13) und da M = g, gilt Ry < cf(k).

Dadurch ist nach Satz 3.4.1 B, =,,_,. Ba- D := ., D, ist ein Ultra-
filter auf B, und w®*) =, _, wBe).

Die Menge {(gai1)pla < k} ist eine Teilmenge von w®*)/D mit Ord-
nungstyp # und liegt konfinal in (w, <)(®<)/D. Damit ist cf(w, <)Bx) /D =
cf(k) gezeigt.

a<k a<k
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Es gilt k% = &, also card(B,) = & (s. Satz 3.4.2) und card(wP*)) < kM =
#. Damit gilt card(w'P*) /D) = k. O

Sei 7 =27 ¢ = {<} U {Ru|a < 7}, R, ein einstelliges Pridikat fiir
a < 7 und M = (1, <, M) a<rw, < eine Ordnung auf 7 und {M,|a < 7¥} =
{X C 7|card(X) < w} (also alle hochstens abzihlbaren Teilmengen von 7).
Hierbei sei M, die Interpretation von R, in 9.

Mit diesen Voraussetzungen erhilt man:

Satz 7.1.4 (B. Koppelberg und S. Koppelberg [KbKo 76]) Seien B und D wie
in Lemma 7.1.3. Dann ist MP) /D nicht isomorph zu einer Ultrapotenz von

Mm.

Beweis (durch Widerspruch):
Angenommen, es gibe einen Ultrafilter F' auf einer Menge I und einen Iso-
morphismus 1 von IMMPB) /D auf M!/F.

Fiir g € 71 wihle f € 7). so dab ¥(fp) = gr. Da B die ccc erfiillt, gibt
es ein ay < 7, so daf gilt

{mer|f(m)>0} = M,,,

und es ergibt sich MP) /D = R, (fp) und M!/F = R, (gr).
Als néchstes zeigen wir

(7.9) F ist 6-unzerlegbar fiir jedes ¢ mit w < § < 23" =7,

Beweis von (7.9): Sei fiir w < 6 < 7 durch {I,,,/m < §} eine Partition von
I gegeben. Definiere eine Funktion ¢ : I — 7 durch g(z) = m, falls x € I,,. Sei
f € 7®) die zu g gewiihlte Funktion. Dann gilt \/,, . f(m) =/ I,=1

mEMag m
und M'/F |= R, (gr). Dies ist dquivalent zu {i € I|9M = R, (g(i))} € F,
also gilt auch X := {i € I|g(i) € M,, N6} € F, denn g(i) € 6 fiir alled € [

nach Definition von g. Damit folgt

U I, = U g'{ml=X¢eF

meMa, NS meMeayNd

und somit gilt (7.9).

Setze A = y = w wie in Lemma 7.1.1. Damit erhalten wir w!/F = w"/G
fir ein ¥ < w und einen Ultrafilter G auf v.

Also induziert v einen Isomorphismus von w® /D auf w!/F, aber

card(w®) /D) = k > 2¢
(Korollar 7.1.3) und card(w”/G) < 2¢. Widerspruch. O
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7.2 ... auf kleinen Strukturen

Im letzten Abschnitt wurde eine Boolesche Potenz konstruiert, die nicht aqui-
valent zu einer Ultrapotenz ist. Im obigen Beweis sind die Struktur und die
Sprache allerdings noch sehr grof (7 = 227,

Im folgenden wird die Grofe reduziert: Wenn man gewisse mengentheore-
tische Voraussetzungen macht, kann man die Grofse der Struktur auf w oder
w1 Lherunterdriicken®.

Zuerst einige Definitionen und Sitze, die ich hier nur zitiere.

Die Existenz von 0f ist dquivalent dazu, daf es fiir jede iiberabzihlbare
Kardinalzahl x eine nichttriviale Einbettung 5 : L, — L, gibt. Dabei ist mit
L, die kte Stufe in der konstruktiblen Hierarchie gemeint.!

Satz 7.2.1 (Ketonen [Ket 76]) Angenommen, —0%. Wenn « eine Nachfol-
gerkardinalzahl ist und F uniform dber o, dann gibt es ein 7 < «, so daff F
(T, )-requldr ist.

Fiir den Beweis s. [Ket 76].

Definition 7.2.2 f € o ist eine erste Funktion beziglich eines Filters F
tiber o, wenn fiir jedes £ € o gilt

{icalf <fli)} e F

und wenn fir jedes g € o, mit {i € a| < g(i)} € F fir jedes § € «, gilt
fi € alf(i) < gli)} € F

Satz 7.2.3 (Jensen [JeKb]) Angenommen, —=0f. Wenn « eine regulire Kar-
dinalzahl ist mit 2<“ = «, und F uniform tber «, dann gibt es keine erste
Funktion beziiglich F.

Fiir den Beweis s. [JeKb].

Satz 7.2.4 (Kanamori [Ka 76]) Wenn « reguldr ist, F' uniform iber o und
es keine erste Funktion beziiglich F' gibt, so ist F' A-requldr fiir jedes A < .
Fiir den Beweis s. |[Ka 76].

Korollar 7.2.5 Angenommen, —0%. Wenn o regulir ist, 2<® = o und F
uniform tber o, dann ist ' \-requldr fir jedes A < a.

lygl. auch [De 84].
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Satz 7.2.6 (B. Koppelberg [JeKb]) Angenommen, —0¢. Wenn o regulir ist
und F uniform dber o, dann ist F §-zerlegbar fir jedes requlire 6 < c.

Fiir den Beweis s. [JeKb].

Satz 7.2.7 (Jensen [DeJe 75]) Angenommen, —0¢. Sei k eine unendliche
singulire Kardinalzahl und \ = 2<%. Dann ist

or _ A wenn 27 = X\ fiur ein v < Kk
| AT sonst.

Fiir den Beweis s. [Dele 75].

Lemma 7.2.8 Sei T eine requlire Kardinalzahl, A = (1, <) und F ein (1, \)-
requldrer Filter auf k.

Dann ist cf(A"/F) > .

Beweis:
Sei E C F, so dak card(E) = X und (Ey = 0 fiir jedes Ey C E mit
card(Ep) > .

Angenommen, G C 7" hat Kardinalitdt A. Seien E = {e¢|¢ < A} und
G = {g¢]¢ < A} Aufzéhlungen von E bzw. G, so dak e; # e, fiir £ <n < A
gilt. Definiere f € 7% so, dak

ge(1) < f(3) fiir @ € eg.

Dies ist mdglich, da card({{ € A|i € e}) < 7 und 7 reguldr. Also ist
ee C {1 € klge() < f(7)} und damit gep < fp fiir jedes £ < A, das heifit, daf
{ger|€ < A} ist nicht konfinal in A%/ F. O

Lemma 7.2.9 (S. Koppelberg [Kb 80]) Seien k, 5 unendliche Kardinalzah-
len, A = (w,<). Dann gibt es eine vollstandige Boolesche Algebra B und
einen abzihlbar unvollstindigen Ultrafilter D auf B, so daf} k = card(w'®) /D)
und 3 = cf(AP) /D) gdw. k* = K,  requlir ist und w; < 3 < K.

Zusdtzlich laft sich B so wahlen, daf$ sie die ccc erfillt.

Beweis:
»= Sei K = card(w'®)/D) und B = cf(AP)/D); hierbei sei D w-regulir.
Damit ist 3 regulir und 8 < k. Aus Lemma 6.5.1 folgt, dak A% /D N;-
saturiert ist. Also ist G > w;y.

Nach Satz 6.3.3 gilt k¥ = k.

w<=" Setze k¥ = Kk und w; < [ = cf(B) < k voraus. Sei B = B, die
Vervollstandigung einer freien Booleschen Algebra F, wobei F' frei generiert
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sei von U C F mit card(U) = k. Also erfiillt B die ccc (s. Satz 3.2.13) und
damit ist card(B) = & (s. Satz 3.4.2).

Sei U = (J;3 Ue und hierbei (Ug)e<p eine aufsteigende Kette von Teil-
mengen von U, card(Uy) = & und Ugyq \ Ue unendlich. Sei B die Subalgebra
von B, die vollstandig von U generiert wird.

B = ¢4 B gilt mit Lemma 3.4.1.

Wihle induktiv eine aufsteigende Kette von abzéhlbar unvollstindigen
Ultrafiltern D, auf B¢ und setze D := U§<5 Dy¢; dann ist fiir jedes £ < 3 die
Ultrapotenz 2A5¢) /D, eine elementare Substruktur von A5)/D.

Sei fiir £ < ¢ < 3 eine Abbildung

Mg : AP /D — AP /D

durch Tlge(fp,) := fp, definiert. Il ist wohldefiniert und falls fp, < gp,,
so gilt ||f < g||P¢ € D¢ C De, also gilt auch ||f < g||¢ € D¢ und damit
Hg{(ng) = fDC < 9o, = HEC(ng)' Damit ist ch ein HOHIOHIOI"phiSHlllS.
Ferner ist fiir & < 3 gilt Tlee(fp,) = fp,, also ist Ilg die Identitétsfunktion
auf APe) /De. Sei nun € < ¢ <n < B. Dann gilt

ey (Hee(fp,)) = ey(fp,) = fp, = Uey(fDe)-

Damit ist
A= {9/ Del¢ < B} U {Tlec|¢ < ¢ < 5}
ein gerichtetes System von Mengen.?
Sei ferner fiir & < 3 eine Abbildung
I : API /D, — AP /D

mittels Il¢(fp, ) := fp definiert.

IT¢ ist wohldefiniert und fiir fp, < gp, gilt ||f < g||”¢ € D¢ C D, also ist
|f < gl” € D und damit folgt II¢(fp,) = fo < gp = ¢(gp, ). Damit ist IT
ein Homomorphismus.

Fiir £ < < 3 gilt

e(fp.) = fo = e(fp,) = (e (fpe))-

Sei nun ‘B eine Struktur, so dafs es fiir jedes ¢ < (8 einen Homomorphismus
Ve : APB) /Dy — B gibt, fiir den gilt, falls £ < ¢ < 3, so

Ye(Mee(fpe)) = Be(fpe)-

2ygl. auch Definition 2.2.9.
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Definiere eine Abbildung ¥ : A®) /D — B folgendermaken: Da A®) /D die
cce hat, gibt es fiir jedes f € AP) ein £(f) < 3, so dak ran(f) C Be(y)- Sei
nun

E(fp) = eer) (fpeyy)-
Dann gilt

E(e(fpe) = Ze(fpe)-

Damit ist B := {®)/D} U {Il¢|¢ < 8} ein direkter Limes von A.3

Ferner gilt w® /D = J,_gran(Il¢): Sei dazu z € w®/D. Dann gilt
x = fp fiir ein f € WP, Mit der ccc folgt, dak f”w C B fiir ein £ < 3. Also
ist fp, € wB) /De und es gilt He(fp,) = .

Zur Konstruktion der D,: Da card(Uy) = &, ist B, isomorph zu B, also
kénnen wir Dy so wihlen, daf card(w®) /D) = k (wie in Lemma 7.1.3,
angewendet auf By). Damit erhalten wir £ < card(w®)) < card(B*) = k¥ =
x und card(w® /D) = k. Mit Lemma 7.1.2 und A := Be, B := (Ugyq \ U)
und C := B4, konnen wir Deyq so wahlen, daf w(BHl)/DéH ein Element f¢
enthilt, das groker als jedes g € w(Pe)/ Dy ist.

Die Folge (I¢(fe))e<p liegt konfinal in AB) /D, also ist 8 = cf(AP) /D). O

Satz 7.2.10 (B. Koppelberg [Kb 80]) Angenommen, 23" < R,,. Sei A =
(w1, <) und APB) /D eine Boolesche Potenz, so dafi card(w'®)/D) > 2% und
B die ccc erfillt. Dann gilt fir jede Kardinalzahl o und jeden Ultrafilter F
tiber o,

AP /D 2 A/ F.

Beweis:
Zunéachst zeigen wir

(7.10) cf(AP) /D) = wy.

Beweis von (7.10):
Zur Erinnerung nochmals die Definition der Funktion m aus Satz 6.1.1

m:w; — B mit
() = 1 firz=m
1 0 firx#m.
Es gilt

la=a={ 5 e

0 sonst,

und somit gilt fiir o # (8
& #p .

3s. auch Definition 2.2.10.
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Behauptung: Die Folge (/p)a<s, liegt konfinal in AP /D.
Angenommen, die Folge ist nicht konfinal. Dann gibt es eine Partition
h:w; — B, so daf

AB) /D |= ap < hp fiir alle a < w;.

Also gilt fiir alle a < wy

\/ d(x) Ah(y) € D.

r<y<wi

h ist eine Partition und B hat die ccc, also gibt es ein zq € wy, mit h(z) =0
fir alle x > xy. Damit ist

\/ #o(x) Ahly) € D,

r<y<zg

aber Zo(z) = 0 fiir © < zy. Widerspruch.
Damit gilt (7.10).
Behauptung:

(7.11)  F ist §-unzerlegbar fiir jedes ¢ mit w < § < 2297 < R,

Beweis von (7.11):
Falls F' w,-zerlegbar fiir ein n € w \ {0} ist, so ist F' mit Satz 7.2.6 auch
wi-zerlegbhar. Mit Satz 4.4.5 gibt es also einen uniformen Filter F” iiber w;,
mit F/ SRK F.

Um den Beweis von (7.11) weiterzufiihren, miissen wir erst einmal folgen-
des zeigen:

(7.12) F' ist (wy,w;)-regulir.

Beweis von (7.12):
Sei X, € F' beliebig. Definiere fiir n > 0

Xy = /\ Xy \ A{n}.

Sei nun B’ C w; mit card(B’) > wy, das heifst, fiir alle n € w; gibt es ein
§ € B', so dal n < & Damit gilt n € X, und

N\ X, =0.

nen’

Also gilt (7.12).
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Damit ist F' nach Satz 4.3.6 auch (w;, w;)-reguldr. Mit Lemma 7.2.8 gilt
cf(A%/F) > wy. Aber cf(AB) /D) = w; nach (7.10).
Damit ist (7.11) gezeigt.
Mit Lemma 7.1.1 fiir A = w und p = w gibt es einen Ultrafilter F”’ iiber
w mit
(w, <)*/F = (w,<)“/F".

Also ist card(w®/F) < 2¥. Aber jeder Isomorphismus von A% /D auf A~/ F
wiirde w® /D isomorph auf w®/F abbilden. Widerspruch. O

Mit Hilfe von stirkeren Voraussetzungen laft sich die Grofe der Struktur
fiir die echte Boolesche Potenz auf w verkleinern, wie in den folgenden beiden
Satzen:

Satz 7.2.11 (B. Koppelberg [Kb 80]) Angenommen, —0F. Sei A = (w, <) und
AB) /D eine Boolesche Potenz, so daf card(w'®) /D) = xk und cf(AP) /D) =
wy, wobei k eine starke Limeskardinalzahl sei mit k > cf(k) > w.

Dann gilt fir jede Kardinalzahl o und jeden Ultrafilter F diber o, dafs

AP /D 2 A/ F.

B. Koppelberg stellt alternativ die Bedingung an «, daf 2% = ™" fiir ein
n € w. Damit funktioniert aber der folgende Beweis nicht, weil Koppelberg
die Voraussetzung cf(x) > w explizit (und fiir beide Félle) gebraucht und z.
B. unter GCH gilt 2% = R (d.h. die Voraussetzung ist mit n = 1 erfiillt),
aber cf(R,) = w.

Beweis:
Angenommen, es gibt doch ein a und einen Ultrafilter F' iiber «, so daf
AB) /D =2 A~/ F. Mit 2.2.7 gilt k% = k.

e Wenn F' J-zerlegbar ist fiir ein § mit cf(0) > w, dann ist F' cf(d)-
zerlegbar mit Satz 4.4.7 und Satz 4.4.6 und es gibt einen uniformen
Filter F' <gk F iiber cf(0) (mit Satz 4.4.5).

Mit Satz 4.4.8 ist F’ wi-zerlegbar, also gibt es mit Satz 4.4.5 einen
Filter I <gx F’, der uniform iiber w; ist.

Mit Satz 7.2.1 ist F” wi-regulér, also ist F' mit Satz 4.3.6 w;-regular.
Also gilt mit Lemma 7.2.8 fiir 7 = w, A\ = w; und a = «, daf

cf(AY/F) > wy.

Damit gilt der Satz fiir §-zerlegbare F' fiir ein 6 mit cf(0) > w.
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e Andernfalls hat jedes 9, fiir das F' d-zerlegbar ist, Konfinalitit w.

Wir zeigen nun
(7.13) Es gibt eine Folge (f¢|¢€ < k) in w®,

so dafs fiir £ <n < k gilt fe #r [,
und fiir { < x und n < w gilt {i € a|fe(i) =n} & F.

Beweis von (7.13):

Da AP /D =9 /F, gilt auch w®) /D = w*/F. Also card(w®/F) = k,
das heifst, es gibt x-viele F-verschiedene Funktionen in w®. Sei (f{[|{ <
k) eine Aufzéhlung dieser Funktionen (ohne Wiederholungen). Fiir je-
des n € w kann es nur ein £ = £(n) geben, so daf

ficalfili)=n} e F,

da die f" alle mod F' verschieden sind.
Sei (f¢l€ < k) eine Aufzéhlung von {f{|§ < x und Vn < w & # {(n)}.

Damit gilt fiir ¢ < x und n € w
{i€alfe(i) =n} ¢ F.
Also gilt (7.13).
Sei fiir £ < xk P¢ die Partition von «, die durch f¢ gegeben ist:

Fe = {{i € a[fe(i) = n}in € v}
und sei P die grobste gemeinsame Verfeinerung der P;. Wegen card(F;) =
w ist card(P) < w" = 2%,
Sei T die kleinste Kardinalzahl, so daf es eine injektive Folge (x,), <,
in P gibt mit |J,__z, € F.
Behauptung:
(7.14) T > w.

Beweis von (7.14):
Angenommen, 7 < w. Dann gilt (Jz, = xoU...Ux,_;. Da F Ultrafilter
ist, gilt, wenn a Ub € F, dann a € F oder b € F. Also folgt induktiv:

v<T

apU...Ua,_; € ' — Ji < na; € F.

Somit ist n = 1 oder es gibt ein j < n mit x; € F. Da x; zur Partition
P gehort, gibt es € mit z; C {i € a|f,i(i) = n}. aber {i € aff:(i) =
n} ¢ F. Also kann 7 nicht endlich sein. Damit gilt (7.14).
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Es gilt
(7.15) F ist T-zerlegbar.

Beweis von (7.15):
Sei (x,),<, eine injektive Folge in F', so dak = := |
Menge

x, € F. Die

v<T

{a\z}U{z,|v <7}

ist eine Partition der Lange 7 von a. Sei B C {a\ 2} U{x,|v < 7} mit
card(B) < 7 und sei B’ := {v|z, € B}.

Falls a \ z ¢ B, so gilt |JB = J,cp v & F nach Wahl von 7.
Falls gilt o \ x € B, dann ist zu zeigen o\ 2 U, cp 7, & F.
Angenommen, nicht. Dann gilt

Fszn(a\zU U:vy) = zN Ux,,

veB’ veB’

Widerspruch. Damit gilt (7.15).

Falls cf(7) > w, wurde der Fall schon oben behandelt. Im anderen Fall,
d.h. cf(7) = w, gilt mit 7 < card(P) < 2 und cf(k) > w, dak 7 < k.

Wenn ¢ < k und v < 7, so ist fe | x, eine konstante Funktion, da

z, € P. Definiere eine Folge (g¢|¢ < k) in w™ durch

9e(v) € f'my.
Fiir £ < n < k wihle
i€ (Jm)Aficalfei) # fu(D)} € F

(da beide Faktoren aus F sind), z.B. i € z,,.

Dann gilt g¢(v) # g,(v) und damit g¢ # g,. Also gibt es s-viele ver-
schiedene Funktionen in w”, das heifst, x < w”™ im Widerspruch dazu,
dak k starke Limeszahl und 7 < k.

O

Sei LCH die Aussage, dak alle Limeskardinalzahlen starke Limeskardinal-
zahlen sind.
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Satz 7.2.12 (B. Koppelberg [Kb 80]) Angenommen, =0* und LCH. Dann ist
fiir jede unendliche Kardinalzahl o und jeden Ultrafilter F' auf o die Kardi-

nalzahl card(w®/F) reguldr. Wenn « eine singulire Kardinalzahl ist, dann
gilt entweder card(w®/F') < a oder card(w®/F) = a™.

Beweis:
Angenommen, es gidbe eine singuldre Kardinalzahl A und eine unendliche
Kardinalzahl o mit einem Ultrafilter F, so daf

card(w®/F) = \.
Angenommen, F' ist <w;-vollstdndig. Dann gilt mit Satz 5.2.12
card(w®/F) = w

und damit die Behauptung des Satzes.

Andernfalls ist F' <w;-unvollstindig, d.h. w-reguldr. Dann gilt mit Satz
6.3.3 A = A. Also gilt mit Korollar 2.2.4 cf(\) > w.

Definiere

7 := sup{d|0 ist eine regulidre Kardinalzahl und F ist 0-zerlegbar}.

1. Fall: 7 < A

(7.16) F ist p-unzerlegbar fiir 7 < p < 227"

Beweis von (7.16): 7 ist eine Kardinalzahl, also gibt es ein ¢, so daf
7 = Ny. Die néchstgrofere Limeskardinalzahl ist Ns, . Mit LCH ist dies
auch eine starke Limeskardinalzahl. Damit sind 7,27, (27)F,2¢7" <
Ns1w. Also liegen nur regulire Kardinalzahlen zwischen 7 und 2277,

Damit ist (7.16) gezeigt.

Mit Lemma 7.1.1 gibt es also ein o/ < 7 < A und ein F’ <gk F iiber
o/, so dak
w®/F = w JF.
Da A singulér ist, ist A eine Limeskardinalzahl und mit LCH auch eine
starke Limeskardinalzahl. Also gilt mit o/ < X auch 2% < \. Daraus
folgt
card(w®/F) = card(w® /F') < 2% < \.

2. Fall: 7 > .

(7.17) A = {f < A|§ ist eine starke Limeskardinalzahl}
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ist eine konfinale Teilmenge von .

Beweis von (7.17):
Sei 6 < A. Definiere eine Folge (6,|n < w) durch

(50 = 0

5n+1 = 26n

o = \/ 6
n<w

Wegen LCH gilt ,, < A fiir alle n < w. Aber auch §,, < A, da cf(\) > w.
0, 1st eine Limeskardinalzahl und mit LCH eine starke Limeskardinal-
zahl.

Behauptung: Damit gilt (7.17).
(7.18) F ist 3*-zerlegbar fiir alle 8 € A.

Beweis von (7.18):

Sei B € A. Es gilt 7 > )\, also gibt es ein regulires 6 > (7, so dak
F' -zerlegbar ist. Mit Satz 4.4.5 gibt es also einen uniformen Filter
F’' <gk F auf 0. Mit Satz 4.4.8 ist F’ 3T-zerlegbar. Also gibt es mit
Satz 4.4.5 einen uniformen Filter F3 <gk F’ auf 3. Da Fj3 <gk F, ist
F (wieder mit Satz 4.4.5) fT-zerlegbar. Damit gilt (7.18).

Es gilt

29" = | ] 27 =27 = B" fiir alle § € A.
n<pt
Die letzte Gleichheit gilt aufgrund von Satz 7.2.7.

Nach Korollar 7.2.5 folgt fiir & = (7, dal Fj d-regulér ist fiir jedes
0 < (. Damit ist F' d-regulir fiir jedes § < A (Satz 4.3.6). Mit Lemma
7.2.8 gilt fiir alle reguléren § < A, daf cf((w,<)*/F) > §. Damit gilt

card(w®/F) > cf((w, <)*/F) > AT,

im Widerspruch zur Annahme (die letzte Ungleichung gilt, da
A < cf((w,<)*/F) und cf((w, <)*/F) reguldr). Also kann A nicht sin-
gulér sein.

Um den zweiten Teil des Satzes zu zeigen, sei « eine singulidre Kardinalzahl
und F' ein Ultrafilter iiber o, so daf

card(w®/F) > a.
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Aus dem ersten Teil des Beweises folgt, dafs card(w®/F’) regulér ist, also gilt
auch a™ < card(w®/F).
Es ist w® = 29, also gilt mit Satz 5.2.1 4.

at <card(w®/F) < 2% =a't.

Die letzte Gleichheit gilt mit Satz 7.2.7. O

Satz 7.2.13 (B. Koppelberg [Kb 80]) Angenommen, —0¢ und LCH. Sei r
eine singulire Kardinalzahl mit cf(k) > w. Dann gibt es eine vollstandige
Boolesche Algebra B und einen Ultrafilter D auf B, so daf fir jede Kardi-
nalzahl o und jeden Ultrafilter F iiber o gilt

r = card(w'® /D) # card(w®/F).

Beweis:
Mit LCH und Satz 2.2.7 folgt aus x > cf(k) > w, dak k¥ = k. Wéhle nun
mit Lemma 7.2.9 eine Boolesche Algebra B und einen Ultrafilter D so, daf
card(w'®) /D) = k. Mit Satz 7.2.12 kann w®/F aber nur regulire Kardinalitit
haben. Damit gilt die Behauptung. O
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