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Abgabe am Mittwoch, den 11. Dezember 2013 nach der Vorlesung

Aufgabe 1. (5 Punkte)
Fiir X,Y € I'(TR3) und f € C*®(R3) besitzen die iiblichen Operationen x, div, grad

und rot, die folgende koordinatenfreie Darstellung
X XY =x(X"AY?E divX =«dx X,
grad f = (df), rot X = (xdX")".

Zeigen Sie unter Benutzung dieser koordinatenfreien Darstellung die nachfolgenden
Rechenregeln.

(i) grad(fg) = feradg+ ggrad f.
(i) div(fX) = fdivX + Xf.
(ili) div(X x Y) = (Y,rot X) — (X, rot Y).
(iv) rot(fX) = frot X + grad f x X.
(v) rot(X x V) = [X,Y] + (divY) X — (div X)Y.
Aufgabe 2. (5 Punkte). Es sei w € Q(R?*\{0}) gegeben durch

T2 1
5 5dz1 + —5——dza.

w=—-———=
] + x5 ] + x5

Zeigen Sie, dass w geschlossen, aber nicht exakt ist (das heifit dw = 0, aber es existiert
kein f € C*(R?\{0}) mit w = df). Hinweis: Betrachten Sie das Integral von w entlang
der Kurve y(t) = (cos(t), sin(t)), t € [0, 27].

Aufgabe 3. (5 Punkte) (de Rham Komplex im Minkowski Raum)

Seien ¢, 1, x» und 3 die kartesischen Koordinaten des R* mit der Lorentzmetrik
g=—dt ®dt + de' @ dz' + da? ® da® + da® @ da®.

Seien grad?, rot9, ¥ und div? die Abbildungen, die das folgende Diagramm kommutativ
machen. Berechnen Sie aus dieser Vorgabe grad?, rot9, ¥ und div? in kartesischen
Koordinaten. Benutzen Sie, wenn méglich, grad, div, rot,  (ohne Zusatz) im R?® aus
der Vorlesung.
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Aufgabe 4. (5 Punkte) Es sei (M, g) eine orientierte m-dimensionale Riemannsche
Mannigfaltigkeit und N C M eine orientierte Hyperflaiche. Die Einschrankung von g
auf den Tangentialraum von N liefert eine Riemannsche Metrik von V.

Es sei X ein Finheitsnormalenfeld an N, d.h. es gelte fiir alle p € N:

() X(p) L T,N und | X(p)] = 1.

(ii) Bilden ej,...,e,_1 eine orientierte Basis von T,N, so sind X (p),eq, ..., €n—1 €ine
orientierte Basis von T, M.

Eine einfache Konsequenz der letzten Ubung ist, dass unter dieser Orientierungswahl
fir allep e N

voly(p) = intx(p) (volar(p)).  (¥)
Es sei nun speziell n € Q"(R"!) gegeben durch

n+1
n= Z(—l)jﬂxj de' Ao Adxdi A A da T
j=1

und i: 8" — R"*! die natiirliche Einbettung. Folgere aus (*), dass i*n € Q"(S") ein
orientiertes Volumenelement der n-Sphére ist.

Aufgabe 5. (Zusatzaufgabe. 5 Punkte)

(i) Essei E — F — G eine exakte Sequenz von K-Vektorrdumen und £ und G seien
endlichdimensional. Zeige, dass F' ebenfalls endlichdimensional ist.

(ii) Seien E!, i = 0,...,n endlich-dimensionale Vektorriume und d; : E* — E**! i =
0,...,n — 1 lineare Abbildungen. Die Sequenz

(E*,d,) : 0 g0 do, g1, dn E" 50,

heifit ein Komplex der Lénge n, falls d;41 o d; = 0 fiir alle ¢ = 0,...,n — 1. Wir
definieren die Kohomologie des Komplexes als

kerd; : E* — E*t!

H'(E®,d.) := : -,
( d ) imd;,_1 : B"~1 — B¢
Zeigen Sie, dass gilt
D (1) dimE' =) (1) dim H'(E®).
i=0 i=0

Insbesondere gilt
n

> (1) dimE' =0,

1=0

wenn die Sequenz (E*®,d,) exakt ist.



