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Aufgabe 1. (5 Punkte) (Das Cartan Lemma)

Sei E ein K-Vektorraum der Dimension n. Seien e1, ..., ep ∈ E linear unabhängige
Vektoren. Weiter seien f1, ..., fp ∈ E gegeben. Zeige, dass die Identität

p∑
j=1

fj ∧ ej = 0

genau dann gilt, wenn es Aij ∈ K, 1 ≤ i, j ≤ p, mit Aij = Aji so gibt, dass für
j = 1, ..., p gilt

fj =

p∑
i=1

Aijei.

Aufgabe 2. (5 Punkte)

Sei E ein n-dimensionaler K-Vektorraum. Es sei ξ ∈ E, ξ 6= 0. In der Vorlesung definie-
ren wir die äußere Multiplikation mit ξ durch:

extξ : ΛE → ΛE, extξ(η) := ξ ∧ η.

Man zeige, dass die Sequenz

0 −→ Λ0E
extξ−→ Λ1E

extξ−→ Λ2E −→ · · · −→ Λn−1E
extξ−→ ΛnE −→ 0

an jeder Stelle exakt ist. Eine Sequenz E
ψ→ F

ϕ→ G heißt exakt bei F , falls imψ = kerϕ.

Aufgabe 3. (5 Punkte)

Es sei E ein endlich-dimensionaler, euklidischer Vektorraum. Für X ∈ E bezeichne
X[ = (X, ·) die zu X assoziierte Linearform. Zeigen Sie für w ∈ Λ∗E∗ ⊗ O

ιXw = ± ∗ (X[ ∧ ∗w).

Bestimmen Sie das Vorzeichen.

Aufgabe 4. (5 Punkte). Es sei V ein n-dimensionaler Vektorraum.

(i) Betrachte zwei Mengen {v1, . . . , vk} und {w1, . . . , wk} linear unabhängiger Vek-
toren in V . Zeigen Sie, dass beide Mengen genau dann Basen desselben k-
dimensionalen Unterraumes sind, wenn für ein c 6= 0

v1 ∧ . . . ∧ vk = c · w1 ∧ . . . ∧ wk.

(ii) Seien v1, . . . , vk ∈ V linear abhängig. Zeigen Sie, dass für alle w ∈ ΛkV ∗

w(v1, . . . , vk) = 0.



(iii) Wähle auf V eine Orientierung und betrachte einen Unterrraum W ⊂ V der
Kodimension eins mit der induzierten Orientierung. Sei g ein Skalarprodukt auf
V . Dann können die entsprechenden Volumenelemente auf V und W jeweils mit
volV ∈ ΛnV und volW ∈ Λn−1W identifiziert werden. Zeigen Sie, dass für ein
X ∈ V mit X ⊥W und g(X,X) = 1 gilt

volW = ±ιXvolV .

Erklären Sie wovon das Vorzeichen abhängig ist.


