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Aufgabe 1. (5 Punkte)

(i) Zeigen Sie, dass durch
X(x, y, z) = (−y, x, 0)

ein glattes Vektorfeld auf S2 gegeben ist. Bestimmen Sie die Integralkurven von
X.

(ii) Betrachten Sie auf R2 das Vektorfeld

X(x, y) =
∂

∂x
+ (1 + y2)

∂

∂y
.

Bestimmen Sie für alle t ∈ R den Fluss ϕt und D(ϕt). Skizzieren Sie die Flussli-
nien.

Aufgabe 2. (5 Punkte).

(i) Geben Sie auf R ein glattes Vektorfeld an, welches nicht vollständig ist.

(ii) Sei X ein glattes Vektorfeld auf R mit

lim
x→±∞

X(x) = 0, lim
x→±∞

∂nX(x)

∂xn
= 0, für alle n ≥ 1.

Zeigen Sie, dass X vollständig ist.

Aufgabe 3. (5 Punkte). Definieren Sie auf R2 zwei Vektorfelder

X = x
∂

∂y
+ y

∂

∂x
, Y = x

∂

∂x
− y ∂

∂y
.

Berechnen Sie die Flüsse ϕX und ϕY . Zeigen Sie, dass diese nicht kommutieren, das
heißt, dass es Zeiten t und s gibt mit ϕX

s ◦ ϕY
t 6= ϕY

t ◦ ϕX
s .

Aufgabe 4. (5 Punkte)

Es seien M,N Mannigfaltigkeiten und F : M → N eine surjektive differenzierbare
Abbildung. Seien X ∈ C∞(TM) und Y ∈ C∞(TN) zwei F -verwandte Vektorfelder. Es
seien ϕt und ψt die Flüsse von X bzw. Y . Zeigen Sie, dass

ψt ◦ F = F ◦ ϕt.

Aufgabe 5. (Zusatzaufgabe, 5 Punkte)

Sei G ⊂ GL(n,R) eine lineare Lie-Gruppe, das heißt eine Untermannigfaltigkeit der
GL(n,R), welche zugleich auch eine Untergruppe ist. Die zugehörige Lie-Algebra g =
TIG ist definiert als Tangentialraum von G an der Einheitsmatrix I ∈ G. Wir setzen
für g ∈ G

lg : G→ G, h 7→ gh.



(i) Zeigen Sie für A ∈ g
(lg)∗A := TI lg(A) = gA,

wobei gA das übliche Matrizenprodukt bezeichnet.

(ii) Zu A ∈ g betrachte man das zugehörige linksinvariante Vektorfeld

XA ∈ Γ(TG), XA(g) = gA.

Begründen Sie, warum XA(g) ∈ TgG für jedes g ∈ G. Zeigen Sie

[XA, XB](g) = g[A,B], [XA, XB] = X[A,B].

Folgern Sie daraus, dass für A,B ∈ g insbesondere gilt

[A,B] = AB −BA ∈ g.

(iii) Zeigen Sie, dass g als Vektorraum zum Raum der linksinvarianten Vektorfeldern
auf G isomorph ist.


