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Aufgabe 1. (5 Punkte) Sei M zusammenhingend mit H'(M) = 0 und N C M eine
abgeschlossene zusammenhéangende Hyperflache, d.h. dim N = dim M — 1.

Zeige: M \ N besitzt genau zwei Wegzusammenhangskommenten, deren gemeinsamer
Rand N ist. Sie diirfen benutzen, dass N eine sogenannte Tubenumgebung 7' besitzt:
T D N ist offen und es gibt einen Diffeomorphismus 7: T — N x (—1,1) mit 7(z) =
(x,0) fir z € N.

Aufgabe 2. (5 Punkte) [Satz von Kiinneth] Sei M = B x F' ein Produkt von glatten
kompakten Mannigfaltigkeiten B und F'. Seien 7 und 7 die Projektionen von M auf
die zwei Faktoren. Die bilineare Abbildung

f: Q%(B) x Q*(F) — Q*(M)
(@, ) = mp(@) ATR(P)
ist eine Kokettenabbildung und induziert einen Homomorphismus
fe: H*(B)® H*(F) — H*(B x F) = H*(M).

Zeige, dass f, ein Isomorphismus ist, d.h.

HP(Bx F) = éHj (B) ® HP™I(F).
j=1

Hinweis: Benutze Induktion nach der Anzahl der offenen Mengen einer guten Uber-
deckung von B. Wende die Mayer-Vietoris-Sequenz und das Fiinfer-Lemma fiir den
Beweis des Induktionsschrittes an.

Aufgabe 3. (5 Punkte). [Thom Isomorphismus] Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit
der Dimension m und 7 : E — M ein orientiertes Vektorbiindel vom Rang N.

(i) Zeigen Sie mittels der Poincaré Dualitét

HF(E) = H=N(M).

(ii) Der Isomorphismus H¥(E) = H*=N (M) kann wie folgt explizit konstruiert wer-
den. Seien [w] € H¥(E) und [n] € HN*™~*(E). Fiir die Kohomologieklasse [1]
kann 7*n mit n € QN+t™=F(M) geschlossen als Repriisentant gewihlt werden.
Dann erhalt man bei geeigneter Orientierungswahl aus der Poincaré Paarung
und dem Satz von Fubini

<[w],[n]>=/E7r*n/\w=/Mnmr*w,

wobei 7, : Q¥ (E) — QF~N(M) die Integration entlang von Fasern ist.

Erlautern Sie die einzelnen Konstruktionsschritte und zeigen Sie die Wohldefi-
niertheit von m, in lokalen Karten. Beweisen Sie, dass m, einen Isomorphismus
7. HF(E) — H*N (M) induziert.



Aufgabe 4. (5 Punkte). Sei M eine kompakte Mannigfaltigkeit mit Rand OM. Sei
t:OM — M die Inklusion des Randes. Wir betrachten Differentialformen auf M mit
absoluten Randbedingungen, das heifit

DW(M):={weQ*(M) | (xw) = 0}.
Beweisen Sie ker d 1 Q2 (M)
er
H* (M)~ ———3% =,
(M) imd N Q2 (M)
Sie diirfen annehmen, dass OM eine Tubenumgebung U C M besitzt, das heifit U ¢ M
ist offen und diffeomorph zu [0,1), x OM.

Hinweis: Auf U lasst sich jede Differentialform schreiben als w = wi(x) 4+ dz A wa(x),
wobei wy 2(z) Werte in den Differentialformen iiber 0M annehmen. Betrachten Sie die
Differentialform ¢(z)w2(0), wobei ¢ € C*°(M) und ¢|y = =.



