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Aufgabe 1. (5 Punkte)

Es seien A;, By, i = 1,...,5, K-Vektoraume (oder R-Moduln). Betrachte das folgende
kommutative Diagramm von Homomorphismen.

Ap =+ Ay — Ay — Ap — A

f1 f2 f3 fa fs

by b b b
By - Bo

2‘33 3*B4 4~B5

Es seien die Zeilen exakt. Beweisen Sie folgende Aussagen.

(i)
(i)

Seien fo, fy injektiv und f; surjektiv. Dann ist f3 injektiv.

Seien fs, fi surjektiv und f5 injektiv. Dann ist f3 surjektiv.

Insbesondere ist f3 ein Isomorphismus, falls fi, f2, f1, f5 Isomorphismen sind.

Aufgabe 2. (5 Punkte) [De Rham-Kohomologie des n-Torus.]

Es sei T" = R"/Z".

(i)
(i)

(iii)

Begriinde, warum H°(T") = R.

Es sei # = (z1,...,2,) € R" und w = Y | ¢;(2)dz; € QF(T"), d.h. die Ko-
effizienten ; sind Z"-periodisch. Es sei w geschlossen. Zeige, dass dann fiir alle
i =1,..,n die Funktionen

1
(X1, T ) »—>/ wi(T1, ..., xn)dr;
0

konstant sind.

Es sei w wie oben in (ii). Zeige, dass w genau dann exakt ist, wenn fiir alle
1=1,..,n

1
/ (Pz'((),- . sz)de = 0.
0
Man folgere, dass H'(T") = R[dz1] @ - -- ® R[dx,,).

Es sei w = f(x,y)dz Ady eine 2-Form auf T?, d.h. f ist Z?-periodisch. Zeige, dass
w genau dann exakt ist, wenn

/01 /01 f(z,y)dzdy = 0.

Folgere, dass H?(T?) = R[dz A dy].



Hinweis zu (iv): Man betrachte die Form 1 = ¢(x,y)dz + ¢ (x, y)dy mit

) 1 x 1
so(a:,w:—/o /0 f( o yda'dy, w@,y):/(] f(a:,y>dx—x/0 f(a y)da.

Wann ist 7 eine glatte 1-Form auf T??

Aufgabe 3. (10 Punkte)
[Poincaré-Lemma fiir de Rham-Kohomologie mit kompaktem Tréger]

Es sei Qc(M) := {w € Q(M) | suppw kompakt} fiir eine glatte Mannigfaltigkeit M.
Offenbar gilt d(Q2(M)) € Q2™ (M). Wir setzen

HE(M) = (kerd: QF¥(M) — QF'(M))/(imd: QF (M) — QF(M)).
Man beachte, dass jede Form w € Q.(M x R) von der Form
w=wi(t) +wa(t) Adt

ist, wobei w; € C°(R, Q(M)). Es sei n € C°(R) mit [ n(t)dt = 1. Setze:
R

(a) pa: QB(M x R) = Q21 (M), puw := [ wa(s)ds, “Integration entlang der Faser”.
R

(b) ex: QETHM) = QB(M X R) , exw :=w An =n1(t) - w A dt.
t

(¢) K: QB(M x R) — Q0 (M x R), Kw := (—1)?( I

—00

wa(s)ds — [ wa(s)ds - f n).
R —00

Man zeige:

(i) HF(M) ist eine Diffeomorphie-Invariante und H¥(R)

[

I
——
= O
T
Il

<o

(i) dw = dwi(t) + ((—1)PZLL(t) + dwa(t)) A dt.
(ili) pu: Qe(M x R) — Q.(M) ist ein Komplexhomomorphismus vom Grad —1.
(iv) ex: Qe(M) — Qo(M x R) ist ein Komplexhomomorphismus vom Grad +1.
(v) exopy— Id = do K+ Kod, p.oe,=1d.
(vi) Folgere, dass p. einen Isomorphismus

H(p.): HE(M x R) = HE (M)

0, k<mn,

induziert. Mit (i) gilt insbesondere H¥(R") =
R, k=n.

(vii) Ist die kompakt getragene de Rham Kohomologie eigentlich homotopie-invariant?



Aufgabe 4. (5 Punkte) [Mayer-Vietoris-Sequenz fiir de Rham-Kohomologie mit kom-
paktem Trager]

Es seien U,V C M offen und M = UUV. Es seien tyy: Q(U) = Q(M), ty 2 Qe(V) —
Qc(M), vg: Q(UNV) = Q(U), vy: Q(UNV) = Q(V) jeweils die natiirlichen
“Fortsetzung-durch-0"-Abbildungen. Man zeige, dass die Mayer-Vietoris-Sequenz fiir
Differentialformen mit kompaktem Trager

0= Q. (UNV) T Q) @ Qu(V) Y Qu(M) = 0
exakt ist. Folgere hieraus eine lange exakte Sequenz fiir die Kohomologie mit kompak-
tem Trager.



