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Aufgabe 1. (3-2 Punkte)

Der komplex projektive Raum CPn ist definiert als die Menge aller eindimensionalen
komplexen Unterräume des Cn+1. Jeder solche Unterraum wird durch die Äquivalenz-
klasse

[z0 : . . . : zn] := {(z′0, ..., z′n) ∈ Cn+1 | ∃λ ∈ C∗ : zj = λz′j für alle j = 0, ..., n}

beschrieben.

(i) Zeigen Sie, dass CPn mit einer differenzierbaren Struktur versehen werden kann
und geben Sie diese an.

(ii) Zeigen Sie, dass sich die stereographische Projektion

S2 \ {N = (0, 0, 1)} → CP1 \ {[1 : 0]}
(x, y, t) 7→ [x+iy1−t : 1]

zu einem Diffeomorphismus S2 → CP1 fortsetzt.

Aufgabe 2. (5 Punkte)

Sei M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit. Zeige, dass das Tangentialbündel

TM :=
{
Xp

∣∣ p ∈M,Xp ∈ TpM
}

mit einer differenzierbaren Struktur versehen werden kann und geben Sie diese an. Zeige
weiter, dass die Projektionsabbildung π : TM → M , gegeben durch π(Xp) = p, falls
Xp ∈ TpM , eine Submersion ist.
Hinweis: Sei (U,ϕ) eine Karte von M . Setze

ϕ̃ : π−1(U)→ ϕ(U)× Rn, ϕ̃(v) = (ϕ(π(v)), Tπ(v)ϕ[v]).

Aufgabe 3. (5 Punkte)

Betrachte R mit der Äquivalenzrelation

x ∼ −x :⇐⇒ |x| > 1.

Diskutieren Sie mit Begründung welche Eigenschaften der Definition einer differenzier-
baren Mannigfaltigkeit für R/∼ erfüllt sind.

Aufgabe 4. (5 Punkte). Sei M = {A ∈ Matr(n,m,R) | RangA = r} ⊂ Rnm. Zeigen
Sie, dass M eine Untermannigfaltigkeit der Dimension r(m + n − r) ist. Benutzen Sie

hierzu den Satz über implizite Funktionen und beachten Sie, dass für

(
B C
D E

)
mit

B ∈ M(r,R) und RangB = r genau dann RangA = r gilt, wenn E − DB−1C = 0
(beweisbedürftig).


