I.jb.ungen zur Vorlesung Analysis 1 Prof. Dr. W. Miiller
1. Ubungsblatt, 20. Oktober 2008 Dr. A. Wotzke

Zeigen Sie fiir Aussagen A, B, C folgende Schlussregeln

a) ((A= B)ANA)= B, der direkte Beweis;

A= B)N\(B = C)= (A= C) Kettenschluss;

) (
b) ((A= B) A—=B) = —A, der indirekte Beweis;
c) (

) (

d) ((Av B)AN-A) = B. (je 5 Punkte)

Bestimmen Sie die Mengen AN B, AU B und (A\ B) U (B \ A), wobei
a) A={x|l<ax<2}, B={z|1<z<3};
b) A={z|2? -3z <0}, B={z|2*—4z+3 > 0}. (je 5 Punkte)

Es seien A, B, C' und D Mengen. Zeigen Sie

a) AU(ANB)=AN(AUB) =A4;

b) A\ B C (A\C)U(C\ B);

¢) (ANB) x (CND)=(AxC)n(Bx D). (je 5 Punkte)

Zeigen Sie, dass

a) die Menge ganzer Zahlen Z

b) die Menge positiver rationaler Zahlen Q*

abzdhlbar sind. (je 15 Punkte)

Fiir alle n € N sei A, die Menge der natiirlichen Zahlen von 1 bis n. Bestimmen Sie die
Méchtigkeit der Potenzmenge P(A,) von A, und beweisen Sie Ihre Behauptung mit Hilfe
der vollstandigen Induktion. (25 Punkte)
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Zeigen Sie, dass fiir alle n € N Folgendes gilt:

a) 12 + 92 4t n2 _ n(n+1%(2n+1);

b) 3+28+ .- 4nd=(1+2+---+n) (je 5 Punkte)

Es seien z, > 0 reelle Zahlen fiir alle £ = 1,...,n mit xy25---x, = 1. Zeigen Sie
r1+Te+--t+T,2n

und ferner
(x14+ 220+ +ax,=n) Vk=1,...,n: x,=1).

Beweisen Sie mit Hilfe dieser Aussage, dass folgende Beziehung zwischen dem harmonischen,
dem geometrischen und dem arithmetischen Mittel gilt:

n Ty +Te+ -+
T, 1 T S VrTe e xy < -2 - (1)
o Tay T, n

n

(40 Punkte)

Zeigen Sie, dass fiir alle n > 1 folgende Ungleichungen gelten:
a) nl < ()", wobei nl =1-2-3--.n die Fakultit von n ist;

n+1)(2n+1)\"
b) (nl)? < ({etblntiyr,

c) 1.3, L o \/mlzﬁ (je 5 Punkte)

Tipp zu a) und b): Benutzen Sie die zweite Ungleichung aus .

Zeigen Sie, dass die Menge
M = {@ | 0 < m < n, wobei m und n natiirliche teilerfremde Zahlen}
n

kein Minimum und kein Maximum besitzt. Bestimmen Sie das Infimum inf(M) und das
Supremum sup(M) von M. (15 Punkte)

Fir m,n € N seien M eine m-elementige und N eine n-elementige Menge.
a) Zeigen Sie, dass es n™ Abbildungen von M nach N gibt.

injektive Abbildungen von M nach N gibt.
(je 10 Punkte)
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["Jbungen zur Vorlesung Analysis I
Prasenzaufgaben

P1 Mit Hilfe der vollstandigen Induktion kénnen wir folgende Behauptung beweisen:
Alle Autos haben die gleiche Farbe.

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass fiir jedes n € N in einer Menge von n Autos alle die
gleiche Farbe haben.

Induktionsanfang n = 1: Die Aussage ist offenbar richtig.

Induktionsschritt n — n 4+ 1: Wir betrachten eine Menge M = {ay, as, ..., a1} von n+
1 Autos. Nehmen wir Auto a; heraus, so bekommen wir eine Menge M; = {as, ..., a,11}
von n Autos, die nach Induktionsannahme alle die gleiche Farbe haben. Nehmen wir
stattdessen Auto a,y; aus der Menge M heraus, so bekommen wir die Menge M, =
{ai,as,...,a,} vonn Autos, die wiederum nach Induktionsannahme alle die gleiche Farbe
haben. Also haben alle Autos aq,...,a,;, die gleiche Farbe.

Nach dem Prinzip der vollstandigen Induktion haben damit gezeigt, dass alle Autos die
gleiche Farbe haben.

Wo steckt der Fehler in dieser Argumentation?

P2 Es sei

1 1
M:{———2]n,m€N}.
nom

Bestimmen Sie Infimum, Supremum, Minimum und Maximum falls sie existieren.

P38 Es seien X, Y Mengen und f: X — Y eine Abbildung. Es seien A und B Teilmengen von
X. Zeigen Sie

f(AUB) = f(A)U f(B).

P4 Fir alle 1 < k <nseien 0 <z, < 7. Zeigen Sie

n

sin (Z :vk> ‘ < sin(zy,).

k=1 k=1

3

Tipp: Verwenden Sie die Sinus-Summationsformel:
sin(x 4+ y) = sin(z) cos(y) + cos(z) sin(y)

die Dreiecksungleichung und die Tatsache, dass | cos(x)| < 1.

P35 Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:
a) n"t > (n+ 1), fir n > 3;

b) (2n)! < 2%*(n!)?, fir n > 1.
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Es seien X und Y nicht leere, beschrankte Mengen reeller Zahlen. Zeigen Sie, dass
a) inf(X)+inf(Y)=inf{z+y|ze X, ye Y}
b) sup(X) -sup(Y) <sup{z-y |z e X,y Y} (je 10 Punkte)

Geben Sie moglichst allgemeine zusatzliche Voraussetzungen an Mengen X und Y, so dass
in b) stehts die Gleichheit gilt. (5 Punkte)

Bestimmen Sie die Losungsmenge L C R von
a) |z|+ |z — 1|+ |z —2|+ 2L =0;
b) |5z + 3| — |3z — 2| > 5;

c < 3.

1
) e

Geben Sie Infimum und Supremum sowie Minimum und Maximum von L an, insofern diese
existieren. (je 5 Punkte)

Es sei (K, +,-) ein Korper.
e Beweisen Sie unter aussliefllicher Benutzung der Kérperaxiome, dass es zu jedem a € K
genau ein Inverses —a der Addition gibt. (4 Punkte)

e Beweisen Sie nur mit Axiomen (K2)-(K5), dass Folgendes gilt
a) Vae K\ {0}:a'-a=1;
b) Vae K\ {0}: 1-a=a;

c¢) Es gibt nur ein neutrales Element der Multiplikation. (je 7 Punkte)

Es sei a € R. Zeigen Sie, dass

a) Va>1=a>a>Va>Ya>...>1;
b) Va<l=a< a<JVa<Va<...<l. (je 10 Punkte)

Es sei (K,+,-,<) ein geordneter Korper. Beweisen Sie mit den Rechenregeln fiir Korper
und den Anordnungsaxiomen (A1) und (A2), dass

Va,be K:a>b>0=a'<bl.

Tipp: Zeigen Sie zunichst, dass a > 0= a1 >0 (15 Punkte)
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["Jbungen zur Vorlesung Analysis I
Prasenzaufgaben

P1 Essei (K,+,-,<) ein geordneter Korper.
Zeigen Sie, dass fiir alle z, y € K Folgendes gilt:

a) |z —yl = [l -

|z+y| || lyl .
b> 1+|x+y| 1+|z] + 1+yl’

) VIl = VIl < /Il = Iyl

P2 Beweisen Sie den Binomischen Lehrsatz.
Es sei x,y € K. Dann gilt fiir alle n € Nj:

(z+y)"

—~ (n n—k_ k
k=0

Zeigen Sie zunachst, dass Folgendes gilt:

(ﬂJ*(Z) - (nzl)

wobei (Z) = ( k),

P38 Essei Fy = {0,1} mit

Zeigen Sie, dass (Fg, +, ) ein Korper ist.

Verallgemeinerung auf F,, wobei p eine Primzahl ist.
P4 Bestimmen Sie die Losungsmenge L C R von

a) |z + 1] < 20;

b) |z| > |+ 1];

o) |lz+1]—]z—1|| <1

P5 Entscheiden Sie ob Infimum, Supremum bzw. Minimum, Maximum folgender Teilmengen
von R existieren:

a) X ={z€Z|l|z*—1] <2}
b) Y ={zeQf2?—1] <2}
c) Z={rxeR]||z?-1] <2}

Bestimmen Sie diese gegebenenfalls.
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Zeigen Sie, dass zwischen beliebigen rationalen Zahlen a und b mit a < b unendlich viele
irrationale Zahlen gibt. (10 Punkte)

a) Es sei r eine rationale Zahl und x € R eine irrationale Zahl. Zeigen Sie, dass x + r und
x - r, mit r # 0 irrational sind.

b) Essei M ¢ R eine nicht leere, endliche oder abzdhlbare Menge. Beweisen Sie, dass es auf
der Menge M UR keine Korperaxiome erfiillende Addition @& und Multiplikation ® gibt,
die eingeschrénkt auf R die tibliche Addition + und Multiplikation - ergeben. Geben Sie
ein Gegenbeispiel an.

(je 15 Punkte)

Bemerkung: Die erweiterte Zahlengerade R := R U {£oc} ist z.B. kein Kérper.

Zeigen Sie, dass /n fir k, n € N entweder eine ganze oder eine irrationale Zahl ist. Sie
diirfen dabei die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung ganzer Zahlen voraussetzen.

(10 Punkte)
Schreiben Sie folgende komplexe Zahlen in der Formen x + iy
, N
a) (B4 2)
b) (1 +iv/3)'1%;
¢) Vi (je 10 Punkte)

Zeichnen Sie folgende Mengen:
a) My ={z€C||z—1] =Re(z) +1};
b) My={z€C]||z[ > 1, Re(z) < 3, Im(z) > 0}. (je 5 Punkte)
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["Jbungen zur Vorlesung Analysis I
Prasenzaufgaben

P1 Es sei ¢ eine positive reelle Zahl. Zeigen Sie, dass ein n € N existiert mit

1
— <e&.
n

P2 Beweisen Sie folgende Aussagen:
a) Fiir alle a, b € RT und alle r, s € Q gilt:
A @’ =at, @V =(a-b), (a)=a";
b) Es sei r € Q.

)r>0=Vz,yecR": z<y=a" <y,
i) r<0= Vz,yeRT: z<y=y <a);

c) Fiir alle r, s € Q mit r < s gilt:

i) a” < a®, fir a > 0;

ii) a® < a', fiir a < 0;
d) Fiir jedes kompakte Intervall J C R existiert C' > 0 mit
Vr,seJNQ: |a"—a’| < C|r—s|.

Tipp: Benutzen Sie die zweite Ungleichung aus (1) auf dem 2. Ubungsblatt

P38 Schreiben Sie folgende komplexe Zahlen in der Form x + iy

V3

. 5 i
2) (3-i8) v L ok ) E
2

2
P4 Bestimmen Sie alle Losungen folgender Gleichungen in C:
a) 2zt —1=0;

b) 2* +1+ivV3=0,

P5 Esseien a,b € C mit |a| = |b|. Zeichen Sie Menge
M ={z€C]|(z*—-a*)(z* - %) =0}.
Zeigen Sie, dass fiir die Ecken zq, 29, 23, 24 von M Folgendes gilt |21| = |22] = |23] = |24] und

Zl+22+23+2420.
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Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:
a) lim, o 55 = 0;

b) lim, ﬁ = 0. (je 10 Punkte)

Bestimmen Sie den Grenzwert lim,, ., a,, der Folge (a,,)nen, wobei

2) 4= V2 V33 VB

b) ap =14+ + 54+ 2t (je 15 Punkte)

Es sei x > 0 eine reelle Zahl und Folge (a,,)nen, wobei a; = 1 und

Ani1 :$+a—
n

Zeigen Sie, dass diese Folge konvergent ist, und bestimmen Sie ihren Grenzwert.
Bemerkung: Fir x = 1 ist der Grenzwert von (a,)nen goldener Schnitt. (20 Punkte)

Es seien a und b positive reelle Zahlen. Uberpriifen Sie die Konvergenz der Folge (2, )nen in
R, wobei

t = (a4 D),
und berechnen Sie gegebenenfalls den Grenzwert. (10 Punkte)

Es sei (2, )nen eine Folge in C. Fiir n € N definiere

2 n
n = E k- 2.
° n(n+1) < “

a) Folgt aus der Konvergenz von (z,),en die Konvergenz von (s,,)nen?

b) Folgt aus der Konvergenz von (s, ),en die Konvergenz von (2,)nen? (je 15 Punkte)
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["Jbungen zur Vorlesung Analysis I
Prasenzaufgaben

P1 Zeigen Sie, dass Folgendes gilt

a) lim, .. a=1;

b) lim, .o /n =1;

) limy, oo a: =0, wobei a > 1;
)

C

d) lim, . ng¢" =0, wenn |q| < 1.

P2 Tipps zu Aufgabe 1 b):

e Es sei || < 1. Zeigen Sie, dass Folgendes gilt
lim Zn: ¢ = —1
k=0
e Zeigen Sie, dass fiir alle n € N Folgendes gilt: n! > (g) :

P3 Uberpriifen Sie folgende Aussagen:

a) Falls lim, .. a, = a, so liegen in jeder Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder

von (an)nEN'

b) Falls in jeder Umgebung von a unendlich viele Folgenglieder von (a,)nen liegen, dann
gilt lim,, . a, = a.

P4 Es seien (a,)nen und (by,)nen Folgen in C mit folgenden Eigenschaften

® (ap)nen ist eine Nullfolge;
e (by)nen ist beschrankt, d.h., 3C > 0,¥n € N: |b,| < C.

Zeigen Sie, dass (a,, - b,)nen eine Nullfolge ist.

P35 Es seien (a,) und (b,) konvergente Folgen mit a = lim,,_,o, a, und b = lim,,_., b,,. Beweisen

Sie
a) lim, o (a, + b,) = a + b;
b) Es sei b # 0. Dann existiert ein N € N, so dass b, # 0 fiir alle n > N und

a, a

li )

n>N
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Es sei a = 1+2\/5_ Wir bilden die Folge (ay,)nen durch

Qp
a, + 1

ap =1, ap1 =1+

Zeigen Sie, dass lim,,_. a, = a. (20 Punkte)
Tipp: Benutzen Sie folgende Argumentationskette:

e 1+ <afiiralle 0 <z <a
e 1 <a, <a fiur alle n > 2;

® a, < apy firn > 1.

Es seien a und b positive reelle Zahlen. Wir bilden die Folgen (z,,)neny und (¥, )nen durch

Tn + Yn

T = a, hn = ba LTn4+1 =/ Tn * Yn, Yn+1 = 9 .

Zeigen Sie, dass die Folgen (x,,)neny und (¥, )nen den gleichen Grenzwert haben. (20 Punkte)

Tipp: Zeigen Sie, dass T, < Tpi1 < Ynt1 < Yn-

Zeigen Sie, dass Folgen (z,,)neny und (yn)neny mit y, = x,{/n die gleichen Haufungspunkte
haben. (20 Punkte)

Konstruieren Sie eine Folge (z,)nen in R,

a) die keine endliche Haufungspunkte hat;

b) die nur einen endlichen Haufungspunkt hat, jedoch nicht konvergent ist;

c¢) die unendlich viele Haufungspunkte hat;

)
)
)
)

d) die als Haufungspunkt jede reelle Zahl hat. (je 5 Punkte)

Es sei Folge positiver reeller Zahlen wie folgt definiert: Es seien zwei aufeinander folgende
Folgenglieder gegeben. Dann ist das nachste Folgenglied im Produkt mit dem ersten das
zweite Glied, das ums Eins erhoht wurde, d.h., z,45 - x, = .11 + 1. Bestimmen Sie die
maximale Anzahl der Haufungspunkte dieser Folge. (20 Punkte)
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["Jbungen zur Vorlesung Analysis I
Prasenzaufgaben

P1 Bestimmen Sie die Haufungspunkte von

P2 Zeigen Sie, dass

P3 Es sei
]_ n
lim (1 + —) =e.
n—oo n

Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:
a) 0 <e— (1—1—%) < 3 fiir alle n € N;

b) limnﬁm<1+1+%+...+$> =e.
Leiten Sie damit folgende Formel her

1 1 0,
R

o R 0<#6, <L (2)

e=2+

P4 Beweisen Sie, dass Folgendes gilt:
a) eine konvergente Folge in R hat ein Maximum, oder ein Minimum, oder beides;

b) eine Folge in R, die gegen +o0o bestimmt divergiert, hat ein Minimum.

Konstruieren Sie zugehorige Beispiele.

P35 Essei (a,)nen eine Folge positiver reeller Zahlen mit lim,, ., @, = 0. Dann gibt es unendlich
viele n € N, fiir die a,, gréBer als alle folgenden Folgenglieder a, 11, a,o, ... ist.
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Eine Folge (z,)nen in C ist von beschrdnkter Variation, wenn eine positive reelle Zahl C
existiert, so dass fiir alle n > 2 Folgendes gilt:

|x2—x1\+|x3—x2|+...+|xn—xn_1|<C’.

Zeigen Sie, dass eine Folge von beschrankter Variation eine Cauchyfolge ist. Konstruieren
Sie eine Cauchyfolge, die nicht von endlicher Variation ist. (22 Punkte)

Tipp: Betrachten Sie die Folge y,, = |z1 — z2| + ... + |Tp_1 — Tp|-

Es sei (2,)nen eine Folge in R mit 0 < z,, 1, < 2, + 2, fr alle m, n € N. Zeigen Sie, dass

lim,, o = existiert. (22 Punkte)
Tipp: Zeigen Sie zunéchst, dass inf{ %= | n € N} existiert. Folgern Sie dann aus 2= —«a < §, dass z‘;;”I; —a<e

fiir hinreichend grofle q.

Fiir n € N sei a,, der Nachkommaanteil von (3 + \/7)” Zeigen Sie, dass lim,, .. a, = 1.
Tipp: Verwenden Sie die Folge (3 4+ /7)™ + (3 — /7)™ (22 Punkte)
Bestimmen Sie inf{x, | n € N} und sup{z, | n € N} sowie lim z, und lim,_, x,, der
Folge (z,,)nen, wobei

n—00

a) T, =1—3;

b) z, = (—1)"' (2+ 2);

Il

—~
L
—

3

_|_

J—
+
—~
L
—

3

c) Ty (je 8 Punkte)

Es sei (z,), eine Folge mit z,, > 0 fiir alle n € N und

— — 1
lim z, - lim — = 1.

n—oo n—oo fEn

Zeigen Sie, dass (z,,) konvergiert. (10 Punkte)
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P1

P2

P3
P4

P5

["Jbungen zur Vorlesung Analysis I
Prasenzaufgaben

Es sei (z,,)nen eine konvergente und (y,),en eine divergente Folge in C. Welche Konvergen-
zaussagen konnnen Sie iiber folgende Folgen treffen:

a) (xn + yn>n€N;
b) (xn : yn)nGN'

Konstruieren Sie entsprechene Beispiele.

Bestimmen Sie inf{z, | n € N} und sup{z, | n € N} sowie lim, ,__ z, und lim, ., 7, der
Folge (z,,)nen, wobei

a) x, = (=1)"n;

b) @, = 1+ 2(—1)"+1 4 3(=1)(3).

Zeigen Sie, dass (3, +)nen keine Cauchyfolge ist.

Bestimmen Sie das maximale Folgenglied von (x,,),ecn, wobei

a) T, =

_ 1000™
b) z, = T

a) Es seien S? = {r € R® | 27 4+ 23 + 22 = 1} die Einheitssphire im dreidimensionalen
Euklidischen Raum und N = (0,0, 1). Die stereographische Projektion f: S*\{N} — C,
mit

. X1 T
f(‘rlux%x?)) - (133 _ 17 T3 — 1)7

wobei wir R? mit C identifizieren. Bestimmen Sie die Umkehrabbildung von f.

b) Es seien H = {z € C | Im(z) > 0} die obere Halbebene und D = {z € C | Re(2)* +
Im(z2)? < 1} die Einheitsscheibe in C. Zeigen Sie, dass die Cayley-Transformation

Z—1
z+1

f:C\{-i} - C, 2z~

H auf D abbildet. Bestimmen Sie die Umkehrabbildung von f.
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Zeien Sie, dass Folgendes gilt:

a) > oo k*2h = '(Z{Z_J;)lg fir 2 € C mit |z| < 1;

b) >, k(k++)(k+2) =1 (je 12 Punkte)

Bestimmen Sie den Grenzwert folgender Reihen
a) Yooy (3n—2)1(3n+1);
b) S (Vn+2—-2vn+1+/n). (je 12 Punkte)

Zeigen Sie, dass eine reelle Zahl, deren Dezimalbruchdarstellung periodisch wird, rational
ist. (12 Punkte)

Es seien > °7 a2 und Y > b2 konvergente Reihen. Zeigen Sie, dass folgende Reihen kon-
vergent sind

a) ZZO:]_ ’anbn’7
b) Zn 1(a’n + b )
¢) oL, . (11+6+6 Punkte)

Untersuchen Sie die Konvergenz folgender Reihen
a) >, Tl,l;

b) % (n) Y, (6+11 Punkte)

n=1 \n+1
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["Jbungen zur Vorlesung Analysis I

Prasenzaufgaben

P1 Esseise Q. Zeigen Sie, dass die Reihe

=1 . {s > 1 konvergiert;
Z — fir
n=1 ne

s < 1 divergiert.

P2 Essei A, A; € Maty(R) quadratische 4 x 4 Matrix von der folgenden Form

AOI

Bestimmen Sie exp(4;) := >

P38 Zeigen Sie:

O O O

O O > O

oo AP

n=0 n!

O > O O

Alz

> O O O
O O O >
O O > =
S > = O
> = O O

fiir i = 0, 1.

o0 o0
Z a, mit a, > 0 konvergiert —> Z a?  konvergiert.

n=0

n=0

Zeigen Sie, dass die Umkehrung falsch ist.

P4 Untersuchen Sie die Konvergenz folgender Reihen

co _ (=1" .
a) anl \/ﬁ_;,_(_l)na

b) Yt wobei i? = —1.

n=1 n3+1 9

P5 Es sei

Z(_1>nan

n=1

mit a,, > 0 und lim,,_, a,, = 0. Ist Reihe konvergent? Betrachten Sie

n=1

Z(_1)712+ (—1)”.

n
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Uberpriifen Sie folgende Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz

a) ZZL n'027";

b) Zoo 1(_1)n (n—1)(n—2) ’

n= n?(n+2)

¢) Yoy ()AL (je 8 Punkte)

n=1 nn

Es seien m eine natiirliche Zahl und Y ° | a,, eine konvergente Reihe. Zeigen Sie, dass der
Grenzwert s von » > | a, unter Umordnung 0,,,: N — N mit |o(n) —n| <m fir allen € N
sich nicht éndert. (15 Punkte)

Es sei (a,)nen eine monoton fallende Nullfolge. Zeigen Sie:

a) .o, a, konvergiert <= 3 > 2"asn konvergiert;

n=1

b) Y a, konvergiert = lim,, ., na, = 0. (je 15 Punkte)

n=1

Bestimmen Sie den Grenzwert folgender Reihen:

a) Zfzox[%]y[%l] fir |zy| < 1, wobei [r] := max{k € Z | k < r} fir r € R;

b) Yool (—1) 2 (je 10 Punkte)

27’!,
Tipp zu b): Schreiben Sie die Partialsumme s,, als ;" 0;(m), wobei oo(m) = >} ((—3)* und oy(m) =
25 (FH)* fiir 1 # 0 auf.

Ordnen Sie die konvergente Reihe » > | (—1 ”“% derart um, dass sie divergent wird.

Tipp: Betrachten Sie folgende Umordnung (1 + 7 + 7 — %) + (% + % 4+
(11 Punkte)
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["Jbungen zur Vorlesung Analysis I
Prasenzaufgaben

P1 Essei ) 7, a, eine konvergente Reihe und

by,
lim — =1.
n—00 (y,

Was kann man iiber das Konvergenzverhalten von )~ b, sagen?

Betrachten Sie zum Beispiel folgende Reihen

f:<?/17_3n und nio;((?/lﬁ)n%-%)

n=1

P2 Beweisen Sie, dass das Produkt zweier konvergenter Reihen

-1 n—1 -1 n—1
Z%, mit o« >0 und Z%, mit >0

n=1 n=1

eine konvergente Reihe ist, falls a4+ > 1 und eine divergierende Reihen ist, falls a+ 3 < 1.
P38 Essei s € C. Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten von

>(0)

n=0

P4 iberpriifen Sie folgende Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz

a) Zoo (—1)”n2+n;

n=1 n3
b) Yo7, me

C) Zn:l :LL_TL .

P5 Essei[-]: R — R Funktion definiert durch x +— [z] = max{k € Z | k < z}. Diese Funktion
heilt die Gaufische Klammer.
Ist diese Funktion injektiv, surjektiv oder sogar bijektiv? Zeichnen Sie den Graphen dieser
Funktion im kartesischen Koordinatensystem auf.
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Zeigen Sie, dass die Doppelreihe
1
m%;N (m + in)3

konvergiert.
(20 Punkte)

Es seien «a, (3,7 komplexe Zahlen mit v # 0, —1,—2,.... Untersuchen Sie das Konvergenz-
verhalten der hypegeometrischen Reihe

1. af  alat+1)B(B+1)
Fla,B,v;2) =1+ 5 z+ 2y + 1) 22

ala+D(a+2)B(F+1)(5+2) , n
(v + 1) (v +2)

Diskutieren Sie die Ausnahmefille in Abhangigkeit von «, 5 und .
(20 Punkte)

Man stelle die geometrische Reihe und die Binomialreihe mittels der hypergeometrischen
Reihe F(a, 3,7; 2) dar.

(10 Punkte)

Bestimmen Sie den Konvergenzradius folgender Reihen

o0 " x n!)?2 n
a) Zon!z ; b) 21 EQH))!Z ;

c) S 2" wobeia>1;  d)> (2" +n?)zm
n=1% n=0

(je 10 Punkte)

. . . v(n) . . .
Bestimmen Sie den Konvergenzradius von Yo7 | 12 (1 — )", wobei v(n) die Zifferzahl von
n ist.

(10 Punkte)
Tipp: Zeigen Sie, dass v(n) = [log(n)] + 1 ist, wobei [-]: R — Z die Gausche Klammer ist.
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["Jbungen zur Vorlesung Analysis I
Prasenzaufgaben

Fir s € C ist (Z) definiert durch
s=l)(s=ntl) 0 .

0, n < 0.

P1 Es seien s und z komplexe Zahlen. Bestimmen Sie das Konvergenzverhalten der Binomial-

reihe
(s s(s—1) ,
Bs — n e 1 “ e
(2) E (n) z + sz + 5 z° +

n=0

Diskutieren Sie die Ausnahmefille in Abhangigkeit von s.

P2 Zeigen Sie, dass fiir alle komplexe s,t und k € Ny Folgendes gilt

2061

P83 Esseien t, s,z € C mit |z| < 1. Beweisen Sie das Additionstheorem fiir die Binomialreihe:

Bi(2) - By(2) = Bus (). (4)

P4 Folgern Sie aus , dass fiir alle s € R und —1 < x < 1 Folgendes gilt

By(z) = (1 +z)°.

P5 Schreiben Sie die ersten drei Glieder der Binomialentwicklung (4)) fiir s =1/2 und s = —1/2

auf. Leiten Sie hiermit aus der Energie

9 1
E =mqc <—1 = (v/c)Q)

eines mit Geschwindigkeit v bewegten Korpers mit Ruhemasse mg die Ruheenergie Ey und
die kinetische Energie Fj;, der klassischen Mechanik her. Hierbei bezeichnet ¢ die Licht-
geschwindigkeit.
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Es sei f:]0,1] — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie, dass f genau dann gleichméBig stetig
ist, wenn lim, .o f(x) exitiert.

(25 Punkte)

Beweisen Sie, dass die Gleichung 22 + z + 2 = e® mindestens eine positive und eine negative
Losung hat.

(20 Punkte)

Eine Funktion f: R — R heifit antiperiodisch, wenn ein T' > 0 existiert, so dass fiir alle x

flx+T) = —f(x).

Zeigen Sie, dass f eine periodische Funktion von der Periode 27 ist, d.h. f(z +2T) = f(z).
(10 Punkte)

Es seien a < b reelle Zahlen. Zeigen Sie, dass jede stetige Funktion f: [a,b] — [a,b] einen
Fixpunkt hat, d.h., es existiert zq € [a, ], so dass f(xy) = zo.
(25 Punkte)

Die Riemannsche Funktion ist definiert durch

~, falls z =", wobei m und n teilerfremde ganze Zahlen;
f(z) = o
0, falls x irrational ist.

Zeigen Sie, dass f unstetig an alle rationalen und stetig an allen irrationalen Stellen ist.
Tipp: Benutzen Sie das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit.

(20 Punkte)
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["Jbungen zur Vorlesung Analysis I
Prasenzaufgaben

P1 Untersuchen Sie folgende Funktion auf Stetigkeit
JR-R, 2o [,
wobei [+] die GauBsche Klammer ist.
P2 Es sei die Dirichlet-Funktion definiert durch

1, falls x rational;
x(z) =

0, falls x irrational.
Zeigen Sie, dass fiir alle ¢ € Q folgendes gilt

x(x+q) = x(x).

Das heifit, y ist eine periodische Funktion mit Periode ¢ € Q.
P3 Zeigen Sie, dass die Dirichlet-Funktion y: R — R {iberall unstetig ist.

P4 Zeigen Sie, dass die Funktion |0, 1[3> = — % nicht gleichméBig stetig auf |0, 1] ist.
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Bestimmen Sie folgende Grenzwerte

a) lim %ﬂﬁ;
T—00 z+1
b) lim %, wobei n € Z. (je 10 Punkte)

x—0

Zeigen Sie, dass die Funktion sin(Z) auf J0, 1] stetig und beschrénkt jedoch nicht gleichméafig
stetig ist.

(15 Punkte)

Bestimmen Sie fiir die folgenden Funktionenfolgen (f,).en die jeweilige Grenzfunktion
f(z) = lim, . fn(x). Konvergieren die Funktionenfolgen gleichméaBig auf D?

a) fn(m) = n2L+$27 D =R;
b) fu(z) =25, D =10,1]. (je 10 Punkte)

14nx?’

Untersuchen Sie die folgenden Funktionenreihen auf punktweise Konvergenz und gleich-
mafige Konvergenz:

a) > o 2" (1—w);
p) $ooe  sinlne) (je 15 Punkte)

n=0 n?2

Es seien (¢, )ken eine Folge monotoner Funktionen auf einem Intervall [a, b] und Y2 | ¢y (2)
cine Reihe, die absolut konvergent in a und b ist. Zeigen Sie, die Reihe Y. | ¢x(x) absolut
und gleichméBig konvergent auf [a, b] ist.

(15 Punkte)
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["Jbungen zur Vorlesung Analysis I
Prasenzaufgaben

Wiederholen Sie die Definition von Kosinus und Sinus aus der Schule.

P1 Essei ¢(z) = cos(z) +isin(x) fiir x € R. Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:

a) ¢(0) = L;
b) ¢(z +y) = ¢(x) + ¢(y) fir alle z,y € R;
c¢) lim, % = 1.
Es sei .
exp(z) = Z Z—T, z2e€C
n=0

die Exponentialfunktion.
P2 Beweisen Sie die Fulersche Formel:
exp(ix) = cos(z) + isin(x) r € R.

Folgern Sie daraus

cos(z) = Re(e™),  sin(z) = Im(e™),
P3 Zeigen Sie, dass
cos(z) = §‘6<—1>”(§—f;,
sin(z) = g:o(—w%.

Bestimmen Sie den Konvergenzradius dieser Reihen.

P4 Stellen Sie die Tangens- tan(z) und Kotangens-Funktion cot(z) mittels der Exponential-
funktion e*

P5 Diskutieren Sie die hyperbolische Funktionen cosh(z), sinh(z) sowie tanh(z), coth(z) und
ihre Umkehrfunktionen.
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Beweisen Sie die Produktregel:

wobei h(®) = h ist. (20 Punkte)

n

5. Zeigen Sie, dass fiir v € R Folgendes

Fir n € N sei m die grofite ganze Zahl kleiner als

gilt:
: _ _1\k n n—(2k+1) [ | o2kl
sin(nx) = ;( 1) <2k: N 1) cos (x) - sin™" " (z).
Tipp: Verwenden Sie die Exponentialfunktion. (15 Punkte)

Bestimmen Sie die Ableitung von f: (0,00) — R, wobei
a) f(x) = («")";
b) f(x)=loglog(l+ z);

o) f(z) = Femi. (je 10 Punkte)

Es sei f eine differenzierbare Funktion. Zeigen Sie, dass fiir natiirliche n Folgendes gilt:

lim o (f(x + %) @) = f'@).

n—oo

Kann man umgekehrt aus der Existenz des obigen Grenzwertes die Differenziebarkeit der
Funktion f folgern?

Tipp: Betrachten Sie die Dirichlet-Funktion yx, Présenzaufgabe 11.2 ( 15 Punkte )

Es sei f: R — R Funktion definiert durch

™, fir x > 0;
v fl@) = {O, fur z < 0.

Fiir welche n € Z ist f differenzierbar im Punkt 07 (20 Punkte)
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["Jbungen zur Vorlesung Analysis I
Prasenzaufgaben

P1 Bestimmen Sie die Umkehrfunktion der gebrochenrationalen Transformation

az+b a b
Z = m’ <C d) E SL(Q,R)

P2 Bestimmen Sie die Ableitung von

f(z) = (V2 + 22 V/3 + 23, sin(cos?(sin® 42°)), e*

P38 Zeigen Sie, dass Folgendes gilt:

a) (a®) = a”log(a), a > 0;
b) (coshx)" = sinhx;
C) (tanhx) = m,

1.
d) (arccoszx) = — =

¢) (artanhz) = =, |z| < 1.

P4 Bestimmen Sie die Ableitung von

Ty
eI =aray

P35 Zeigen Sie, dass die Ableitung folgender Funktion

2 1

xs(;nx e:;), x #0;
:[: pr—y

f@) =1 % 0)

01

nicht steig ist.
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Prasenzaufgaben

P1 Bestimmen Sie die logarithmische Ableitung von

2) f(0) == /1

b) f(2) = (¢ + VI+ 22",

P2 Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = C; cosh(z)+ Cy sinh(z), wobei Cy, Cy Konstanten sind,
folgender Gleichung gentigt:

f(x) = f(z).

P3 Methode der Kleinsten Quadrate.

Es seien aq, ..., a, reelle Zahlen. Gesucht ist a € R, so dass

n

Z(a —a;)?

i=1
minimal wird.

P4 Zeigen Sie, dass alle Nullstellen eines Legendre-Polynoms P, (z) := 57— [(2% — 1)™]™ reell
sind und in | — 1, 1] liegen.

P5 Bestimmen Sie folgende Grenzwerte

sin(az) .
sin(bz)

a) lim, .o

b) lim,_., =, wobei a > 0.

P6 Untersuchen Sie folgende Funktion auf Differenzierbarkeit in = 0

- fiir z # 0;

et —17

, fiir x = 0.
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