Klausur zur Vorlesung Analysis 1 Prof. Dr. W. Miiller

Bonn, den 12. Februar 2009 Dr. A. Wotzke
Nachname, Vorname: A
Matrikelnummer: Nummer der Ubungsgruppe:

e Drehen Sie diesen Zettel bitte erst auf Aufforderung um.
e Sollten Sie neben jemanden aus Ihrer Ubungsgruppe sitzen, so setzen Sie sich bitte um.

e Tragen Sie auf diesem Deckblatt Thren Nach- und Vornamen, Ihre Matrikelnummer und
Ihre Ubungsgruppe ein.

e Heften Sie dieses Deckblatt vor der Abgabe mit Thren Losungsblattern zusammen.

e Zum Bearbeiten der Klausur haben Sie 180 Minuten.

e Hilfsmittel wie Skripte, Notizen, Vorlesungsmitschrifften, Biicher sind nicht zugelassen.
e Technische Gerate wie Taschenrechner, Notebooks, Handys sind nicht zugelassen.

e Schreiben Sie leserlich und verwenden Sie keinen Bleistift oder Fiiller.

e Bitte fiillen Sie die Zeile Bearbeitet in folgender Tabelle aus:

Aufgabe 112 31 4 516 | 7181 9|10
Bearbeitet Ja/Nein
maximale Punktezahl | 70 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 | 10 || X =100

erreichte Punktezahl —

Wir wiinschen Ihnen viel Erfolg bei der Klausur.

Bewertung;: \
Bonn, den

u niversitétbonnl
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Klausuraufgaben Analysis I Wintersemester 2008 /2009

Es seien (z,,) eine Folge reeller Zahlen und = € R. Kennzeichnen Sie wahre Aussagen mit
W und falsche Aussagen mit F'.

[] Sei (z,,) konvergent und fiir alle n € N gelte z,, < C, C' € R. Dann folgt lim,,_,o x, < C.
[ ] Wenn (x,,) nicht gegen x konvergiert, dann gilt 3¢ > 03N € N, Vn > N: |z, —z| > €.
[ ] Fiir jede Cauchy-Folge (z,) gilt: 3z € R: Ve >03IN e N, Vn > N: |z, —z| <e.

[ ] Wenn (z,,) beschrénkt ist, so besitzt (x,,) einen Haufungspunkt.

[ ] Wenn (x,,) einen Haufungspunkt besitzt, dann ist (x,) beschréinkt. (je £2 Punkte)

Hinweis: Bei dieser Aufgabe kénnen Sie maximal Zehn und minimal Null Punkte erreichen.

Geben Sie die Definition der Stetigkeit von f: R — R im Punkt 2o € R an. (10 Punkte)
Tipp: Benutzen Sie die Pradikatenlogik, insbesondere die Quantoren V und 3.

Es sei (f,) eine Folge gleichméBig konvergenter Funktionen f,,: D — C, D C C. Zeigen Sie:
Wenn fiir alle n € N die Funktionen f,, in 2y € D stetig sind, dann ist f = lim,, . f, stetig
in zp. (10 Punkte)

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion fir c € R, ¢ # 1 und n € N:

At — ¢

chk: Zc—l RS (10 Punkte)

Es sei a, = /n fir n € N. Beweisen Sie: Ve >0, k e NIN € NVn > N: |a,1 — an] < &
(10 Punkte)

Untersuchen Sie folgende Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz
00 n_n__. oo log(n)n? .
a) > oy (=) 5 b) >, %. (je 5 Punkte)

Es sei (a,) eine monoton fallende Nullfolge. Zeigen Sie: Wenn > | a,, konvergiert, dann ist
(n - a,) eine Nullfolge, d.h., lim,, ., na, = 0. (10 Punkte)

Beweisen Sie, dass exp(z + y) = exp(z) exp(y), fir alle z,y € R, wobei exp die Exponen-
tialreihe ist. (10 Punkte)

Bestimmen Sie alle lokalen Extrema von f: R — R, z — 22~ (10 Punkte)

10 Es sci f:[0,1] — R eine stetige Funktion mit f(0) = f(1). Zeigen Sie, dass es dann ein

¢ € [0,1] existiert mit f(c) = f(c+ 3). (10 Punkte)



Musterlosungen zur Klausur Analysis 1

Variante A: F, F, W, W, F.

Ve>036>0:|f(x) — flxg)] <eVz eR,|x— x| <0.

Es sei € > 0. Weil fir alle n die Funkionen f,,: D — C stetig in zp € D sind, existiert 6 > 0,
so dass
|fn(2) = fu(20)| < 5, fiir alle z € D mit [z — 2| < 4.

Weil (f,) gleichméBig konvergent ist, gilt fir alle z € D
lf(2) = fu(2)] < 5 fiir n > N(e).
Damit erhalten wir aus

£ (2) = f(20)| = |F(2) = ful2) + fu(2) = fu(20) + fu(20) = f(20)]

mittels der Dreiecksungleichung

< [f(2) = fa(2)| + [ fulz) = ful20)| + [ fn(20) = f(20)] < €

fir alle z € D mit |z — 2| < §.

Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist

2
—1
. c _c(c ):c.

c—1 (c—1)2

Induktionsverankerung: Aussage ist fiir n € N richtig.
Induktionsschritt n — n + 1: Nach Induktionsverankerung gilt:

n+1 n+1 n-+1

L nc at—c i
;kc =TT (ooqe Tt e
C(n+ e —ndt e—1) + " —c+ (n+ 1) (e — 1)
T -1 (c—1)2
_(n4+ 1) -
T =1 (e—1)%

5 Es sei k € N. Aus

k k
Vit kv - (V1T k)

Vit k- Vi =

folgt mit lim, k/n =10

li =1 ——O.
im v+ k —Vn 17£n2\/_



Zu a) Folge ({75.z) ist eine monoton fallende Nullfolg

Folglich ist die Reihe nach dem Leibniz-Kriterium konvergent.
Zur absoluten Konvergenz bemerken wir, dass fir n > 2 folgendes gilt: 5> =

Daraus folgt

3|

)

Wl

oo n o
>
D TraE T
n=2 n=2
und aus der Divergenz der harmonischen Reihe, dass die Reihe nicht absolut konvergent
ist.

Zu b) Wir wenden das Quotienten-Kriterium an. Zunéchst stellen wir fest, dass

exp(n) log(n+ 1)(n+ 1)? _ llog(n+1) (n + 1>2 1 <1

log(n)n?  exp(n+1) e log(n) n n—oo e

weil log(n + 1) = log(n) + log(1 4+ 1/n) und lim,_,; log(x) = 0. Weil exp(n) und log(n) fiir
alle n € N positiv sind ist die Reihe absolut konvergent.

Aus der Voraussetzung (a,) monoton und a, > 0 und nach dem Cauchy-Kriterium

n+p n+p

E ak—g ar = Qpg1 + -+ a, <€
k=0 k=0

folgt, dass pa,+, < €/2. Dann ist fiir p=n bzw. p=n+ 1:

2nag, <€ bzw. (2n+ 1)ag,+1 < €.

Weil fiir alle x € R die Exponentialreihe exp(z) absolut konvergent ist, folgt aus dem
Cauchy-Produktsatz:

exp(z) exp(y) = (i %) (i y_'>

mit Hilfe des Binomialsatzes

i
<)
e
Il
<)

IDas muss natiirlich gezeigt werden!



9 Die Ableitung von f ist gegeben durch
fl(x) =2z — 220%™,
Daraus folgt: f'(z) =0 < z € {—1,0,1}. Wir bestimmen zuerst die zweite Ableitung von f
F(x) = (2 — 102* + 42%)e ™"

und stellen dann fest, dass f”(Zex) # 0 fiir alle zey € {—1,0,1} ist.

7 O Betrachte die Funktion g: [0, 3] — R definiert durch

g9(x) = f(z) — flz +3).

Dann ist g(0) = f(0) — f(3) und g(3) = f(3) — f(1) = —g(0) nach Voraussetzung.

Aus dem Zwischenwertsatz folgt die Existenz eines ¢ € [0, 1], so dass g(c) = 0, d.h.,

fle) = fle+3).



Klausurauswertung Analysis 1

Zur Klausur zugelassen waren 142 Studentinen und Studenten. An der Klausur haben ins-
gesamt 128 Studentinen und Studenten teilgenommen, davon:

e 111 Mathematikerinen und Mathematiker im Bachelor-Studiengang

neun Physikerinen und Physiker im Bachelor-Studiengang

drei VWL-Studenten im Bachelor-Studiengang mit Nebenfach Mathematik
e zwei FFF-Studenten eine FFF-Studentin

e zwei Stunden der Mathematik im Diplom-Studiengang

Es wurden 67 Probeklausuren korrigiert. Im Durchschnitt erreichte Punktzahl: 58,9.

Hotenspiegel
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Histogrann der erreichten Funktzahlen

14 .

Durchschnittliches Ergebnis bei den einzelnen Aufgaben:
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