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1 Wichtige Satze zur Faltung und Fouriertransfor-
mation von Distributionen

1.1 Definition

Faltung:
(f*9)(p) = / @ (/ gz —y) dy) da (1)
R™ R
1.2 Satz
Es seien T, S € D'(R™), und es existiere T * .S Dann ist
(T * S) € D'(R™), (2)
und es gilt weiter:
DT *8)=(DT)«S=T=%D" (3)

Dabei ist « ein Multiindex:
n
a=(a1...,a,), o €Ny, |a]= Zai
i=0
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Df = —(———r
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1.3 Definition

S(R™) besteht aus den komplexwertigen, unendlich oft diff.baren Funktionen ¢(z),
fiir welche eine Abschéitzung

Ielles = sup (lal"* +1) 3 D] < e (4)
xeER™

lof <l

gilt.

1.4 Definition und Satz

(Fo)(&) =

1



1.5 Satz
Aus ¢(z) € S(R™) folgt (Fp)(&) € S(R™) und es gilt:

D*(Fp) = (=i)*I F(z¢) (7)
D(F~l) = (@)1 F (@) (8)

1.6 Definition

S’'(R™) ist die Menge aller komplexwertigen, stetigen Linearformen iiber S(R™)

1.7 Definition
Es sei T € S'(R™). Dann ist (FT)(p) := T(F), v e S(R™).

2 Fundamentallssungen der Laplacegleichung

2.1 Lemma

Es sei }2 < @a(2)DT = U, T,U € S'(R"), T besitze stetige partielle Ablei-
tungen (klassisch) bis zur m-ten Ordnung einschliellich. Dann ist T eine klassische
Losung der Partiellen Differentialgleichung. (a,(x) unendlich oft differenzierbare,
komplexwertige Funktion)

2.2 Definition

Eine Distribution G € D'(R"), die }, <, @a(z)D*T = § erfllt, heift Fundamen-
tallosung. -

2.3 Satz

Es sei 34 1<m @a(@)DT =6, aa € C, es existiere S+« G =T, S € D'(R").
Dann ist auch T eine Lésung. Diese ist eindeutig, sofern S aus der Menge der mit
G faltbaren Distributionen stammt.

2.4 Satz

Lln|z|, n=2
Glx) = { 27 In el ©)
“ (e 23

3 Randwertprobleme der Laplacegleichung

Bemerkung:
Beschrinkung auf klassische Losungen
) sei ein zusammenhédngendes Gebiet derart, dafl auch R™ — 2, n > 3 ein zusam-
menhéngendes Gebiet ist.
Es gibt vier Randwertprobleme



Inneres Dirichletproblem

Auf 0Q sei eine relle Funktion ¢(y) vorgegeben, gesucht wird eine auf Q zweimal
stetig differenzierbare und auf {Q) stetige Funktion u(x), so daf gilt:

Au(z) =0, z€Q (10)
u(y) =¢(y), yeiN (11)

AuBeres Dirichletproblem

¢ wie eben auf 9§ vorgegeben.
Gesucht ist eine auf R™ — ) zweimal stetig differenzierbare und auf R™ —  stetige
Funktion u(x) mit

Au(z) =0, zeR" -0 (12)
u(y) = #(y), y €00 (13)
lu(z)| — 0 fiir |z| — o0 (14)

(Limites ldngs der Normalenrichtung)

Inneres Neumannproblem

Sei p(y) (reellwertig,stetig) auf 9 vorgegeben.
Gesucht: Funktion u(x) (reellwertig, stetig) auf Q mit

Ou(x)  Ou(y)

ilg; v, v, existiert, x€eQ, yeoin (15)
Au(z) =0, x € (16)
ou(y
%) _ gy) a7)

Ovy

AuBleres Neumannproblem

Sei p(y) (reellwertig, stetig) auf 92 vorgegeben.
Gesucht: Funktion u(x) (reellwertig, stetig) auf R™ — 9 vorgegeben mit

du(z) _ du(y)

;llgb o, = v, existiert, re€R"—Q, yeoi (18)
Au(z) =0, reR" -0 (19)
duly)

= 9] 2
o, e(y) yeo (20)
lu(z)| — 0 fiir |x| — o0 (21)

3.1 Satz (Maximum - Minimum - Prinzip)

Q ; R™ sei ein einfach zusammenhéngendes und beschréinktes Gebiet mit fast iiber-
all glattem Rand.



1. u(z) sei eine in  harmonische und in Q stetige Funktion, die ihr Maximum
oder Minimum in einem Punkt z €  annimmt. Dann gilt u(x) = const.

2. Sei u(x) # const, in Q harmonisch, in Q stetig, so daf fiir alle y € 9
Ou(x)  Ouly)

lim = existiert. 22
Q3z—y 81/y ayy ( )

Dann nimmt «(z) ihr Maximum (Minimum) in einem Randpunkt yo € 09
an. Dort gilt:

du(y)
Ovy

<0. (23)

3.2 Satz

Es seien Q@ € R™ und R™ — Q einfach zusammenhéngende Mengen.Dann besitzen
das Innere und das Auflere Dirichletproblem sowie das Auflere Neumannproblem
hochstenseine Losung. Notwendig fiir die Losbarkeit des Inneren Neumannproblems
ist

/ e(y)dr = 0. (24)
o0

Existiert eine Losung u(z), so ist u(x) + ¢, ¢ € C die allgemeine Losung.
Es sei ¢(y) =0,y € 09.

4 Der Differentialoperator A = —j—; auf (a,b),
Randwertprobleme auf (a,b)
4.1 Einiges iiber Sobolevriaume
W3 ((a, b)) = Vervollstindigung vonC>=in der Norm (25)
b
lolfys = [ (o) + (o)) (26)

W3 ((a,b)) = Vervollstandigung von Cin der Norm

b
[E3 =/ (2O + |2(®)* + a(t)*)dt (27)

C°° = Menge der komplexwertigen, stetigen, in {2 unendlich oft differnzierbaren
Funktionen, die stetige Ableitungen auf 2 haben

4.2 Definition



4.3 Satz
Der Operator Ap, Ap = —%, D(Ap) = Wp, ist im Hilbertraum Ly ((0, 7))
selbstadjungiert und positiv definit.
Die Eigenwerte lauten \,, = n?.Diese sind einfach, die entsprechenden Eigenfunk-
tionen lauten: x,(t) = csin(nt)
4.4 Satz:Friedrich-Ungleichung
Es sei —00 < a < b < oo. Dann gibt es ein ¢ € R, so daf fiir alle
feWi(a,b)) 2]l = cllz] gilt.
4.5 Lemma
Es sei (Az,x) > c||z||*>.Es sei A € R, mitA + ¢ > 0 Dann gilt:
R(A+ \E) = R(A+ \E) (30)
R: Bildbereich

4.6 Lemma

Sei A ein symmetrischer Operator.
1. Gibt esein A € C mit R(A—\E) = R(A—\E) = H, so ist A selbstadjungiert.
2. H=R(A+ \E)® N(A* — \E)

4.7 Satz

Der Operator Ay, Ayz = —%, D(Ayn) = Wy ist in L2((0,7)) selbstadjungiert
und halbbeschrinkt, hat ein Punktspektrum mit den einfachen Eigenwerten \,, = n?
und den Eigenfunktionen z,,(t) = ccos(nt).

4.8 Satz

Die Funktionensysteme

F, = {\/gsin(nt)} (31)

n&eNp

TR

sind in H = Ly((0, 7)) Orthonormalbasen und vollsténdig.
Sei x(t) € H = Ly((0,7)). Dann gilt fiir die Fourierkoeffizienten a,, und b,:

0 = /0 i \/g sin(nt)z(t)dt = (0, 2) (33)
- /0 i \/g cos(nt)z(t)dt = (2, 7) (34)
bo = /Ow \/;:(t)dt - (%,x} (35)

Die Entwicklung einer Funktion nach diesen Eigenfunktionen lautet also:

bo
]\}gnoo Zan\/jsm nt)x(t) hm Z by, \/jcos nt) ﬁ (36)



4.9 Satz
Es sei z(t) € L2((0,))

1. Das Randwertproblem  —g(t) = z(t), y(0) =y(m) =0, besitzt genau eine
Losung aus W2((0,)):

“a 2
(t) = —1\/ = sin(nt) (37)

2. Das Randwertproblem —4(t) = z(t), ¢(0) = gy(m) =0, besitzt genau dann
eine Losung aus W3 ((0, 7)), wenn gilt:

/0 " s(t)dt = 0 (38)

Die Losung lautet dann:

— bp /2
yt) =c+ — \/7005(7115) (39)
; n2\V
4.10 Satz

1 2 . 2
F_{ﬁ7 {\/;szn@nt), \/;cos(2nt)}n€N} (40)

ist in H = L2((0,7)) vollstdndig und orthonormiert. Eine Funktion z(t) € H =
Lo((0,m)) 148t sich wie folgt darstellen:

b 2 & .

a2n, bon:Fourierkoeffizienten



