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1 Zum Banachschen Fixpunktsatz. Sei N der vollständige normierte Raum reeller Null-
folgen. Die Norm auf N ist dabei definiert durch ‖a‖ = supn∈N0

|an| für a = (a0 a1 a2 . . .).

Zu i ∈ N0 sei ei ∈ N die Folge (0 . . . 0
↓i
1 0 . . .). Damit kann a ∈ N durch die formale Reihe

a =
∑∞

i=0 aiei, ai ∈ R dargestellt werden. Durch

v(a) =
1

2
(1 + ‖a‖)e0 +

∞∑
i=1

(1− 2−i)ai−1ei

wird eine Abbildung v : N → N definiert.

Zeigen Sie: Die Einschränkung von v auf die Einheitskugel B = {a ∈ N | ‖a‖ ≤ 1} ist eine
stetige Abbildung v : B → B derart, dass ‖v(x) − v(y)‖ < ‖x − y‖, aber es gibt keinen
Fixpunkt v(z) = z ∈ B. (10 Punkte)

Tipp: Verwenden Sie die für 0 ≤ αi < 1 gültige Ungleichung
∏

i(1− αi) ≥ 1−
∑

i αi.

2 Sei U ⊂ Rn offen und f ∈ C1(U,Rn). Ferner gelte ‖f(x)−f(y)‖ ≥ λ‖x−y‖ für alle x, y ∈ U
und ein λ > 0. Zeigen Sie, dass f : Ω → f(Ω) ein Diffeomorphismus ist. (10 Punkte)

3 Zeigen Sie: Ist f ein Diffeomorphismus von U ⊂ Rn und φ ∈ C∞
c (U,Rn), so gibt es ein

ε0 > 0, so dass U für jedes ε < |ε0| durch f ε := f + εφ diffeomorph auf f(U) abgebildet
wird.

(10 Punkte)

4 Es seien H ein reeller Hilbertraum1 und

f : H → H, x 7→ x√
1 + ‖x‖2

.

Bestimmen Sie Y = Bild(f) und zeigen Sie, dass f ein C∞−Diffeomorphismus H → Y ist.
Wie lauten f−1 und df ? (10 Punkte)

1Ein reeller Hilbertraum ist ein Vektorraum über R mit Skalarprodukt 〈., .〉, der bezüglich der Norm
‖x‖ :=

√
〈x, x〉 vollständig ist.
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