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1 Für n > 1 sei f ∈ C1(Rn \ {0},R) und es gelte

gradf(x) = λ(x)x

für eine Funktion λ : Rn → R. Zeigen Sie, dass f nur von r = ‖x‖ abhängt.

Tipp: Betrachten Sie f(x) an den Endpunkten x0, x1 einer C1−Kurve γ : [0, 1] → Sn−1
r :=

{x ∈ Rn | ‖x‖ = r}. (10 Punkte)

2 Eine Funktion f : Rn → R heißt homogen vom Grad α ∈ R, falls gilt

∀x ∈ Rn \ {0}, t > 0 : f(tx) = tαf(x).

Zeigen Sie, dass f ∈ C1(Rn \ {0},R) genau dann homogen vom Grad α ist, wenn die
Eulersche Homogenitätsrelation

∀x ∈ Rn \ {0} : 〈gradf(x), x〉 = αf(x)

erfüllt ist. (5+5 Punkte)

Tipp: Zeigen Sie, dass g(t) = tαf(x)− f(tx) = 0 ist, indem Sie g′(t)/g(t) berechnen.

3 Sei U ⊂ Rm offen. Der Laplaceoperator ∆ : C2(U,R) → C2(U,R) wird durch

∆u :=
m∑

j=1

∂2
j u

erklärt. Eine Funktion u ∈ C2(U,R) heißt harmonisch in U , falls ∆u = 0 ist.

Zeigen Sie, dass die Funktionen

gm : Rm \ {0} → R mit gm(x) :=

{
log ‖x‖2, m = 2

‖x‖2−m
2 , m > 2

in Rm \ {0} harmonisch sind. (10 Punkte)

4 Sei U ⊂ R offen und a1, . . . , am ∈ C1(U,Rm). Für x ∈ U sei

[a1, . . . , am](x) := [a1(x), . . . , am(x)] ∈ Mat(m,R)

die quadratische Matrix mit Spaltenvektoren aj(x) ∈ Rm für 1 ≤ j ≤ m.

Zeigen Sie: Es ist det[a1, . . . , am] ∈ C1(U,R) und es gilt

(det[a1, . . . , am])′ =
m∑

j=1

det[a1, . . . , aj−1, a
′
j, aj+1, . . . , am].

(10 Punkte)
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