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1 Sei `2 die Menge aller Folgen α = (α1, α2, . . .) komplexer Zahlen, so dass
∑

i |αi|2 konvergiert.

Für α ∈ `2 sei |α| :=
( ∑

i |αi|2
)1/2

. Dann ist (`2,| · |) ein vollständiger normierter Raum.

Zeigen Sie: Die abgeschlossene Einheitskugel B̄ = {α ∈ `2 | |α|2 ≤ 1} ist nicht kompakt,
aber die Menge Q aller Folgen (α1, α2, . . .) mit ∀k : |αk| ≤ 1/k ist kompakt. (5+5 Punkte)

2 Alle Normen auf Rn sind äquivalent zur Maximumsnorm ‖.‖∞, d.h., für eine beliebige Norm
‖.‖ auf Rn gibt es Konstanten c, C > 0 mit c‖x‖∞ ≤ ‖x‖ ≤ C‖x‖∞ für alle x ∈ Rn.

Tipp: Zeigen Sie, dass ‖.‖ stetig ist und betrachten Sie die kompakte Einheitssphäre bezüglich
‖.‖∞. (10 Punkte)

3 Sei f : R2 → R gegeben durch f(0, 0) = 0 und

f(x, y) =
xy

r
sin

(1

r

)
mit r :=

√
x2 + y2.

Zeigen Sie: Die partiellen Ableitungen ∂1f und ∂2f existieren in jedem Punkt in R2. Die
Abbildungen

x 7→ ∂1f(x, b), y 7→ ∂2f(a, y)

sind für jedes (a, b) ∈ R2 stetig, aber f ist in (0, 0) nicht (total) differenzierbar. Ist f stetig
partiell differenzierbar? (10 Punkte)

4 Sei A ∈ Mat(n,R) und N = {x ∈ Rn | 〈Ax, x〉 = 0}. Zeigen Sie, dass die Abbildung

f : Rn \ N → R, x 7→ 1

〈Ax, x〉

(total) differenzierbar ist, und bestimmen Sie df . (10 Punkte)
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