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Aufgabe 1. (5 Punkte)

Es sei ω ∈ Λ1(R2 \ {0}) gegeben durch

ω = − x2
x21 + x22

dx1 +
x1

x21 + x22
dx2.

Zeigen Sie, dass ω geschlossen, aber nicht exakt ist (d.h.: dω = 0, aber es
existiert kein f ∈ C∞(R2 \ {0}) mit ω = df).

Hinweis: Betrachten Sie das Integral von ω entlang der Kurve γ(t) = (cos t, sin t),
0 ≤ t ≤ 2π.

Aufgabe 2. (5 Punkte)

Es sei ω ∈ Λp(M). Beweisen Sie, dass für alle X0, ..., Xp ∈ V(M) die folgende
Formel gilt:

dω(X0, ..., Xp) =

p∑
i=0

(−1)iXi

(
ω(X0, ..., X̂i, ..., Xp)

)
+
∑
i<j

(−1)i+jω([Xi, Xj], X0, ..., X̂i, ..., X̂j, ..., Xp).

Hierbei bedeutet das Hütchen auf den Variablen, dass man diese streicht.

Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass die rechte Seite eine C∞(M)- alternierende
multilineare Form auf V(M)p+1 ist. Es genügt dann, diese Formel für jede
Karte (U, φ) von M und für X0, ..., Xp ∈

{
∂
∂xi

: 0 ≤ i ≤ p
}

zu beweisen.

Aufgabe 3 (De Rham-Kohomologie des 2-Torus). (5 Punkte)

Es sei T2 = R2/Z2.

1. Begründe, warum H0(T2) = R.

2. Es sei ω = φ(x, y)dx + ψ(x, y)dy ∈ Ω1(T2), d.h. φ und ψ sind Z2-
periodisch. Es sei ω geschlossen. Zeige, dass dann die Funktionen

y 7→
∫ 1

0

φ(x′, y)dx′, x 7→
∫ 1

0

ψ(x, y′)dy′

konstant sind.



3. Es sei ω wie oben. Zeige, dass ω genau dann exakt ist, wenn∫ 1

0

φ(x′, 0)dx′ = 0 und
∫ 1

0

ψ(0, y′)dy′ = 0.

Man folgere, dass H1(T2) = R[dx]⊕ R[dy].

4. Es sei ω = f(x, y)dx ∧ dy eine 2-Form, d.h. f ist Z2-periodisch. Zeige,
dass ω genau dann exakt ist, wenn∫ 1

0

∫ 1

0

f(x, y)dxdy = 0.

Folgere, dass H2(T2) = R[dx ∧ dy].

Hinweis zu (4): Man betrachte die Form η = φ(x, y)dx+ ψ(x, y)dy mit

φ(x, y) = −
∫ y

0

∫ 1

0

f(x′, y′)dx′dy′, ψ(x, y) =

∫ x

0

f(x′, y)dx′−x
∫ 1

0

f(x′, y)dx′.

Wann ist η eine glatte 1-Form auf T2?

Aufgabe 4 (Pullback). (4 Punkte)

Sei f : R3 → R3 die Abbildung

f(x, y, z) =
(
x− sin y, eyz − 1, 2x

)
Man berechne das Pullback f ∗

(
z2 dx ∧ dy

)
. Die Antwort soll dabei von der

Form g1 dx∧ dy+ g2 dy ∧ dz+ g3 dz ∧ dx sein, wobei g1, g2, g3 explizite Funk-
tionen sind.


